Fiche n° 1: Espaces et Sous-espaces affines 2023/2024

Exercice 1. Soit E un ensemble et V' un espace vectoriel sur un corps K(=R ou C).
1. On suppose qu’il existe une application f : E x E — V vérifiant:
VA,B,C € E, f(A,B)=f(AC)+ f(C,B) (relation de Chasles); (1)

E -V

fa:
vAe B, M fa(M)=f(A M)

est bijective. (2)
Montrer que E est un espace affine sur (ou dirigé par) V.
Réponse. Définissons 'application + : £ x V — E définie par:

(A,W) = A+ = f71 (7). (3)
Montrons que + est une loi de composition externe vérifiant les axiomes de définition d’un espace affine.

e On remarque d’abord que, grace a ’hypothése (2), 4 est bien définie pour tout (A, w) € E x E.

eVACE A+ 0 = A?
Par définition de + :

A
P N i -1(7
On en déduit que fa (A) = f(4,A) = 0 puis que f (0) = A
—
v

e VAW, V)EEXV XV, (A+W)+ vV =A+7U + 707
On a:
A+W)+ 7 =f' (W) + 7
et

Il faut donc montrer que
A+ =W+ ). (4)
Posons B = f;' (W) et C = f;' (W + 7). Alors I'égalité (4) & démontrer devient:
B+7 =C(&C=fz' (7).
Or:
L’hypotheése (1) permet d’écrire:
U+7V = fa(C)=Ff(AC)=Ff(AB)+f(B,C)=1+fs(C).

Dot f5 (C) =7 puis C = fz' (V).
e V(AB)eExXE AU €V :B=A+7u?
Cette propriété est équivalente a la suivante: pour tout A € F, f;l est une bijection de V' dans FE.
Cette derniére propriété est I’hypothese (2). |
2. Montrer que, réciproquement, si F est un espace affine dirigé par un espace vectoriel V | il existe une
application f : E x E — V vérifiant (1) et (2).
Réponse. On définit f: F x E — V par:

f(AB) ="

ol u est 'unique vecteur tel que B = A + u. Montrons que f vérifie (1) et (2).
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e VA,B,C€E, f(AaB):f(A’C)+f(CvB)7
Onpose B=A+ 74, C=A+7 et B=C + w. On a, d’une part:

B=A+7u

et, d’autre part:
B=C+wW=(A+7)+w=A+ (v + ).

Par unicité, on obtient donc la relation @ = ¥ + w qui, par définition de f, s’écrit

f(AB)=[f(AC)+f(C,B).
e VA € E, lapplication f4 : E — V | définie par f4 (M) = f (A, M), est bijective?

On veut donc montrer que:

VA€c ENU €V,3M € E: fa(M)="u
Soient A € E et uw € V. Posons M = A + . Par définition de f, on a:

fa(M)=f(AM)=".
fa est donc surjective. Elle est également injective. En effet, si f4 (M) = fa (N) alors
(M=A+fa(M), N=A+ fa(N)=A+ fa(M))=M=N.
[ ]

Exercice 2. Soit E l'ensemble des polynomes unitaires de degré égal & n > 1 dans R[X] et E = R, -1 [X]
I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n — 1.

1. Justifier que, pour ’addition et la multiplication par un scalaire des polynémes, FE n’est pas un espace
—
vectoriel sur R et que E est un espace vectoriel dont on déterminera la dimension.

Réponse. On sait déja que R[X] est un espace vectoriel sur R pour I'addition et la multiplication par
un scalaire des polynomes et que E C R[X]. Le polynome 0 est I’élément neutre de R [X] et 0 ¢ E. Donc
FE n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

On peut aussi remarquer que si P € F alors P (X) — X™ est un polynome de degré n — 1 : il n’est donc
pas dans F et 'addition n’est pas stable dans FE.

_
On peut vérifier que E est un sous-espace vectoriel de R [X] engendré par la famille {1, X, .., X ”_1} et

que cette famille est libre. Donc dim E = n. |

2. Montrer que E est un espace affine dirigé par ﬁ pour la loi externe f : E X E — E définie par
f(P(X),Q(X))=P(X)+Q(X) € E.

Réponse. On peut écrire que tout élément P € E s’écrit

n—1
P(X)=X"+) apX*
k=0
Par conséquent si Py (X) = X™, on peut écrire que
N
EFE=PFP+ FE.
. . . -
Il s’ensuit que F est espace affine dirigé par E. |

Exercice 3. Soient ‘_/) et W deux espaces vectoriels et f : ‘_/ — W/ une application linéaire. Soit wy € Im (f)
et E = f~1({wg}). Montrer que E est un espace affine de direction E = Ker (f) pour la loi externe donnée
par ’addition des vecteurs dans I_/

Comment appliquer le résultat précédent a E = {g e C([0,1],R): fol g (z)dx = 1}?
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Réponse. Par définition:

On note d’abord que

V(7,7) € ExE, (f(ﬂ’)—f(?):U:f(ﬂ’-?);»ﬂ’-?e}(er

Soit W € E et montrons que
FE = U() + Ker (f)

On a E C W+ Ker (f) car
76E2>7270+ﬂ)—70.
————

eKer(f)
On a également o + Ker (f) C E car
T € Wo+Ker(f)=3IT eKer(f): W = o+
= f(W)=f(Wo)+f(V)=f(Uo) = w0
(

Donc E = u + Ker (f) et E est donc un espace affine dirigé par Ker (f).

—
v

— —
Exercice 4. Soit | E, E/,+ ) un espace affine dirigé par E pour la loi externe et A € F un point fixé. On munit

E des lois + 4 et -4 définies par:

—_— —
V(M,N) € ExE, M+4N=A+AM + AN,
V(M,\) € ExK, A\-qg M=A+\AM.

On note E4 l'espace E muni de ces deux lois.

1. Montrer que E4 est un espace vectoriel. (E4 est appelé le vectorialisé de l’espace affine E au point A).

Réponse.

e Montrons que (E4,+4) est un groupe abélien.

— 44 est une loi interne puisque F est un espace affine. On note aussi que si P = M +4 N, cela
—

— —
revient & dire que AP = AM + AN

— +4 est associative. En effet, pour tout (M, N,0) € E3, on veut montrer que:

(M+aAN)+40=M+4(N+40)

Posons:

R = (M4+4N)+40
R = M+A(N+AO)

On veut donc établir que R = R’. Posons:

P=M+4N, Q=N+,0

Alors
(M+4N)+40 = P+40=R< AR = AP+ AO
— —_ —  ——
< AR=AM + AN + AO
etS
e —_— —_—
M+a(N+40) = M+,4Q=R < AR =AM+ A
— —_— — —
< AR = AM + AN + AO
Donc

AR = AR < R=R.
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— Elément neutre. On cherche N € E4 = E tel que
VM e Egy, M+aN=M

Or —_— —_— — — —
MAsN=M<EAM = AM + AN & AN = 0 & N = A.

Donc A est I’élément neutre.
— Elément symétrique. Pour tout M € E, on cherche S € E tel que

M+AS:A@6>:M+B‘@A_S):—W@S:A—W
— 44 est commutative. On veut donc montrer que
V(IM,N)E EXE, M+aN=N+aM
En posant P =M +4 N et Q = N +4 M, cela revient & montrer que P = Q. Or:

— —_ —
P = M44N & AP =AM + AN
Q = N+4aMe AQ=AN + AM = AP

Donc P = Q.
. - . . . - ey
e L'écriture V(M,\) € ExXK, \- g M = A+ AM revient a dire que si N = \-4 M alors AN = MAM.
On peut alors vérifier que la loi externe -4 vérifie les axiomes définissant un espace vectoriel. |

N
2. Montrer que 'application f: E — E 4 définie par
f()=A+7
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Réponse. 1l faut donc montrer que f est une application linéaire et bijective de E dans F 4.
e f est bijective? Il faut montrer que:
VMeE AT €E: f(V)=M.
Or

—

f() =M A+v =M< v =AM.
Donc f est bijective.
e f est linéaire? Il faut montrer que:
VLU, V)EKXEXE, f(U+A0)=f(W)+aX-af(D)

Posons M = f (4 + A7) =A+4 + A0, N = f(u), O=f(V), P=X-40. On a, avec ces
notations: N
M=f(u+\v)e AM =4 +\7.

Et:
F)+araf(V)=N+4P:=M

On veut établir que M = M’. Or

N4 P=M o AM = AN + AP

Mais
— —
P=X,40& AP = )A0
Donc
/ TV IR A = — T
N+4P = M &AM = AN +MAO =4 + v =AM

s M=M.
|

Université de Franche-Comté UFRST L3: Structure Affine



Fiche n° 1: Espaces et Sous-espaces affines 2023/2024

Exercice 5. Soient F; et Fs deux sous-espaces affines de E. A quelle condition F; U Fy est-il un sous-espace
affine de E7 (Ind.: on pourra considérer les cas Fy N Fy = () et Ey N Ey # 0).

Réponse. On utilise la Définition 1.16 et les Exemples 1.17 page 15 du cours: un sous-espace affine contient
tous les sous-espaces affines engendrés par ses sous-ensembles (en particulier, toute droite passant par deux de
ses points).

Si F1 C Ey ou Ey C Fy alors E1 U By = E5 ou By U Ey = E; est un sous-espace affine. Montrons que la
réciproque est vraie: si By U Ey est un sous-espace affine alors Fy C Es ou Ey C Fjy.

Par l’absurde: supposons que E7 U Fs est un sous-espace affine de E et que (E g FEs et _@’2 g _E'}l) .

Si F7 U Fs est un sous-espace affine de E' alors il est dirigé par un sous-espace vectoriel V de E'.

D’autre part, si (Ey & Es et F5 & Ey), il existe Ay € Es\E) et A) € E1\F». La droite (A1 A3) est contenue
dans FEy U Fy car A1 € By U E5 et, par hypotheése, m S X_/

Soit I € (AlAQ) \ {Al,AQ} . Alors I € B4 U Es.

e Si I € Fy, la droite (A1) est dans F; (puisque A1,1 € Ey) et comme As € (A143) = (A1), il s’ensuit
que Az € E;. Ceci contredit I'hypothése Ay € Eo\Ej.

e Si I € E», alors la droite (A3]) est dans Ey et comme A; € (A1As) = (A21), il s’ensuit que A; € Es.
Ceci contredit 'hypothese A € E1\Fs.

Dans les deux cas, on aboutit donc a une contradiction. Par conséquent (Ey C Ey ou Es C Eq).
En conclusion, on vient d’établir que FE; U Fy est un sous-espace affine si, et seulement si, F4 C FEo ou
Ey C By |

Exercice 6. (Théoréme du toit) On suppose que E est un espace affine de dimension 3 et que D; et Do sont
deux droites affines distinctes et paralleles de E et P; et P, deux plans affines distincts de F tels que Dy C Py
et Dy C Ps.

1. Montrer que P; N Py est soit vide, soit une droite affine.

Réponse. (C’est le théoréme 1.22, p. 18 du cours). Si ]7{ = ]7; , alors P; et P, sont paralléles et, comme
ils sont distincts, on a P N Py = (.

— —
Si Pl 7& PQ, alors
— — — — — — — —
dim (Py + P;) = dim (P}) +dim ( P,) —dim (P P;) =4 —dim (P 0 F}).
— — — — — — —
Comme dim <P1 + Pg) < dim (E) = 3, on obtient que 1 < dim (P1 N Pg) < 2. L’égalité dim (P1 N Pg)
— — — — — —
2 impliquerait que Py N P, = P; = P, qui contredirait 'hypothése. Donc dim (P1 N P2> =1 et
— — — — —

dim (P1 + Pg) = 3. On en déduit que P, + P, = E et la proposition 1.21, p. 18 du cours implique
PN Py # (et PLN P, est une droite affine puisque dirigé par F{ N F-’; qui est de dimension 1. |

2. Montrer que si P; et P, sont sécants alors P; N P, est une droite parallele & Dq et Ds.

— — —
Réponse. Soient D = Py N P, et d son vecteur directeur, d; et ds les vecteurs directeurs respectifs de
Dy et Dy. Ona d € PLNP, = P N P; et, par hypothése, d; et dy sont colinéaires. Si Dy Jf D alors
— — — —
Do }t D et on en déduit que d et dy sont linéairement indépendants et de méme pour d et ds. Il s’ensuit
que
— - — — — —
Pl :Vect(d,dl) :Vect(d,dg) :PQ.

Par conséquent, Py || P> et comme Py N Py # (), on conclut que P; = P». Mais ceci contrdit ’hypothese
—

N
sur P; et P,. Donc d et dy sont colinéaires et il en découle que P; N Py est une droite paralleéle & Dy et
Ds. |

Exercice 7. Dans le plan affine F, étant donné un entier naturel n > 3, on trace n droites de sorte qu’il n’existe
pas parmi elles deux droites paralléles ni trois droites concourantes.
Déterminer le nombre de triangles délimités par ces droites.
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Réponse. Trois droites quelconques parmi les n droites délimitent un triangle car, par hypothese, deux
d’entre-elles se coupent et les trois ne sont pas concourantes. Par conséquent, le nombre N de triangles est le
nombre de fagons de choisir 3 droites parmi les n :

N= < g ) :3!(nn!3)! B (n_2>é'n_1)n'

N
Exercice 8. On suppose que F est un espace affine de dimension 3 et soit (O; 77 77 k) un repére de F.

1. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces affines de E?
F = {M=(z,y,2)€E, 2?4yt 422 = 1},

H = {M:(x,y,z)eE, \/x2+y2+22:\/(x—1)2+(y—1)2+(z—1)2}.

Réponse. On utilise de nouveau qu’un sous-espace affine contient tous les sous-espaces affines engendrés
par ses sous-ensembles, en particulier toute droite passant par deux de ses points (voir Définition 1.16 et
Exemples 1.17 page 15 du cours).

e I nlest pas un sous-espace affine. En effet, les points A = (1,0,0) et B = (—1,0,0) appartiennent &
—
F mais la droite D = A + Vect (AB) n’est pas dans F puisque O € D mais O ¢ F (on peut méme
vérifier qu’aucun point de la droite, a part A et B, n’est dans F).

e H est un sous-espace affine. En effet, pour tout M = (x,y, 2)

Vary+2 = o\ -1+ G-+ (- 1)

4

Py 4 = @)+ -+ (1)

4

|
@

20 4+ 2y 4+ 22

Donc
H={M=(z,y,2) € E, v +y+2=3/2}.

D’apres la proposition 1.33, p.25 du cours, H est un plan (un hyperplan en dimension 3).H

2. Déterminer une équation cartésienne du sous-espace affine F' de E contenant le point A de coordonnées
—
(1,0, 1) et dirigé par le sous-espace vectoriel F' = Vect (u, v') ott @ = (0,2,1) et v = (1,—1,0) dans la
- = = =
base (’L,j,k) de F.

Réponse. On vérifie immédiatement que @ et ¥ sont linéairement indépendants. F est donc un plan

de E. On a:
M = (ny2)eFe3tscK, M=A+tu +sv
r=1+s
& y=2t—s5s Szrt+y—2z=-1L
z=1+1
L’équation cartésienne de F' est donc z +y — 2z = —1. |

3. Déterminer une équation cartésienne du sous-espace affine P de dimension 2, paralléle & F' et contenant
le point B = (0,1,0).

Réponse.L’équation de P est de la forme z +y — 2z =a et, comme B € P,a=1. Doncx+y—2z=1
est ’équation cartésienne de P. |
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4. Déterminer une équation cartésienne du sous-espace affine @@ de dimension 2, paralléle & F' et contenant
le milieu des points A et B.

Réponse. Trouver les coordonnées du milieu de A et B et procéder comme dans la question précédente.
[ |

Exercice 9. On prend K =R ou C et £ = K™ muni d’un repére (O; i_l), . ;)

1. Soit (a1, ..., an,b) € K" Montrer que I'ensemble H = {X = (x1,...,7,) € E: a121 + -+ + apz, = b}
est un hyperplan de E si (ay,...,a,) € K™\ {0}.

— —
Réponse. La matrice ligne (a1, ..., a,) est la représentation d’une forme linéaire £ dans la base(zl s ey zn) :

Ha
VU = eK™, ((UW) =arx1 + -+ apZy.
xn
On pose:
V = ker (0) = {7 e K", ¢(T) :6’}.
: . b . :
Soit k € [|1,n|] tel que ax # 0. Le point A= |0, ..., — ,-.,0 | € H et on peut écrire (vérifier!):
Qg
~

=keéme coord.
—
H=A+4+1V.

—
Par conséquent, H est un sous-espace affine dirigé par V qui est de dimension n — 1 (noyau d’une forme
linéaire): il est donc un hyperplan de E. |

2. A quelles conditions les deux équations
a1x1 + -+ apw, =b et adjxy +-+alx, =0

décrivent-elles des hyperplans paralléles de E 7

Réponse. Les deux équations décrivent des hyperplans si et seulement si (aq,...,a,),(a},...,a,) €
K™\ {0}. Si on note ¢ et ¢ les formes linéaires de matrices lignes (ai,...,a,) et (ai,...,al,) respective-
ment, les deux hyperplans sont paralléles si, et seulement si:

ker (£) = ker (¢').

D’apres le cours d’algebre linéaire, I’égalité des noyaux a lieu si, et seulement si, les vecteurs (a1, ..., ay,)
— —
et (af,...,al)) de E* (dual de F) sont colinéaires, c’est-a-dire:

INeK: (a1,...,an) = A(d], ...,a),).
([

Exercice 10. On prend K = R ou C et £ = K? muni d’un repére (O; 7, 7, ?) Soit a;, b, ¢, d;, a}, b5, ¢, d), €
K pouri=1,2.

1. A quelles conditions les deux systémes d’équations

)

a1T + by +c1z =d; ajx +bly+ciz=d]
a2 + bay + coz = do abx + bhy + chz = df

décrivent-ils

Université de Franche-Comté UFRST L3: Structure Affine



Fiche n° 1: Espaces et Sous-espaces affines 2023/2024

(a)

des droites affines de E7

Réponse. 1l suffit de donner la réponse pour le premier systéme par exemple. Si, pour m = 1 ou 2,
—

L, désigne la forme linéaire sur E représentée par la matrice ligne (am,,bm,cn) dans la base

— — —
(i s k), alors le systéme décrit une droite affine si, et seulement si, ¢; et {5 sont linéaire-

ay a2
ment indépendantes, donc si, et seulement si, les vecteurs b1 et b sont linéairement
C1 C2

indépendants. En effet, dans ce cas, ¢’est une conséquence de la question 1 de I'exercice 6.

des droites affines paralléles de E7 la méme droite affine de E 7

Réponse. Pour m = 1,2, soient £,, et £, les formes linéaires représentées respectivement par les
matrices (am, bm,cm) et (al,, bl c ).

Les deux systémes décrivent des droites affines paralléles de E si, et seulement si:

e /1 et ¢y sont linéairement indépendantes et ¢; et £, également (c’est la condition nécessaire et
suffisante pour que chaque systéme représente une droite d’apres la question précédente).

e ker (¢1) Nker (¢2) = ker (¢}) Nker (¢4) (les droites doivent étre dirigées par le méme sous-espace
vectoriel). Cette condition est équivalente au fait que ] et £, sont des combinaisons linéaires de
fl et EQ :

6/1 = aly + Blo, 6/2 = o/él + ,6162 (5)
Les deux systémes décrivent la méme droite affine de F si, et seulement si, les conditions précédentes
sont satisfaites et:

(a/m7b'/m’ C;n’ d;n) € Vect (((11, blv C1, dl) ) (a’Qv b27 C2, d2)) , M= 17 2.

des droites affines concourantes de E?
Réponse. Les deux systémes décrivent des droites affines concourantes de E si, et seulement si:
e /1 et {5 sont linéairement indépendantes et ¢} et ¢, également (c’est la condition nécessaire et
suffisante pour que chaque systéme représente une droite d’aprés la question précédente).
o (ker (¢1) Nker (¢2)) # (ker (¢}) Nker (£5)) (les droites ne sont pas paralléles) et le systéme

anx+biy+ciz=dy
asx + boy + coz = do
ajx +bly+ciz=d]
abx + bhy + chz = df

admet une solution.
[ |

2. Lorsque le premier systéme décrit une droite affine, donner un sytéme d’équations paramétriques de cette
droite.

Réponse. Le premier systéme décrit une droite affine si les formes linéaires ¢; et {5 sont linéairement

indépendantes. Cela est équivalent au fait que la matrice <

a boa est de rang 2. Sans perte de
az by o

généralité, on peut supposer que

La matrice A = (

aq bl
det( 4 by ) #0.

) est alors inversible et le systéme s’écrit:

(7)
(7)

a1 1
az by

Il |
‘ 7N
— QL
[
7 N
N~~~
QO
[ VI |
~ I
‘ 7N
SO
| SN—
—
7N
Q0
N
~~
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(n)=2(%) ()=—(3)

un sytéme d’équations paramétriques de cette droite est alors:

Si on pose

T = by + vt
y:b2+’02t , te K.
z=1
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Dans les exercices qui suivent, sauf mention du contraire, le corps K est R ou C et E est un espace affine
—
dirigé par U’espace vectoriel E sur K.

Exercice 1. Soient A, B,C et D quatre points d’un espace affine réel £. Pour a € R, on note A, = aA +
(I-a)BetCqy=aC+(1—a)D.

1. Quel est le lieu des points A, lorsque « parcourt R? Méme question avec C.

Réponse. Un propriété des barycentres donne
- —
AA,=(1—-—a)AB, a € R.

Donc le lieu des points A, lorsque « parcourt R , qui est {e¢A + (1 — a) B, € R}, est la droite passant
—_—
par A et dirigée par AB. C’est donc la droite (AB).

De la méme maniere, le lieu des points C,, lorsque a parcourt R est la droite (CD). ]

2. On désigne par M, le milieu de [A,; C,]. Décrire le lieu des points M,, lorsque « parcourt R?

Réponse. On utilise, dans la solution proposée, les propriétés d’associativité et commutativité du barycen-
tre d’un systéme de points.

On a, pour @ € R :

- mf(13) )
~ Bar ((Bar (A,0),(B,1—a)), ;) 7 (Bar (C,a),(D,1—a)), ;))
e ((09).(5152) 030 (515).

par la propriété d’associativité du barycentre. Désignons par I le milieu de [AB] et par J le milieu de
[CD]. Les propriétés de commutativité et d’associativité donnent alors:

Bar <(A, %) , (0%) : <B, 120‘> (D, 12O‘>> (commutativité)
Bar <(Bar ((A, %) , (C, %)) ,a) , (Bar <B, 1 . O‘) (D, 1;“) 1 a>)

(associativité)
= Bar((I,a),(J,1—a))

Mo,

Comme dans la question précédente, on conclut que le lieu des points M, lorsque a parcourt R est la
droite (I.J). ]

Exercice 2. Soit ABC un triangle non aplati du plan affine réel E. Soient R et @ les points de coordonnées
—_—
respectives (1/4;0) et (0;1/3) dans le repére cartésien (A, AB,AC) .

Montrer que les droites (RC) et (BQ) sont concourantes et donner les coordonnées barycentriques de leur
point d’intersection dans le repére affine (4; B; C).

—_— —
Réponse. Dans le repére (A7AB, AC’) , équation de la droite (RC) est

1
y:—4<x—4):—43§+1,

et celle de la droite (BQ) est:
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y
C
Qg
AR . X
Les coordonnées du point d’intersection I sont (a: = 12—1, y= 1—31) et ses coordonnées barycentriques sont (1 — z, z,y) =

(&5 17)
]

Exercice 3. Soit E un espace affine réel de dimension 3 et A, B, C' et D quatre points non coplanaires de E.
On note G l'isobarycentre de (A, B,C, D), Gp celui de (A, B,C), G¢ celuide (A, B, D), Gg celui de (A,C, D)
et en fin G4 celui de (B,C, D).

Les droites (AG4), (BGp), (CG¢) et (DGp) sont-elles concourantes? (Si oui, quel est leur point de
concours).

Réponse. On a:

G = Bar

B

Wl Wl Wl -

Wl Wl Wl &
Q

N— N N~
/\/U?/\/\

~— O~

N TN N N
S

— Wl W~ Wk

S
S

GD = Bar

Q

Ge = Bar

Gp = Bar

1 1
GA = Bar <<B73) 5 <C73) 5 <D,3

Par utilisation répétée de la propriété d’associativité du barycentre, o

G = Bar ((A, i) Bar (GAi» G e (AGy).

De la méme maniére, on montrerait que G appartient & chaune des droites (BGp), (CG¢) et (DGp). Donc G
st le point de concours des droites (AG4), (BGp), (CG¢) et (DGp). [ |

Exercice 4. Soient (A, ..., A,41) un repére affine de E et By, ..., B,+1 une famille de n 4+ 1 points de E. Pour
tout j € {1,...,n+ 1} , notons Ay j, ..., Any1,; les coordonnées barycentriques du point B; dans le repére affine.
Alors (By, ..., Bp41) est un repére affine de F si, et seulement si,

det (M) 1<synss) 70

Réponse. Cela revient & démontrer que:

S
Q
-

TN T N T NN
A?AA

(B, ooy Bs1) lide & det (M) _0.

1§i,j§n+1>

Par définition, la famille de points (B, ..., Bn+1) est liée si la famille de vecteurs (BlBj) est liée.
2<j<n+1
PR

(Preuve directe) Supposons que (B B,
K™\ {0k~ } tel que

) est liée. Par définition, il existe a = (ag,...,ap41) €
2<j<n+1

n+1

P——— —
Z ajBlBj =0. (1)
j=2
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En posant a; = Z] 7, aj, on peut écrire:
n+1
N N
Z OéjBlBj = O . (2)
j=1
Or B7 = Bar ((Akh Ak’j)1§k§n+1) . Donc:
- ntl - n+1
k=1 k=1

En reportant dans (2), on obtient:

n+1 n+1 - n+1n+1 -
Zaj (Z )\k,jBlAk> = 0 & Z Z Ozj)\k’jBlAk =0
j=1 k=1

j=1 k=1
n+1ln+1 _
= Z Z Oéj)\k’j (BlAl + AlAk> =0
j=1 k=1
n+1n+1 n+1n+1
e (XD | B+ Y0 Y e AL =T
Jj=1 k=1 Jj=2 k=1

n+1 /n+1 n+1n+1
=2 Z <Z)\kj>aj BlAl—‘rZZOZJ)\kJAlAk— 0

Jj=2 k=1
%,_/
=1

On s’est donc ramené & 1’équivalence:

n+1 n+1 n+1 n+1ln+1
Za] (Z/\ijlAk>_ 0 & ZO{j B1A1+ZZaj)\kj = 0

j=1 k=1

Or par définition de aq, (Z;Hll ) = 0. Donc:

n+1 n+1 - n+1 n+1 . _
3o (S 0m) T o 3 S, | -7
j=1 k=1 k=2 \j=1

N
Comme la famille (AlAk) est libre, on obtient
2<k<n+1
n+1
ZO&j)\k,j =0,2<k<n+1.
j=1

Cette égalité est encore varie pour k = 1 car:

n+1 n+1 n+1
> aihy = Yo [1-) g
j=1 J=1 k=2

n+1 n+1 n+1
= D= (D odes | =0
j=1 k=2 \ j=1
En conclusion de ce point, on a établi que
n+1
Zaj)\k,j:(),lgkgn—i—l. (4)
j=1
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Ceci indique que les colonnes de la matrices (Ai;),; i<, ., sont lices et donc que det (()‘i7j)1<i j<nt1) # 0

La réciproque se démontre en partant de (4) avec (o, ..., py1) # Ogn+1. On arrive, en partant de I'égalité
(3), a la relation

n+1 n+1

P —— P——
Z OLjBlBj = ZajBlB_]
j=2 j=1
n+1ln+1
= 2D B
j=1k=1
n+1 n+1
—— —
= Z Z Oéj)\k’j BlAk =0.
k=1 \j=1
De plus:
n+1 n n+l n+1 n n+1
Za)\kj—O:>ZZa)\k7—O:> (ZAJ)a‘j:OéZaj:O.
k=1 j=1 j=1 \k=1 j=1

—_—

On en déduit que (aa, ..., @y 1) # Ogn puis que la famille (BlB est liée.

<.

)2<]<n+1
(Preuve par les déterminants). Pour j € [|[1,n + 1|], on a:

n+1
B; = Bar ((Akv/\lw 1<k<n+1) Z Akj =1

Donc,
- n+1 SN
A1B; = A jAL Ay
k=2
On en déduit que
N n+1 SN
BiBj =Y (Arj — k1) A1 Ay
k=2
. e— . . . .
En conséquence la famille (BlBj) est libre si, et seulement si la matrice B = (BlBQ, ...,BanH)
<j<
' ' 27J'7n+1 N RN
(la matrice dont la colonne j est constituée par les coordonnées de B, B; dans la base (AlAk) i ) aun
2<k<n+1
déterminant non nul, c’est-a-dire:
A22 — Ao A2 g1 — A2,1
A3z2 — A A - A
det (B) _ det 3,2 3,1 3,n+1 3,1 7& O
>\n+1,2 - >\TL+17 1 )‘7L+1,n+1 - )\n-‘rly 1
OI‘, siA= ()\i’j)lgi,jgn+1
M1 e e Mot
A A
det (A) = det 21 2+l
)\n-‘rl 1 e /\n+1 n+1
En rajoutant a la ligne L la somme des autres lignes et tenant compte du fait que Z jl 1 Ak,; = 1 pour tout
1 <j <n+1, on ne change pas le déterminant et on obtient:
1 1
det (A) = det A2 ’ A2mt1
Ant1,1 0 0 Mgt
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En retranchant la premiére colonne & chacune des autres colonnes, on ne change pas le déterminant:

1 0 .. 0
A2,1 A22 — A1 A2.nt1 — A2
det (A) = det . .
)\n+1,1 )\n+1,2 - )\n+1,1 et )\n+1,n+1 - /\n+1,1

En développant ce déterminant par rapport a la premiére ligne, on obtient

A22 — A1 e A2+l — A2
det (A) = det =det (B).
An41,2 = Ant11 0 Angingl — Angrl
En conséquence la famille (Bl—B;)2<j<n+1 est libre si, seulement si, det (A) # 0. |

Exercice 5. Soit J C N et (4;),.; une famille non vide de points de E. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

—_— —
1. Il existe ig € J tel que la famille (AZ-OAJ-) est libre dans E.
Jj€JI\{io}
RN —
2. Pour tout 7 € J tel que la famille (AiAj) N est libre dans F.
jeI\{i

3. Aucun point de (A;);c; n'est un barycentre d’autres points de la famille (4;), ;-
Réponse.
e (1= 2). Pour i = i, 'assertion 2 est '’hypothése. Si i # 7y, solent des scalaires ()\j)j# tels que
—_— —
> NAA; =0,
J#i

La relation de Chasles implique:

ST | Aidig + Y NARA; =0,

Jj#i J#i,%0
e
Comme (Aio Aj> est libre, il s’ensuit que
Jj€JI\{io}
AJ = 07 .7 7£ iviOa
=X =0, j#1i
Zj;éi Aj=0
——
Donc (AiA]) libre..
jeI\{i}

e (2 = 3) Supposons que A; est barycentre d’autres points de la famille: 3 (aj)j# tel que
ZO&j 75 0 et ZainAj = 6>
JF#i J#i
—_—
Donc (AiAj) " est liée puisque un des a; au moins est non nul du fait de Zﬁéi a; # 0. On a donc
jed\{i
établi que (non 3 = non 2) qui est la contraposée de (2 = 3). Donc (2 = 3).
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. . - . = . .
e (3=-1). Supposons non 1 : pour tout ig € J , la famille (AioAj) i) est liée dans E. Fixons iy € J
JE i0
et soit jo # io. Il existe des scalaires (A;),, tels que

s — _ _— =
AioAjo = Z )\inoAj S| 1-— Z )\j AjoAio + Z )\jAjoAj =0
J#Josio J#3Josi0 J#Josio

Comme la somme des poids poids vaut 1, cette derniére relation indique que:

Aj, = Bar Ag,1— Z Aj ] (Aﬁ)‘j)j;éjo,io
J#Jjosio

On a donc établi que non 1 = non 3. Donc: (3=1). B

Exercice 6. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

—_— —
1. Il existe ig € J tel que la famille (AZ-OAJ-) est génératrice de E.
j€JI\{io}
—_— —
2. Pour tout 7 € J , la famille (Al-Aj) N est génératrice de E.
jeI\{i

3. Tout point de E est un barycentre de points de la famille (A;), ;-
Réponse.

—
e (1 =2). Supposons 1 et soit i € J . Sii = ig, c’est I'hypothése. Si i # ig, soit w € E. Alors par
hypotheése, il existe des scalaires (/\j)j Liy tels que

o= Y NALA;
J#io
= [ DN | A i+ ) NAA;
J#to J#io
= = [ Do A+ D] NAA;
J#io J#io0
Donc la famille (AiAj) » engendre E.
VD)
— —
e (2= 3). Supposons 2 et soit M € E et ¢ € J. Comme (AZ-A]-) ) est génératrice de F, il existe des
JjE 7

scalaires (A;),_; tels que

J#i J#i J#i

Done M = Bar (A, 1= 5,2 4) (45,4);,) - Do 3.
.= =1 . . . Y — N
e (3=2) Soit w € E et i € J. Il existe un unique M € E tel que A;M = . Or, par hypothese,

M = Bar ((Aj,)\j)jeI) avec ) ;.1 Aj # 0. Donc
W =AM=>Y XA
J#i
—= —
Par conséquent la famille (AiAj> est génératrice de E.

jeIN{i}
Comme la condition 2 implique la condition 1, les trois assertions sont équivalentes. H
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Exercice 7. Soit E un espace affine de dimension n > 1 sur K = R et {Ap, A41,...,4,} C E tel que

—_— —
(AoAk.) e C E soit une famille libre. Pour chaque ¢ € [|0,n|], on choisit un point B; sur la droite
1<k<n

(A;A;+1) (avec la convention que A,11 = Ap). Soit ()\i)OSign C R telle que B;A; = M\jA; A1, (0<i<n).

1. On suppose n = 2. Montrer que les points By, B, By sont alignés si, et seulement si,

(T4 X20) (T4 A1) (14 A2) = AoA1Aa.

Réponse. Sin =2, on détermine les coordonnées barycentrique des B; (0 < ¢ < 2) par rapport au repére
affine (Ag, A1, Az). Pour 0 <i <2, on a:

& (1+X\)BiAi —\BiAg, = 0.

Donc
Bi = Bar ((Al, 1 + )\2) y (Ai+1, 7)\74)) .

Donc, les coordonnées barycentriques des points B; (0 <4 < 2) sont:

By = (1+)\0,—)\070),
By = (0,14+X,=)\),
BQ = (_>\270a1+>\2)'

Les points (By, By, B2) sont alignés si, et seulement si, ils ne sont pas libres. Donc, d’apres ’exercice 4, si
et seulement si:
1+ X —Xo 0
Dy = 0 14+ M\ -\ =0.
—A2 0 14+ Ao

En développant ce déterminant par rapport a sa derniére ligne, on trouve:

_ —/\0 0 1+ /\0 _>\0
Dy = —X 1+ =X\ (142 0 1+
= —X2AoA + (T4 X2) (T4 Xo) (1 +Xq)
On a donc:
(B(), Bl, Bg) alignés S D=0s (]. + )\(]) (]. + /\1) (1 + )\2) = A1 As.
|

2. Pour n > 2, montrer que les points (B;),<;,, sont dans un hyperplan de E si, et seulement si,

n

ﬁ(1+Ai)=HAi.

=0 =0

Réponse. En procédant comme dans la question précédente, les n + 1 coordonnées barycentriques des

B; sont:
BO = (1+A0,_)\0’0’-.-70),
By = (0,1-‘1-)\17—)\1,0,...,0)7
B, = (=X\,0,...,0,1+ \,).
Le déterminant devient:
1+X —Xo 0 0
0 14X —=X1 O 0
D, =
: " 0
0 1 + )\n _>\n71
—An 0 0 1+ M\,
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En développant D,, par rapport a sa derniére ligne, on obtient:

—Xo 0 0
1+XA =X O 0
D, = (_1)n+2 (_>‘n)
0
1+ )\n _)\nfl

14X X O
0 14N -\ O
+(14+A)

Anfl
n—1 n—1

= D" E) [T+ @+ ) [T a+x)

) e i=0
= _H/\i+H(1+/\i).
i=0 i=0

On arrive & la conclusion cherchée puisque les points (B;),<;,, sont dans un hyperplan si, et seulement
si, D,, = 0. o |

Exercice 8. On prend K = R. On rappelle que si A, B € F, le segment d’extrémités A et B est 'ensemble
noté [AB] et défini par [AB] = {tA+ (1 —t) B,t € [0,1]}. Une partie non vide C' de FE est convexe si pour tout
(A,B)e CxC,ona[AB] CC.

1. Soit C une partie non vide de E. Montrer que C est convexe si, et seulement si

Vn € N*, V(A1 .., Ap) €C™, V(A1 dn) € RO, | DN =1=> NA;eC . (5)
j=1 j=1

Réponse. La condition suffisante ((5) = C convexe) est immeédiate: il suffit de prendre n = 2 dans (5).
Montrons la réciproque par récurrence en nommant P, la propriété (5).

Initialisation: Si C est convexe, alors P; est trivialement vraie et P, est une conséquence de la convexité
de C puisque:
(M, A2) € (Ry)?
= (A1, A2) € [0,1]%,
AM+A=1

etenposant t =X ona X =1—tet

[AB] = {tA+ (1 —t)B,t € [0,1]} = A+ \oB,t = A, € [0,1]}.

Hérédité: Soit n > 2 et supposons P,,. L’expression de P, est:

n+1 n+1
V(AL s Apg1) €C™THL Y (A dns) € R, DN =12 N4, eC
j=1 j=1

Si Zr-”rl A; =1, on peut supposer sans perte de généralité que > ;_; Ay # 0. On a alors:

=1
n+1 n
N4 = D NA A+ A1 Anga
j=1 j=1

Ak ‘4ﬁ414474‘+'An+LAn+1
(kz_l );Zk_l Ak
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Posons = Z" X, pour 1<j<n,ona:

mEOISisn

ZMJA —sz S Aiee

2?21 py =1

D’autre part, si 6, = > r_; A alors

5n + )\n+1 = Z)\k + )\n+1 =1
k=1
Donc I’hypothése de convexité donne 6, By, + Apt1An+1 € C. On vient donc d’établir que (P, = Pp41) -

On peut donc conclure que si C' est convexe alors P,, est vraie poru tout n > 1. l
2. Soit 2 une partie non vide de E et € () ensemble de tous les convexes de E contenant (2.

(a) Montrer que o ﬂ(Q)C’ € €(Q) (autrement dit, montrer que 'intersection de tous les convexes de FE
e
contenant {2 est un convexe contenant ).

Dans la suite, a toute partie Q non vide de FE , on associe le convexe Conv () = o @(Q)C que 'on
€

appellera enveloppe convexe de ().

Réponse. On a d’abord:

QcC,vCeec(Q)=Qc n C.
cee(Q)

Montrons que Conv (2) = N C est convexe. On a:
Ccee(Q)

A,B € Couv(Q)e A Be(C, VC e (Q)
= [AB]CC,VCec€(Q)
= [AB] C Conv ().

Donc Conv (2) est convexe. |

(b) Soit © une partie non vide de E. Montrer que §2 est convexe si et seulement si 2 = Conv (£2) .
Réponse. Par définition, on a (2 = Conv () = Q convexe) . Puis, on a déja Q C Conv (Q) et:

) convexe = ) € € () = Conv () C 2 = Q = Conv ().

Donc (§2 convexe < Q = Conv (Q)) . |

(c) Soient © et 2o deux parties non vides de E. Montrer que: (€1 C 22) = (Conv (©1) C Conv (Qs)) .
Réponse. On a:

0 C QQ#@(QQ)C@(QH

= Conv()= N Cc N C=Conv(Qs).
Cee(Q) Cel(Q2)

|
(d) Soit £ une partie non vide de E. Montrer que Conv (£2) est 'ensemble des barycentres de familles
finies de points de 2 affectés de coefficients positifs.

Réponse. Soit £ est ’ensemble des barycentres de familles finies de points de € affectés de coefficients
positifs. Alors

3(Ay,..., Ay) € CP
E={MecE3n>1 I(\,.. )\n) € (Ry)" , M = Bar ((Ak,)\k)lgkgn)
Z1< k<n A =1

On a immédiatement Q2 C £ . Montrons que £ est convexe. Si M, N € £ alors:

M = Bar ((Ak, )\k)lgkgn) N = Bar ((Ak, )\k)n+1§kgn+m)
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ou les points Ay € Q et les A\, > 0. On a:

Bar ((Bar ((Ak., )‘k)lgkgn) ,t) , (Bar ((Ak, /\k)n+1§kgn+m) ,(1— t)))

Bar ((Ak:vt)\khgkgn (A, (1=1) )‘k)n+1§k§n+m) :

Bar ((M,t), (N, (1 —1t)))

Cette derniére égalité vient de la propriété d’associativité du barycentre. On a donc:

Bar (M, 1), (N, (1 = 1)) = Bar (A1, 01)1 )

avec
N _{ thpsil <k <n,
k I-t)Asint+l1<k<n+m
On en déduit que, par définition de &, [M, N] C €. Donc & est convexe et Conv () C €.
Par homogénéité du barycentre, si A\; > 0 est le poids affectés a A; avec ), ., A # 0, on peut
toujours supposer que Y, ..., A; = 1. La question 1 donne alors, puisque Conv () est convexe:

Bar ((Ai, Ai)lgign) € Conv (Q).

Ce qui établit que ’ensemble &€ des barycentres de familles finies de points de 2 affectés de coefficients
positifs est contenu dans Conv (2) : £ C Conv ().

On conclut donc que Conv (£2) = €. |

Exercice 9. On suppose que K = R.

— —
1. Dans cette question, E est de dimension 2 et il est rapporté & un repére cartésien (O, i, J ).Représenter

graphiquement les points A (1/2,0), B(1,1),C(2,0), D (2,3) puis l'enveloppe convexe de I’ensemble
Q={A,B,C,D}.

Réponse. Les points A, B, D sont alignés et B € [AD]. En effet:

1@:(1{2)@:(3/2):,@:3@

3
3T D
y
2__
B
l__
C
0+———
0 1 2
X

On adonc: [AD] C Conv ({A, B,C,D}) = Conv ({A, C, D}) . Montrons que Conv ({A, C, D}) est I'intérieur
du triangle AC'D auquel on rajoute les cotés [AD], [AC] et [CD]. Dans le repére (A7 A—C)’, A—D)> , la droite

(AD) a pour équation z = 0 et la droite (CD) a pour équation y = 1 — z. Un point M de coordonnées
(z,y) dans ce repére a pour coordonnées barycentriques (1 — z — y, z,y) dans le repére affine (4,C, D).
Or, le point M est & I'intérieur du triangle ou sur un de ses cOtés si et seulement si:

0<y<1l—uz.

Dong, lintérieur du triangle auquel on rajoute les cotés [AD], [AC] et [C' D] est I’ensemble des barycentres
a poids positifs des points A, B,C et d’apres l'exercice 8, Conv ({A4,C, D}) est lintérieur du triangle
auquel on rajoute les cotés [AD], [AC] et [CD]. ]
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2. On suppose dans cette question que E est de dimension 3 et qu’il est rapporté & un repére cartésien

— = —
(O, 1,7, k) Montrer que les ensembles

O ={M(z,y,2), 24+y+2z>1}, Qo={M(z,y,2), 2+y+2z<1},

sont tous deux convexes.

Réponse. Il suffit de vérifier que si M (x,y,2) et N (z/,y,2’) sont deux points de Q; (resp. 3) alors
les coordonnées des points tM + (1 — t) N vérifient les inéquations caractéristiques de Q; (resp. Q) pour
tout ¢t € [0,1]. [ ]

Exercice 10. On prend F = C comme espace affine sur R. L’objectif est de montrer que ’enveloppe convexe
des racines complexes d'un polyndéme P € R [X] contient les racines du polynome dérivé P’.

1. Montrer que: P (z) =0= P (Z) =0.

Réponse. P (z) =0= P (Z) =0 est immeédiat pour les polynomes a coefficients réels. [ |

n
2. On suppose que P est unitaire et on le considére sous sa forme factorisée P (X) = I_Ik_1 (X — 2,)™ ou
les zx sont ses racines complexes et my leur multiplicité algébrique. Montrer que

P’ 2 mg 2 mig
— (X)) = = .

P’/ P est appelée dérivée logarithmique de P.
Réponse. Par utilisation de la régle de dérivation d’un produit, on a:

n

P (X)= me(X —z)™ " [T (X —z)™

k=1 1<j<n
Jj#k
Donc
p! n H1§j<n (X Zj)rnj
F()() — ka (X_Zk)mk71 J#k

k=1 (X —2)
k:lXﬁZk

Le question précédente indique que

Le méme calcul conduit donc aux égalités:

n

P/ mi - my
?(X):;X :ZX B

— 2k

3. Soit r une racine de P’. On suppose que r ¢ {2, 1 < k <n}. Montrer que

n m
k
———(r—2z)=0
k=1 "’“_Zk‘
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En déduire que le point r est dans I’enveloppe convexe des zg.

Réponse. L'hypothese r ¢ {z;, 1 <k < n} et la question précédente impliquent:

n n n
my my
0227 — Z—T—Zk = (r—zp).
=T — g — (F—Zg) (r — 2z) = |7"—Zk|
Ce qui démontre le premier point. On en déduit que
r = Bar ((Zk, /\k)lgkgn>
avec
my
_ 2
Ao = =2l S0, ZAkfl.
ZJ 1 |r— z]\2
D’apres 'exercice 8, r est dans ’enveloppe convexe des zy. |

4. Soit P(X) = X*+ X3+ X?+ X + 1. Calculer (X — 1) P(X) et en déduire les racines de P. Représenter
graphiquement I’enveloppe convexe de ses racines puis localiser les racines du polynéme P”.

Réponse. On peut vérifier en développant que
(X -1)P(X)=X°—-1.
Comme P (1) =5 # 0, on en déduit que les racines de P sont les racines cinquiémes de 1'unité autre que

1:
zk—e , 1<k <4,

Graphiquement, I'enveloppe convexe de ses racines est:
%/..

-1,0 -0.5 05 .0

D

Enveloppe convexe des z; et x = —

1
4
On a

P’ (X)=12X?+6X + 2.

D’aprés la question précédente, les racines de P’ sont dans I’enveloppe convexe des zj et en appliquant ce
méme résultat, les racines de P” sont dans l’enveloppe convexe des racines de P’, donc dans ’enveloppe
convexe des z;. De plus la somme des racine z{ et zJ de P” vaut :

6 1
" "
2]+ 25 =——=——
1z 12 2
Comme P” est & coefficients réels, on a 2} = 2/ et 2/ + 25 = 2Re (/). Donc
1
Re (2]) = T
Donc les racines de P” sont dans 'intersection de la droite d’équation x = *i et de I’enveloppe convexe

des zj (voir figure). W
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N
Dans les exercices qui suivent, sauf mention contraire, le couple (E, E) désigne l’espace affine E dirigé par ’espace

N
vectoriel E sur le corps K.

Exercice 1. On suppose que dim (F) = 3 et K = R. Soit (O; 7}, 7, ?) un repére cartésien de E. On repére un
point M € E par ses coordonnées M = (x,y,z) = O + v + y7 + 2 k. Soit f : E — FE Dapplication définie par

f(M)=M = (2,y,2") avec:
¥=-3rv+4dy—2z-1
Yy =—-y+2z-2
2 =2rx—4y+32—3
1. Montrer que f est une application affine et préciser I'application linéaire associée.
Réponse. Si M = (z,y,z), on a:
—
£ (M) :A(OM) +B

avec

-1 4 -1 -1

A= 0o -1 2 , B=1 -2

2 -4 3 -3
On a donc f (O) = B et on en déduit que

_— —

f(0)f (M) = A (OM)
et A est la matrice d’une application linéaire dans la base (7, ?, ?) . Donc f est une application affine. |

2. Résoudre 'équation f(M) = M.
Réponse. Si M = (z,y,z), on a:
—
fM) = M A(OM)+B=M

& A(O—]\i):w

o (A-1I) (51\7) — _OB.

Or:
-2 4 -1
A—1;= 0o -2 2
2 -4 2
On peut vérifier que det (A — I;) = 4. La matrice A — I est donc inversible et par calculs:
1 -1 2
(A-1I,)"" = 1 -1 1,
1 1
7
SN P —— 2
OM = (A-1,) (_OB) | 3
4
7
2
Donc f admet un unique point fixe que ’on notera My = 3 |
4

3. En déduire qu’il existe un repére cartésien dans lequel 'application f admet comme représentation cartésienne:

= -3z +4y—z
= —y+2z
7 =2z —4y+ 32

<
I

Réponse. Si M = (z,y,2), on a, puisque f (My) = My
f (M) =A(OM) + B

fom -A(oin) <5 7 (M) £ (M) = 4 (Wi )

o Myf(M)=A (MOM)
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- = =
Donc, dans le repére (MO; i,7, k) ,

— —
Exercice 2. Soit F un plan affine réel muni d’un repére (O, i, ) . Déterminer ’expression d’une application affine

f: E — FE qui transforme le parallélogramme délimité par les droites d’équations
(D):y=20+1;(D"):y=22+3;(A):x=3y;(A):2=3y+4
en le quadrilateére convexe de sommets (0, 0), (0,1),(1,1) et (1,0).
Réponse. Les droites (D) et (D') (resp. (A) et (A’)) sont paralléles car elles ont u = ( ; ) (resp. ¥ = ( :1; >)

comme vecteur directeur. La représentation graphique de ces droites est la suivante:

4T

y

/

T
. X

-4 -

Les sommets du parallélogramme délimitée par les droites ont pour coordonnées:

13 11 7 9 3 1 9 3
A= (‘5*‘5>’ B= (—5,—5>, ¢= (‘57‘5) b= (‘5"5)

11 suffit donc que (par exemple) 'application affine cherchée vérifie:

—

f(a)=o0,f (4B) =7, 7 (4D) =

. a b . — - —
Soit P7 = < e d > la matrice de f dans la base (z , J ) . On a:
6 4
— 5 — 5
A = s A_D =
2 8
5
. - TR - - . . . . — —>_1
Puisque (AB, AD) est une base et que f transforme une base en une base, f est inversible. L’application g = f
vérifie alors: _ . _ _ . . )
g(i)=AB=2C7 +2 5 3 1 —32
T(7)=AD =47 +87 =Py = 2 8 =Py = 1 3
g\7)=AP=51+57] 55 “i 1
Donc f est de la forme
f (M) =P (OM) + B
Comme f (A) = O, on doit avoir
SN — 3
F(A) =P (OA)+B:0;» B=-P; (0A) _( 2 >
Finalement, si M = (x,y) :
1 3
fon=( .
—1 1 Y 1

Université de Franche-Comté UFRST L3: Structure Affine



Fiche n® 3: Corrigés Applications affines 2023/2024

Exercice 3. On suppose que K = R et dim (E) = 2. Soit (4, B, C) un repére affine de E. Soit f : E — E application
définie par f(xA+yB+20)=yA+z2B+a2Couz+y+z=1.
1. f est-elle une application affine?

Réponse. f est une application affine et, pour le montrer, on applique la proposition 3.2 (p. 42 du cours). Si
M =xA+yB+ zC avec © + y + z = 1, alors

—_—  —

— — —_— = —_—
tMA+yMB+zMC =0 & AM =yAB+ zA

—_— —
Les coordonnées cartésiennes de M dans le repére (A, AB, AC’) sont donc (y, 2).

De la méme maniére, on peut écrire que:

f(M)

yA+ 2B + zC

—_— —
A+ z2AB + 2z AC

— —
A+zAB+ (1 —y—2z) AC.

—_— —
Dans le repére (A, AB, C’) , Papplication f transforme le point de coordonnées (y, z) en le point de coordonnées

(2o = (2)-(5 () (1)

=P AM =C

(v, 7z') données par:

—_— —

La matrice P est la matrice de 7) dans la base ( B, A ) et f(A) = B. On a bien:

7 (M) :f(A)+7(W), VM € E.
Remarque 1. On peut aussi remarquer que:
fleA+yB+2C)=yA+zB+a2C=yf(B)+zf (C)+azf(A).

On en déduit que f conserve les barycentres puisque (4, B, C) est un repére affine. On applique alors l’exercice
6.

2. Montrer que f3 = Idg.

Réponse. Par définition de f, on a:
D’ou
F2(A) = f2(C) = f(B) = A.

De la méme maniére:

£ (B)=B, fP(C)=C.

f a donc trois points fixes affinement libres dans un espace affine de dimension deux: elle est donc 'identité (voir
exercice 4). m

3. Résoudre f (M) = M.
Réponse. On a
f@aA+yB+2C) = zA4+yB+ 20 yA+2B+2C =xA+yB+z2C

& T=y =2z,

par unicité des coordonnées barycentriques. Donc f admet un unique point fixe qui est l'isobarycentre de
(A, B,C) (ou le centre de gravité du triangle ABC). [ |
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Exercice 4. Soit E un espace affine de dimension n et f : F — F une application affine. Montrer que f admet n+ 1
points fixes affinement indépendants si, et seulement si, f est 'identité.

Réponse. Si f est 'identité, tout point est fixe. Si f admet n+1 points fixes affinement indépendants (Ak)1<k<n+1 ,
alors ces points forment une base affine et tout point M € E s’écrit de fagon unique

n+1 n+1
MZZJ%Am <Z.’L‘k:1>.
k=1 k=1
D’ou, puisque toute application affine conserve les barycentres (Proposition 3.13 p. 46 du cours):

n+1 n+1 n+1
fwﬂ:4§)MQ:Eﬁﬁmwzzmm:MwMeE
k=1 k=1

k=1
|

Exercice 5. Soient E un espace affine, f : E — FE une application affine. Montrer que s’il existe A # 0;1 tel que
=
J = Aidg alors f est une homothétie.

Réponse. Puisque f est application affine telle que 7 = Aidg , on a, pour tout A, M € E,
— [ — —
FOM)=f(A)+ f (AM) = f(A) + AMAM.

Fixons A € E. Q est un point fixe de f si, et seulement si:

f(Q):f(A)+>\A_>Q:Q<:>>\m:f(A)Q@A_>Q:%f(A)A

Ceci détermine de facon unique €. Donc, en remplagant A par €2, on obtient:
—
fF(M)=Q+ XM, VX e K.
|

Exercice 6. Soient E un espace affine, f : E — FE une application qui préserve les barycentres. Montrer que f est
une application affine.
Réponse. On suppose que dim (E) = n > 1 et soit (Ag, A1, ..., A,,) un base affine de E. Soit g une application
affine telle:
g(A) =f(4), 0<i<n.

L’application g existe et est unique car:

7 (A0Al) = F(A0) f (A, 1<i <,

ou

est donnée par M5 = (a’ij)lgi,j

. —_—
car sa matrice dans la base (AoAi)
1<i<n

Jm = ZaijAoAj, 1<i<n.

j=1

Comme g est affine, elle préserve les barycentres. Si M est un point quelconque de E de coordonnées barycentriques
(O‘i)ogign (avec Z;L:o a; = 1), alors

g(M) = g (Z%‘Az)
i=0
= Zaig (4;) (car g est affine)
i=0
= Z a;f (A;) (par définition de g)
i=0

= f (i aiAi> (hypothese sur f)

0

K2

= f(M)
Donc f = g et il s’ensuit que f est affine. |
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—
Exercice 7. Soit f € GA(F) et f son application linéaire associée.

N
1. Soit ¥ € E et t la translation de vecteur ©. Montrer que I’application affine f ot o f~! est la translation
—
de vecteur f (7).

En déduire que:
—
fot?:t?of@WGKer(f fIdTE»).

Réponse. Soit M € E. On peut écrire:

fotgof (M) =

N
= M+ f (7).
1 . e
Donc fot= o f~! est la translation de vecteur f (7).

On a ensuite:

r ¢t 0

2. Soit Q € E, k € K et hq  Phomothétie de centre et de rapport k. Montrer que I'application affine fohg o f~!
est une homothétie dont on déterminera le centre et le rapport.

Réponse. Comme dans la question précédente, pour tout M € Ef o hg o ftfo haox o f1
1 1
fohaxof (M) = f(Q+kQf (M)
Z (o1
= F@+ 7 (k27 (M)
- 1
= F@+kF (257 (M)
_—
= [ +Ef(Q) M)
= hypq)r(M).
Donc fohgyo f~! est 'homothétie de centre et de rapport k. |

- = = . .
i,7, k) , on consideére la droite D

Exercice 8. Dans l'espace affine F de dimension 3, rapporté a un repére (O,
r+2y+z=1

d’équations: { Ty -2 =2

1. Déterminer la projection sur le plan P = O + Vect <7, 7> dans la direction D.

. - =
Réponse. Le plan P a pour équation z = 0 dans le repére (O, i,7, k) et

T v ) z+2y+2=0
o Z "l z+y—22=0

Soit 7 la projection sur le plan P = O + Vect <7,7> dans la divection D. Si M = (z,y,2) et M' =7 (M) =
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(2',y,2"), on doit avoir:

(M) eP Z=0
et N ¥ — ’_ ) —
. o) +2(y —y) 4 (- 2) =0
Mn (M) e D @ —z)+ W —y) -2z —2)=0
42y =x+2y+ 2
& ¥4y =x+y—2z
Z =

Donc:
1 0 -5 T
m(r,y,2)=( 0 1 3 Y
0 0 O z

2. Déterminer la symétrie par rapport & D dans la direction F' = Vect < i,k > .

Réponse. L’équation analytique du plan vectoriel Foesta = 0. Soit s la symétrie par rapport a D dans la
—
direction F'. Si M = (z,y,2) et M/ = s(x,y,2) = (2/,y',2'), on doit avoir:

sM+53M €D (¢ +a)+2(y+y)+(z+2)=1
/ / 1y —
. & § @)+ +y)-2(z+2) =2
MMIEF .’13’—33:0
2 +2 =22 —-2y—2+1
& y =22 =20 —y+22+2
—xz=0
=z
& y=—x—y+4/5
Z=—-2+3/5
D’ou
1 0 0 x 0
s(z,y,2) = -1 -1 0 y |+ 4/5
0 0 -1 z -3/5
|
3. Déterminer une équation de la projection de D sur P dans la direction %,
Réponse. Déterminons d’abord DN P :
r+2y+z=1
M= (z,y2)eDNPe( z4+y—22=2 < (z,y,2) =(3,-1,0).
z=0

On notera ce point
A=(3,-1,00€ DNnP,

et il est un point fixe de la projection sur P. Un autre point de la droite D est (par exemple... on peut procéder
avec n’importe quel autre point de D qui n’est pas dans P):

B=(8,-4,1)

—
La projection d’un point M = (z,y, z) sur sur le plan P dans la direction k est le point M’ = (z,y,0). Donc la
—

projection de B sur P dans la direction k est B’ = (8, —4,0). Comme les projections sont affines, I'image d’une
droite est une droite. On en déduit que I'image de la droite D est la droite de P qui passe par A et B’ car les
transformés de A, B € D sont A, B’ € D. Les équations paramétriques de la projection D’ de D sur le plan P

=
dans la direction de k sont alors:

T 3+ 5t
Y = —1-3t |,teR
z 0
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En éliminant le paramétre ¢, on trouve les équations cartésiennes de D’ :

z—3
y:_l_?)( 5 )7 @{3x+5y:4’
z=0. z=0.

Exercice 9. (Théoréme de Pappus). Soient A, B et C trois points d’une droite D et soient A’, B’ et C’ trois points
d’une droite D’ du plan affine. On suppose que toutes les droites considérées ci-aprés existent et que les droites
(AB’), (A’'B) sont paralleles ainsi que les droites (BC')et (B'C).

1. On suppose que D et D’ sont sécantes en O. Montrer que les droites (AC”) et (A'C) sont paralléles.
Réponse. |

2. On suppose que les droites D et D’ sont paralleles. Montrer que les droites (AC”) et (A’C) sont paralléles.
Réponse. m

Exercice 10. (Théoréme de Desargues). Soient ABC' et A’ B’C’ deux triangles du plan affine. On suppose que toutes
les droites considérées ci-apres existent.

1. On suppose que les droites (AA"), (BB') et (CC") sont concourantes et que les droites (AB) et (A’B’) sont
paralleles ainsi que les droites (BC') et (B'C"). Montrer que les droites (AC) et (A’C") sont paralléles.

Réponse. |

2. On suppose que les droites (AA’), (BB') et (CC") sont paralleles et que les droites (AB) et (A’ B’) sont paralleles
ainsi que les droites (BC') et (B’C’). Montrer que les droites (AC) et (A’C") sont paralléles.

Réponse. m

Exercice 11. Soient F un espace affine, f : £ — FE une application affine bijective qui transforme toute droite en
une droite paralléle & la premiére. Montrer que f est une homothétie ou une translation.

Réponse. Soit f : E — F une application affine bijective qui transforme toute droite en une droite paralléle.

Si f est l'identité, toute droite est transformée en elle-méme: c’est le cas trivial.

Supposons que f # Ig et soit A € E tel que f (A) = A’ # A. Pour tout M € FE, soit M’ = f (M) . Par hypothese,
(AM) || (A’M"). Les deux droites sont donc coplanaires.

Si f n’admet pas de point fixe, alors (AA’') || (MM'). En effet, les points A, A’, M, M’ étant coplanaires, si
(AA") v (MM') alors il existe O € (AA") N (MM'). Comme, A" = f(A), I'image de la droite (AA’) est une droite
parallele qui passe par le point A’ = f(A). Cette droite est donc (AA’). De méme, I'image de (MM') par f est
(MM"). Donc:

! I
{ ol 2 enyy = roremmnon) = o) =o.
Contradiction. Donc (AA’) || (MM'). Dans ce cas, le quadrilatére AM M’ A’ est un parallélogramme et on en déduit
que - — —_ ——
AM = AM' & AA = MM’
.
Donc f est une translation de vecteur uw = AA’ et u ne dépend pas de A.
Si f admet un point fixe O, alors O € (AA’). En effet, I'image de (OA) par f est (OA’) et comme (OA) || (OA"),

on en déduit que (OA) = (OA’). Il découle de cette remarque que O est 'unique point fixe de f. en effet, si Oy est un
deuxiéme point fixe, alors O € (AA’). 1l existe donc « tel que A = a0 + (1 — ) Oy et

fA) = f(@0+(1—-a)0)
= af(0)+(1-a)f(O)
= a0+ (1-a)0;
A

Donc A = A’ et cela contredit 'hypothése. De méme, on a O € (MM') pour tout M # O. De nouveau, les droites

(AA") et (MM') sont coplanaires, se coupent en O et (AM) || (A’M’) : c’est une configuration de Thalés et k = 001,44,
est tel que

- —_— o
OA' = kOA, OM' = kOM.
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Donc f est une homothétie de centre O et de rapport k. B
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Dans cette fiche, E désigne un espace vectoriel euclidien sur R , dim E =n > 1. On note (-,-) son produit scalaire
et ||-|| la norme associée.

Exercice 1. Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Soit 2 < k < n et (a;)

vecteurs de E. On pose:
j—1
be)
{bl—al, j=a;—y ICILZJ),H[ 2<j<k).
¢

. une famille libre de

1<5<

=1
. , s (u,v) {u, v)
1. Si u et v sont deux vecteurs de F, que représente géométriquement le vecteur | ”2 u? Le vecteur v — T ”2 u?
U U
Réponse. Le vecteur vy = <u’|r2>u est le projeté orthogonal de v sur Vect (u). En effet, si U = Vect (u) alors
U
E=U®Ut et
M, w) ERx UL :v=au+w.
On a donc:
(u,v) = a|lul]* (car (u,w)=0).
Donc
)
= -,
[l
et

Il apparait alors que:

2. Montrer par récurrence sur k que la famille (b; )1< <), est orthogonale, que Vect {a1,...,ar} = Vect {by, ..., b} et
que (ag,b) = ||bk|| .
Réponse. Montrons que (bj)1<j<k est orthogonale, c’est a dire que:

Pour k£ = 2, on a, d’apreés la question précédente:

b
bg = <a2 — <CL2, ;>b1> 1 b1
1B

(a2, b1)

o

Donc Vect {a1,a2} = Vect {b1,b2} puisque {a1,a2} et {b1,b2} sont combinaisons les uns des autres. Enfin,
(a2, ba) = ||ba|? car:

De plus:

by =ai, by =as —

<a27b1>
an = b2 +
b1
=
(ag,ba) = (ba+ <a2’bé>b1,b2
[[04]]
as,b
= (ba,bo) + <||21||;> (b1, bo)

= |lb2ll® (car (b1,b2) =0).
Soit k > 2 et supposons que (bj)1<j<k71 est orthogonale. Soit

Bk = Vect (bh ceey bkfl) .
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Alors E:Bk@B,ﬁ- et
3! (u,w) € By x Bif : ap, = u+w.

Comme (b;), ;<) est orthogonale, elle constitue une base de By, et si (), sont les coordonnées de u

dans cette base, on a:
k—1
u = E Z’jbj.
Jj=1

Or,pour 1 </{<k-—1,o0na:

k—1
(wbe) = > @ (by,be) = ¢ b
j=1
U
u, b
. ( £2>

[[0el

Or
<ak, bg> = (u, bg> s (car w e B#‘)

Donc

k—1 k-1
ag :Z <u7bj>b»+w:>bk :Cbk_z <u’b‘j>b- =w € Bi.
J 27 k
i=1

j=1

On conclut que la famille (b;), <j<k st orthogonale. On peut de la méme maniére montrer que
Vect {a1,...,ar—1} = Vect {by,...,bp_1} = Vect{ay, ..., ar} = Vect {b1,...,bx},
et que {ay, by) = [|bx]|” . |

Exercice 2. On pose dimE = 3 et on munit E d’une base orthonormée B = (i,5,k).On considére Papplication
f: E — E définie par son expression analytique:

2 = (-y+2)
v = (o Py )
2 =2 (:c+72y+722)

Soit sq7 la réflexion de plan IT d’équation y + z = 0 et sy la réflexion de plan II' d’équation  — y = 0.

1. Donner les expressions analytiques de sy et s/, puis la nature de Papplication sy o sii7 (en donner les carac-
téristiques géométriques).

Réponse. Le plan I a pour équation y + z = 0. On a donc

€
V2

I+ = Vect { np =

Tout u € E admet une décomposition unique

u=v+ang, veEll, aeR.

Donc
st (u) = v — ang
On a donc
U=+ ang u— 8 (u) = 2ang
s (u) =v — ang u+ sy (u) =2vell
x x!
Siu=| y |etsz(u)=1| ¢ |, on doit avoir, en tenant compte de I’équation de II et en posant ¢t = 2« :
z 2!
z—2' =0
y—y = L ==z =z
z—z’:\f e yY-—2Z=y-2 ¢ yY=-—2
V2 Y+ =-y—2 7=y
y+y +z+2 =0
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Par conséquent, si on note Ay la matrice de sy dans B, on a:

1 0 0
An=|( 0 0 -1
0 -1 0

On procéde de la méme maniére pour 'expression analytique de sy. On a:

u — S (u) = 2angy v fz
U+ sy (u) =20 eIl J-
Z ==z
Donc:
0 1 0
A =1 0 0
0 0 1
On en déduit que la matrice A de sy o syv est:
0 1 0
A= AnAn = 0 0 -1
-1 0 O

A est une matrice orthogonale car ses colonnes forment une base orthonormale et, par calculs, on a det (A4) = 1.

C’est donc une rotation et
-1
1
Ker(A—1Ij) =Vect w=—| -1
VER

Soit 6 'angle de cette rotation. On sait par le cours que
2T
trace (A) =0=1+2cos () < 0 = i? [27].

Pour déterminer le signe de 6, on se raméne au plan P orthogonal a w. Il a pour équation: —x —y+ 2z = 0. Donc
1 0

1
P=Vectcu=—=| 0 |, v=—7]| 1
V2 V2

On détermine une base orthonormée {u, v’} de P telle que {u,v’,w} soit directe. Pour cela, on prend

-1

Par calcul, on a:

EO O N (5 D
V2\ Z1 0 o 1) V2
V3

et

On en déduit que § = — 2.

3
|
2. Montrer que f = sy or ol r est une rotation.

Réponse. On sait que sy o s;p = I3. Déterminer r revient donc a calculer sy o f. Or la matrice M de f est
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Donc la matrice de sy o f est ApM et par calcul:

AnM =

Ew‘ﬁ o

[ l\)\»—tw‘
S

rol— w\»—tw‘%
W

ol

Comme det (ApM) = 1 et que ses colonnes froment une base orthonormale, sipo f est une rotation. Par calcul,
on trouve

0

1
Ker(A—1Ij) =Vectw=— | 1
V2

On a de méme:
trace (AnM) =1=1+2cos () 0 = £7 [27].
On procéde comme précédemment pour déterminer le signe de 6.
|
Exercice 3. On pose dim F = 3 et on munit £ d’une base orthonormeée directe B = (i, j, k) . Soit II le plan d’équation

y + 2z = 0. Déterminer la matrice P de la projection orthogonale p sur II. A-t-on p € O (E)?
Réponse. On a, d’apres I’équation de II :

0
Mt =Vect{n=1| 1
1
Pour tout u = (z,y, ), pose p(u) = (2',y',2") . On doit avoir:
p(u) €Il y+2 =0 ==z
et ) & ¥—-—r=0 <& y’zél(y—z)
u—mp(u) €Il y—y=2'—2z 2 =—5(y—=2)
Donc
1 0 0
P = o 1 _1
0 fl ,i
2 2
P est symétrique mais
1 0 0
PP=pP'P=(0 % 0 |#£L.
00 3

Doncp ¢ O (E) .1
Exercice 4. On pose dim E = 3 et on munit £ d’une base orthonormée directe B = (3, j, k) . Soit la matrice
1 -2 =2

A:% -2 1 =2
-2 -2 1

Montrer que A est orthogonale puis calculer det A. Que peut-on en déduire? Donner les caractéristiques géométriques
de A.

Réponse. La matrice A est symétrique et

100
AlA=4A=101 0
0 0 1
On a, aprés calculs:
det (4) = —1.
Donc, d’apres le Théoreme 4.12 (p. 73) du cours, A est soit une réflexion (si dimker (A —idg) = 2), soit une
antirotation (si dimker (A — idg) =0). On a
2 2 _2
3 3 3
: I I
3 3 3
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0
et un calcul simple montre que ker (A — idg) = 0 . Donc A est une antirotation (la composée d’une rotation
0

r=rpg d’axe D et d’angle 6 et d'une réflexion s = sp. de plan D+ :

A=ros=sor.

x
Déterminons D. Siu= | y |, alors
z
x
u=| vy | €D Au=—u.
z
En effet, r (u) = u (puisque les vecteurs de D sont fixes par la rotation d’axe D) et s (u) = —u (car s est la réflexion
par rapport & D1). Donc u € ker (A + idg) . Or:
4 _2 _2
3 3 3
o 2 4
Avite=|
3 3 3
et par calculs,
1 1
ker (A+idg) =Vect{d=—1[ 1 =D.
V3l
Le plan D+ a pour équation:
DY z4y+z2=0.
On peut poursuivre en déterminant 'angle 6 de 7. |
a b b
Exercice 5. Soit (a,b) eR*et A= b a b
b b a
1. Déterminer les couples (a,b) tels que A € O (R?).
Réponse. On a:
2 2
3 t _ 2 - a“ + 2b = ].
AcO (R« A'A=4 —zdRsﬁ{ B2 4 2ab— 0

On a:

{a2+2b2:1 {a2:1 {9a2:1
& ou

b +2ab =0
o (ab)e {(1,0),(_1,0) , (;_?) , <_; §>}

Donc A € O (Rs) si, et seulement si, elle est I'une des matrices suivantes:

TR
I, —I, £5| -2 1 -2
-2 -2 1

2. Pour de tels couples (a, b) , préciser les caractéristiques géométriques de A suivant (a,b).

Réponse. m

Exercice 6. On pose dim E = 3 et on munit F d’une base orthonormée directe B = (4, j, k) . Déterminer les rotations
r de F telles que:

r()=—j, ri—j+k)=i—j+k

Réponse. Si cette rotation existe, alors n =i — j + k dirige son axe. Soit u = ai + n et déterminons a pour que
(u,n) =0. On a:

(uyny=0<a(i,n)+3=0a=——
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Donc

u = —3i+n=-2i—j+k= |ul=v6
r(u) = 3j+n=i+2j+k= (u,r(u)=-3

Pour déterminer I’angle de la rotation, on écrit que:

_ (wr() =3 1, 2«
SO =@l ~ 6~ 2777 %3

Pour déterminer 6, on calcule sin (6) . Pour cela, on calcule v = n A u. On a, alors la bilinéarité du produit vectoriel:

v = nA(=3i+n)

= —-3nAi
—3(i—j+k)Ai
35 Ni—3kAi
— 3k 3j

On en déduit immeédiatement que

v]| = 3v/2.

La famille (ﬁ, ﬁ, HZH) est une base orthonormale directe et on a:

ORI,
Rl el — 2

Or par calculs, 7 (u) = 35 +n et donc

(r(u),v) = Bj+nv)
= 3(,v)
= 3(j,—3k—3j)
= -9
Dou:
Ging— L V3, 2
o V6 x 3v/2 2 37
Donc r est la rotation d’axe dirigé par n et d’angle 6 = —%’r. |

Exercice 7. On pose dim E = 3 et on munit £ d’une base orthonormée directe B = (4, j, k) .

1. Rappeler la définition du produit vectoriel u A v de deux vecteurs u,v de E et ses propriétés.
Réponse.

Par définition, y = u A v est I'unique vecteur de E tel que:
Ve € E, det (u,v,z) = (y,x). (1)
On en déduit en particulier:
e Si u et v sont colinéaires alors u A v = 0. En effet, dans ce cas:
Ve € B, (uAv,z)=det(u,v,z) =0.

En particulier, si © = u A v, cette relation implique que ||u A v|| = 0.

e uAv est orthogonal & u et & v. En effet, en remplagant x par u puis par v dans (1), on obtient successivement:
(u Av,u) = det (u,v,u) =0, (uAv,v)=det(u,v,v)=0

o Le produit vectoriel est une application bilinéaire. Cela découle de la propriété du déterminant qui est forme
multilinéaire (linéaire par rapport a chacune de ses variable.

e u Av = —v Au. De nouvau, par propriété du déterminant.

o Siu et v sont orthonormauz, alors ||lu Av|| =1 et (u,v,u Av) est une base orthonormale directe. (Exercice!)
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llwll

e Siu et v sont orthogonaux, alors ||u A v|| = ||lul| ||v] . En effet, d’apres ce qui précede, on a ’
|

2. Pour tout a = (a1,as,a3) € E\ {0}, on définit ’endomorphisme f, de E par:
fo(@) =anz, z=(21,22,23) € E.

Justifier que ker (f,) = (a) .

Réponse. D’aprés la question précédente,

fo(@)=anz=03INeR z= X a & ker(f,) = (a).

|
3. Soit B = (ﬁ, v, w) une base orthonormée directe de E.
(a) Déterminer la matrice A, de f, par rapport & B’ et calculer AZ.
Réponse. Comme B’ = (HaH , U w) une base orthonormée directe de E, on a:
a a a a
— AV=w, VAW = 7—, WN —F = —.
llall lal lall — llall
On en déduit que:
a alNa
fa () = =0
ol l[all
fa (’U) = aNv= ||a|| H || ||a||w
fa (w) = ahNw= ||a|| || H = 7”0,”’0.
Donc
0 O 0
Ag=10 0 —a
0 lfal 0
|

(b) En déduire expression de la matrice:
1
=2 e
n>0
Réponse. On note d’abord que la série de terme général %Ag converge normalement dans £ (F) puisque

1
— A"
n!

< HAaHZ(E)

FE v >0,
n:

L(E)

et

Z V GRéZ” aHL(E‘) HAch(E).

n>0 n>0

Cela justifie la définition de e+ comme une série. Ensuite, la convergence étant assurée, on a:

0 0 O 0 0 O
A =15, Ag=all[ 0 0 =1 |, A2=—a)*[ 0 1 0
01 0 00 1
On en déduit que
00 0
A% = (=1)"[Jal*" [ O 1 0
00 1
,n>0
00 0
A2 = ()" o) [ 0 0 —1
01 O
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On a alors:
A = B A+ 3 A
nl*e 3 (2n)1 e (2n+ 1)
n>0 n>1 n>0
1 0 0
—1)"|a|?™ —1)"||a|?"t?
= 0 143,51 ()27‘z|)!H ~ Yz ()277”—&-!)! -

—1)"||a| 2+ —1)"||a]®™
0 ano% T4+ %

1 0 0
= 0 cos(|lal]) —sin(]al])
0 sin(llal]) cos(|lal)

car on sait que

4. Montrer que e”« est une rotation et en donner les éléments caractéristiques.

A

Réponse. Par le cours, e”* est une rotation d’axe dirigé par ﬁ et d’angle 6 = ||a|| [27]. |
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1 Géométrie euclidienne dans le plan

Dans les exercices qui suivent, on se place dans un plan affine euclidien P.

Exercice 1 (Théoréme d’Al Kashi). Soit ABC' un triangle non dégénéré. On pose AB = ¢, AC = b, BC' = a. Montrer
que:

a’® = b% + & — 2becos (ﬁ) .

Réponse. On écrit:

o= o - 0 ] = ]+ ] 2. ),

b
b

-y = = 2 — 2
Or < B, C> = cos ((AB,A )) , HACH =b2 et HABH = ¢2. On arrive donc a la relation demandée en posant
—~ = =
A= <AB, Ac). n
Exercice 2. Soient D et D' deux droites distinctes de P.

1. On suppose que D || D’. Quelle est la transformation sp: o sp (sp et sp/ sont les réflexions d’axes D et D’
respectivement)?

Réponse. Soit M € P et A la droite perpendiculaire a D issue de M. On note A = AND, B=AND et
— —
U = AB. Le vecteur u € D% est indépendant de M. Soit M; = sp (M) et M’ = sp: (M) . Alors:

— — —_— —_— -
MM’ = MA+ AM; + My B + BM'’

—
Or MA =AM, et M\ B = BM'. Donc
7 A5 T4
MM’ =2 (AM; + MiB) = 2AB = 27
Par conséquent spr o sp =ty Ol ty7 est la translation de vecteur 27 .

Remarque 1. Récirpoquement, toute translation ¢ peut étre obtenue comme produit de deux réflexions d’axes
paralleles: on fixe une droite arbitraire D de vecteur normal u et on pose D' = t5 /2 (D). Alors d’apres ce qui
précéde, t = spr 0 sp.

|
2. On suppose que D et D’ se coupent en un point Q. Soit M € P\ {Q} un point quelconque et M’ = (sp: 0 sp) (M).
= = = = — —
Calculer ’angle orienté (QM , QM ) en fonction de <d ,d ) ot d (resp. d') est un vecteur directeur unitaire
de D (resp. D).
Réponse. Soit My = sp (M) et M’ = sp (M7). On a, puisque sp et spr et que Q=DND :
QM = QM, = QM.

De plus:

—

(.07 = (57,1 (7. (.7

>:/
"
IS
S

—
—

= - — = =
Or, puisque les réflexions conservent les angles géométriques, (QM , d) = ( d, QM 1) et (QM 1, d ) = (d’ , QM )
D’ou:

/':
On en déduit que spr 0 sp = rq 9, la rotation de centre Q2 et d’angle 6 = 2(7, d’).

Remarque 2. Sirg g est la rotation de centre {2 et d’angle 6, on peut 'obtenir comme produit de deux réflexions:

— —
Soit D une droite quelconque passant par € et dirigée par d et D’ une droite passant par et dirigée par d’

= =
tel que ( d, d') = 6/2. Alors d’aprés ce qui précede, spr 0 sp =rq.6. [ |

Exercice 3. Soit f une isométrie de P. Montrer que:
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1. Si f a trois points fixes non alignés alors f = Ip (identité de P).

Réponse. Cela est vrai pour toute application affine, en particulier pour les isométries du plan. |

2. Si f a deux points fixes distincts A et B et f # Ip alors f est la réflexion d’axe la droite (AB).

Réponse. Montrons que si f a deux points fixes distincts A et B et f # Ip, alors fix(f) = (AB). Puisque f
est affine:

VaeR, f(aA+(1—a)B)=af(A)+(1—a) f(B)=ad+ (1 - a)B.
Or

Me(AB) = JdJaeR, M=aA+(1—-a)B.

Donc tous les points de la droite (AB) sont fixes pour f. D’apres la question précédente, ce sont les seuls points
fixes de f.
Soit M ¢ (AB) et M’ = f (M) . Comme f est une isométrie, on a:

AM' = f(A) f (M) =AM, BM' = f (B) f (M) = BM.

Donc A et B appartiennet a la médiatrice du segment [M M’] et il s’ensuit que la droite (AB) est la médiatrice

de [MM']. Par conséquent, f est la réflexion d’axe (AB). |
3. Si f a un unique point fixe A alors f est une rotation de centre A.

Réponse. f ayant A pour unique point fixe, on a, pour B # A: f(B) = B’ # B.Soit I = $B+1B', D' = (AI)

et sps la réflexion d’axe D' = (AI). On a,

sprof(A)=Aetspof(B)=sp(B')=B.

Donc spr o f a (au moins) deux points fixes: elle est donc, d’aprés la question précédente, soit Iidentité, soit
la réflexion d’axe D = (AB). Si spr o f = Ip alors f = sp/ et ceci est impossible car f a alors plus d’un point
fixe. Donc spr o f = sp puis f = spr o sp. Comme D' ND = A, d’apres I'exercice précédent, f est la rotation

g ——
de centre A et d’angele 6 = 2( d, d’) [27] . [ |

4. Si f n’a aucun point fixe, alors f est soit une translation soit une symétrie glissée.

Réponse. Si f n’a aucun point fixe, on a A’ = f (A) # A pour un A € P donné. Soit u = ﬂ Alors
twof(A)=u+A = A

Alors t o f est soit identité, soit une rotation de centre A, soit une réflexion. Si t—; o f est une rotation r alors
f = t= or est une rotation (voir une démonstration a la fin de cette question). Ceci est impossible puisque f
n’a aucun point fixe. Si t o f est identité, alors f = t4 et si t o f est réflexion, alors f est une symétrie
glissée (méme si uw ¢ ker (f —idz) : voir la proposition qui suit).

N
Proposition 3. Soit W € P, ro,9 une rotation de centre Q et d’angle 6 et sp une réflexion d’aze D. Alors:

(a) t7 orqg est une rotation.

(b) t o sp est une réflexion.
Preuve. Soit A une droite passant par Q et de vecteur normal w et A’ une droite passant par Q telle
que (?, 7) =0/2[rn] ou ? et d sont deuz vecteurs directeurs de A et A respectivement. Alors, d’aprés

Uexercice précédent: Tq g = sSa 0 sar. Soit A = t— 5, (A). Alors, de nouveau d’apreés l'exercice précédent
s w /2 ) 3
t=> = sav o sa. Donc:
t 0TrQe = SA” O SA O SA O SA” = SA” O SAr.

Comme A" || A, il s’ensuit que A" et A" sont concourantes en un point ' puisque A’ et A se coupent en
— — — —
Q. De plus (d/g d’) - (d’, d) [x]. Donc t= orae = rar.o.
—
De la méme maniére, soit d un vecteur unitaire directeur de D et m un vecteur unitaire normal & D.
— — —
Alors, puisque <d , W) est une base orthonormale de P. Il existe donc (a,b) € R? tel que W =ad +b7.
—
Posons v =ad et W =bmn. Alors W = v + W et tm =t otg. Or, comme W est un vecteur normal &

D, on peut écrire que, si D' =ty 5 (D) alors tz; = spr o sp et, par conséquent:

t; ©Sp = Sp/ 0 Sp O Sp = Spr.
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Donc
tp oty oty 0oSp =1t 0Spr.

—
7

—

-
Puisque v € tw o sp est une symétrie glissée d’ave D' =l 5 (D) et de vecteur v eD =D

N
= D,
—
avec W =V + W, (E’ € Dl) . Ce qui achéve la démonstration de la proposition.
[ ]

Exercice 4. Soient rq g et rq - deux rotations affines telles que Q # €',

1. En utilisant qu’une rotation affine est le produit de deux réflexions, montrer que rq/ o © ro ¢ est soit une
translation, soit une rotation (on déterminera une condition nécessaire et suffisante pour que rq: g/ 0 rq ¢ soit
une translation).

— —
Réponse. Soit A = (QQ') et § un vecteur directeur de A. On définit la droite D de vecteur directeur d et la

2,
droite D’ de vecteur directeur d’ telle que:

Alors,
TQ,0 = SA OSp, Tq/ g’ = Sp’ © SA.
D’ou
Tare °TQ0 = SD’ ©SAOSAOCSD = Sp’ 0Sp-

Si D’ || D alors rgs ¢ © Tq g est une translation d’apres l'exercice précédent. Sinon, c’est une rotation. On a:

D' |Deo+6 =021,

2. Sirgr g 0rqe est une rotation, trouver une construction du centre de la rotation ro o 0 7q 6.

Réponse. Dans la construction précédente, le centre O de la rotation est le point d’intersection des droites D
et D’ car:
SprO9Sp (O) =0.

. A N — —> . .
Exercice 5. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (O, w’, v'), trouver I’expression d’une rotation

de centre ) d’affixe zq et d’angle 6.
Meéme question pour une réflexion d’axe la droite Dy = {z € C: arg (z) = 0 [x]}.
Réponse. On a pour tout M du plan complexe d’affixe z et M’ d’affixe 2’ :

/_
QM = QM Sl
zZ — ZQ
M =rqg(M) < — A
_— 7 _9 Z’*ZQ
(2ad,0017) = arg< >_9
Z— ZQ

Ces deux derniéres conditions sont équivalentes a:

!/
zZ —ZQ i
620

o2 =e?(z—20) + za.
zZ— ZQ

Pour la réflexion, on note d’abord que O € Dy. Puis, notons que si § = 0 [r] alors
M' =sp, (M) & 2 =z

On sait que sp, 0 sp, = rp,20. Donc sp, = sp, © 1o ,20. D’apres la question précédente:

M' = sp, (M) =sp,oro2 (M) & 2" =2 (2 — zq) + 2q

Donc, finalement:
’ —2i6 (

Z =e Z—Zq)+ZzZq.
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Exercice 6. Soit D une droite du plan et soient A et B deux points en dehors de D et du méme coté de D. Construire
un point M de D tel que AM + M B soit minimal.

Réponse. On pose A’ = sp (A). Alors: AM + MB = A’M + M B et cette somme est minimale lorsque A’, M et
B sont alignés. Donc le point M qui réalise ce minimum est Pintersection des droites D et (A’B). |

Exercice 7. Trouver toutes les isométries de P qui préservent:

1. un segment [AB] (Groupe diédral Ds);
Réponse. Appliquer le théoréme 5.28 p. 97 du cours avec n = 2. |

2. un triangle équilatéral, un carré, un polygone régulier & n (> 5) cotés (Groupe diédral d’ordre n > 3);

Réponse. Idem. [

3. un losange ou un rectangle non carrés.

Réponse. A faire... |

2 Géométrie euclidienne en dimension n > 3

Dans tout ce qui suit, £ espace affine euclidien de dimension n, dirigé par E.

- = - a1 .
i,7j, k), on considére 'application

Exercice 8. Dans l'espace £ rapporté a un repére orthonormal direct (O,
f: € — & définie par
M (2,y,2) — M' (', y',2")
avec:
(—2z—y+22)+1
2z —2y+2)+1
(x4 2y +22)+3

QO I—0| o =

=
/I
yi
Z =

1. L’application f admet-elle des points fixes?

Réponse. On pose

2 1 2
-2 1 2 T 1
A= 22 31 X B=|1
- % 23 % ) - y ) - 3
3 3 3 z

X est un point fixe si, et seulement si (I3 — A) X = B.

Or, par calcul: det (I3 — A) = 0. Donc, ou bien le systeme (I3 — A) X = B n’admet aucune solution, ou bien il
en admet une infinité. Or

j _ él

- 2

: 0 L
303 3

5
3
Li—A=| -

[~}
W=

ol =l

On constate que L1 + Lo = —3L3. Le systéme n’admet donc pas de solution puisque B ne vérifie pas une telle
condition (1+1# —3(=3)=19). f n’a donc pas de point fixe. [ |

N
2. Montrer que f est une rotation dont on déterminera l’axe et ’angle.

102

— "3 3 3

Réponse. La matrice de [ est A = % —% % . On vérifie que A est une matrice orthogonale (les
3 3

2
3

-
vecteurs colonnes sont unitaires et deux-a-deux orthogonaux) et que det (A) = 1 : f est donc une rotation
(puisqu’elle n’est pas 'identité: voir cours Table 4.2. p. 43).

0 1
, N - . — 3 (f =4
En résolvant le systeme AX — X = | 0 |, on trouve ker (f — ZdE) = Vect ¢ v = 7| 3 = D. Donc,
0 1

l’axe de la rotation est la droite vectorielle B

L’angle 6 de cette rotation vérifie:

2 5 5
1+ 2cosf = trace (A) = . & cosf = —5 & 0 = +arccos (_6> .
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. =4 =¢ .
Le plan vectoriel P = D+ a pour équation

1
= = =0
TR
Donc
3 1 =
T = — 0 e P
10 1
3
De plus
v J k - 1110
— = = 1 3 _ 0
w=uNv= \/?’ﬁ Vi1 \/q = /—1%0
oo 0 T ~ Vit
et on a, aprés calculs:
55
sinf = (A7, W) = >0,
< ) 9110
et il suit que:
0 5
=arccos [ —= | .
6
1
7 est donc la rotation d’axe D orienté par @ = 3= | 1 | et d’angle 6 = arccos (—3 ]
f est donc la rotation d’axe D orienté par u = i % et d’angle 6§ = arccos —6).

3. En déduire la nature de I'isométrie f (on en précisera tous les éléments).

Réponse. D’aprés le cours (voir Table 5.2. p. 96), f est un vissage: f =t orpg. On vérifie que son axe est

1
3 1
D=0+ D (dirigé par v = \/% % ), que langle de la rotation est § = arccos (—%)et quela @ = il))

— = —
Exercice 9. Dans l'espace £ rapporté & un repére orthonormal direct (O, i,7, k) , on considere I'application

f: € — & qui a tout point M (z,y, z) associe le point M’ (x’,y’, z') donné par:
(—y+2)+
V2

||
NM

W

V2
3
2 2 ) +3
2 =—¥2 (:c+72y+§z)+§
Soit sy la réflexion de plan II d’équation y + z = 1.
Montrer que f = sij o r ol r est une rotation dont on déterminera ’axe et I'angle.

Réponse. Déterminons l'expression analytique de sp. Soit M = (2,7, z). Un vecteur normal a lest 7 = [ 1

On a: N
FeR: MM =tn
M' = (z',y,2') = sn (M) &
sM+ M ell

Analytiquement, cela revient & écrire que:
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Donc
1 0 0 T 0
su(z,y,2)= 0 0 -1 y |+ 1
0 -1 0 i 1
On en déduit que
1 0 0 P2 (—y+2) + %2 0
SHOf(Z',y7Z) - 0 0 —1) g(w—gy_gz +% + 1
0 -1 0 _§<$+72y+72z)+% 1
2 (—y+2) + Y2 0
- @(z+§y+§5_% + 1
—%(m—%;—@@—g 1
0 _g @ x ?
= B y |+ 1
V21 1 z 1
2 2 2 2

SN~—————— /-~
oy}
I

BESES

0 - 2
A=l 23
_2 1 1

2 2 2

On a, aprés calculs:

ker (I — A) = Vect

al

Il
—
== O

ou

b

I
EM‘E o
[ M\'—‘M‘E

ol

Si sp1 o f est une rotation, alors son axe D est dirigé par d et spo f (M) = M pour tout M € D. Cherchons un
point My € P = O + ker (I3 — A)L , c'est-a-dire un point My = (xo, Yo, —¥o) , tel que (I3 — A) (Mp) = B. On trouve,
en résolvant le systéme: My = (0, %, —%) .Donc D= My+t 7

L’angle 6 de la rotation sy o f vérifie:

1+2cos(@)=z+-=1<cos()=0&0==+

™
5

N
N

— = —
Pour déterminer le signe de sin (f), on remarque que u = v/20My € P = D+ est unitaire. On a alors:

E) -1 -1
sin(@)—<Aﬂ>, — /\7>—< 0 >—1>O
d| 0 0

Donc@:g. |

o

Exercice 10. Composition.
1. Dans lespace ( n = 3), on compose deux réflexions. Quelle est I'isométrie obtenue suivant que les plans de ces
réflexions sont paralléles ou non?
Réponse. Soient sp et sp/ deux réflexions de plan P et P’ respectivement.
— — —
SiP| P (<:> P=F ) , soit w l'unique vecteur de P~ tel que t (P) = P’. En procédant exactement comme
dans ’exercice 2, on obtient que spr o sp = ty7.
e
Sinon, soit D = PN P’ et II = D'. Tous les points de D sont fixes pour sps o sp. Soit M un point quelconque
—
et considérons le plan II = M + IT et @ =IIND. On se raméne au cas de la dimension 2 (voir I'exercice 2) pour
= N —
montrer que spr o sp est la rotation d’axe D et d’angle § = 2 ( o, 6/) oll 6 et &' sont les vecteurs directeurs
des droites A =IIN P et A’ = IIN P’ respectivement. |
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2. Dans 'espace, on compose trois réflexions de plans paralleles. Quelle est 'isométrie obtenue?

Réponse. Si P, P’ et P sont trois plans paralleles, alors d’apreés la question précédente,
Spro0Sp = 1527
g - B /
ou w est I'unique vecteur de P tel que ¢t (P) = P’. On a donc:

SP// OSP/ OSP = SPI/ OtQE)

_
Soit Py =t (P"). Comme @ € P"+, on peut montrer comme dans la pruve de la proposition 3 que spr otyp

Spy- ]
3. On considére deux rotations affines rp g et rps ¢

(a) On suppose que D et D' sont coplanaires. Montrer que rp/ g 0 7p g est une rotation (dont on donnera
Pangle et une construction de l’axe) ou une translation.
Réponse. Utiliser la question 1 et la solution de I'exercice 4. |
(b) On suppose que D et D’ ne sont pas coplanaires. Montrer que rp g orp g est un vissage dont on déterminera
I’angle, I'axe et le vecteur directeur de ’axe.
Réponse. A faire... |
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Introduction a la géométrie hyperbolique

Définition 1. On note H le demi-plan de Poincaré défini par

H={z € C:Im(z) > 0}.

Définition 2. On appelle chemin (dans H) toute application continue + : [0;1] — H. Un chemin ~ est dit
(de classe) C* si, en tant que fonction, v est de classe C! par morceaux.

Remarque 3. Soit I = (a,b) un intervalle réel. On rappelle quune fonction f : I — C est dite de classe C*
par morceaux si f est continue sur I et qu’il existe des réels t; < ... < t,, appartenant & I de sorte que pour
tout i € [1,n — 1], f est de classe C* sur [t;,t;11], sur (a,t1] et sur [t,,b).

Définition 4. Pour tout 7 : [0;1] — H un chemin C', on pose

1 \dl
_ dt
h(W)—/O mdt

o y(t) désigne la partie imaginaire de +(¢). On dit que h(7y) est la longueur hyperbolique de v. On pose alors
d(u,v) = irgl h(vy) ou v relie u a v.
v

1. (2 points) On admet que d sépare les points. Montrer que I'application d définit une distance sur H.

Indication : On pourra remarquer que l'on peut concaténer deux chemins en utilisant le paramétrage
suivant

] [0;1] — [051]

PN 2t site [0;0.5]
2t — 1 sinon.

Solution: Montrons d’abord d est symétrique. Soient u,v € H, v un chemin C! reliant u & v. Posons
ot (1 —t); c’est un chemin C! reliant v & u. De plus, le changement de variable ¢ = 1 — ¢ dans
l'intégrale définissant h(7y) montre que 'on a h(y) = h(o) > d(v,u). Cette inégalité étant vérifiée pour
tout +y, il suffit maintenant de passer a l'inf pour obtenir d(u,v) > d(v,u). L’'inégalité d(u,v) < d(v,u)
s’obtient de facon symeétrique.

Montrons que d vérifie I'inégalité triangulaire. Soient u,v,w € H. Soient 7,2 des chemins reliant res-
pectivement u & v et v & w. Notons y; et ys les parties imaginaires de v; et 2. On pose

B (2t) sitelo,4]
oft) = { Z;(Qt— 1) sinon. ’

On voit que o est un chemin C? reliant © & w. De plus, on a

| d’YQ

12 |% (2t) R
ho:/ 2*7dt—|—/ 2% 2 (¢t
(@) 0 y1(2t) 1/2 y2(2t — 1)



Les changements de variables t' = 2t et t' = 2t — 1 permettent d’identifier les deux intégrales comme
h(y1) et h(72). En particulier, on a h(c) < h(y1) + h(72) puis, par définition de la borne inférieure, on
obtient d(u,w) < h(y1) + h(2). Passant a la borne inférieure sur v; puis sur 72, on obtient 'inégalité
triangulaire recherchée.

Définition 5. On appelle groupe des transformations I’ensemble suivant muni de la loi o de composition des
applications

az+b
cz+d

IP’S]Lg(R):{zH ca,b,c,d €R, ad—bc>0}.

Remarque 6. Dans la littérature, ces applications sont habituellement appelées homographies.
2. (1 point) Montrer que (PSLz(R), o) est effectivement un groupe. On notera T—! Pinverse de toute transformation 7.

3. (0.5 points) Montrer que l'on a

PSLy(R) = {z —

az+b

— :a,b,c,d e R, ad —bc= 1}‘
cz+d
Solution: II suffit de diviser chaque coefficient par § = v/ad — bc : on a effectivement

az+b dz+V
cz+d dz+d

avec a' = §,b' = % etc et on a bien d'd’ — V¢ = % =1.

4. (0.5 points) Montrer que H est stable par toute transformation 7' € PSLy(R).

Solution: Notons 7'(z) = Zjidb avec ad — bc = 1 pour tout z € H. En multipliant par le conjugué de
cz + d, on obtient

ac|z|? + adz + bcz + bd

T p—
(2) lez + dJ?
d’ou l'on tire (ad — be) Tm(2) Im(2)
ad — be) Im(z m(z
Im(T = = 0.
m(T(2)) lez + dJ? lez + dJ? ~

5. (1 point) Montrer que les transformations sont des isométries pour la distance hyperbolique, c¢’est-a-dire
que 'on a
VT € PSLo(R),Vu,v € H, d(T(u),T(v)) = d(u,v).
Solution: En préservant les notations de la solution précédente, on montre par le calcul que 'on a

drT 1
AT Gra

Soient u,v € H,~ un chemin C' reliant u 4 v. Remarquons que, par la question précédente, T oy est un
chemin C* reliant T'(u) a T'(v).

Par la régle de la chaine, on obtient alors

dl o~y dy ., dT
o |7|(t) - 1|E(t)£(7(t))‘
R LIl A T o

Le calcul de la solution précédente et le calcul de 4L donne alors h(T o) = h(y). En particulier, on a
d(T(u), T(v)) < h(T o) < h(). En passant a la borne inférieure, on obtient d(7T'(u),T(v)) < d(u,v).
L’inégalité inverse s’obtient en appliquant le résultat fraichement obtenu a u' = T~ (u),v' = T7}(v) a
la place de u,v.
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6. Soit C le demi-cercle de centre ¢ € R et de rayon r € R’ défini par
C={z€eH:|z—c| =71}
(a) (0.5 points) On suppose que l'on ¢ =0, r = 1. Montrer que I’application T, définie par

Ty(z) = —— — =

est une transformation vérifiant Tp(C) C iR .
Solution: Il suffit d’écrire Tp(z) comme une seule fraction pour voir que Tp est une transformation.

Soit z € C. 1l existe t €]0, 7| tel que z = e®. On a d’abord

11 1 —e /2
1—z 1-—e¢it

T eit/2(emit/2 — eit/2) =2 sin(t/2)

dont la partie réelle est
—sin(—t/2) 1

2sin(t/2) 2

Ainsi, la partie réelle de Tp(z) est 0. On a donc Tp(z) € iR NH, c’est-a-dire que I'on a Ty(z) € iR%.
(b) (0.5 points) En déduire que, dans le cas général, il existe une transformation T, vérifiant T,(C) C
iR

Solution: Posons 7' = 2-<. On voit que T est une transformation et que T, = Tp o T' convient
puisque T" envoie le C sur le demi-cercle supérieur centré en 0 et de rayon 1.

Définition 7. Soient u,v € H. On appelle géodésique (reliant u & v) tout chemin v de classe C! vérifiant

h(v) = d(u,v).

7. Soient u,v € H.

(a) (0.5 points) Supposons que l'on a Re(u) = Re(v). Montrer qu’il y a une géodésique reliant u a v et
qu’elle est donnée par le segment [u, v].

Indication : on pourra minorer |v'| par |y/|.

Solution: Sans perte de généralité, on peut supposer que 'on a Im(u) < Im(v). Posons 7o (t) =
tv+ (1 —t)u, de sorte que 7o est un chemin C! reliant u & v. Notons yo sa partie imaginaire. De plus,
on a Y,(t) = v —u = y,(t) > 0 puisque 'on a Re(u) = Re(v) (faire un dessin pour le comprendre
sans faire de calcul). On calcule maintenant

- [ 20 (1),

Soit 4 un chemin C! reliant v & v et notons y sa partie imaginaire. On a, en minorant |y/(¢)| par
|y ()| puis par y(t)

h(y) > /O1 v ., <Im(“)> — h(0)

ce qui conclut.

(b) (1.5 points) Supposons que 1'on a Re(u) # Re(v). Montrer qu’il y a un unique cercle C de centre
¢ € R passant par u et v. Montrer qu’il y a une géodésique reliant u & v et qu’elle est donnée par ce
cercle.
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Solution: Il s’agit de montrer qu’il y a un unique ¢ € R qui soit équidistant de u et v. Or, la
médiatrice de u et v (dans le plan euclidien) n’est pas paralléle & 1'axe des réels puisque l'on a
Re(u) # Re(v). Ainsi, elle coupe laxe des réels en unique point, ce qui répond a la premiére
question.

Notons u = ¢+ re®, v = ¢+ re'® pour certains réels r, ¢, z. Puisque I'on a u,v € H, on a x,t €]0; 7.
Soit 7 le chemin C'' donné par y(t) = c+ ret(btta(1=t) Rappelons que T, désigne la transformation
obtenue a la question 6. Par la question 5, il suffit de montrer que T, oy est la géodésique reliant
T.(u) & T.(v) (ce qui nous raméne au cas de la question précédente). Or, en reprenant la question
6, on voit que T, o v décrit le segment [T.(u),T.(v)] comme dans la question précédente.

8. Soient u,v € H.

(a) (0.5 points) Montrer que 'on a, pour tout transformation 7" :

IT(u) = T(0)] = [u— ol [T () T" (v)[ 2.

Solution: On écrit T'(z) = %idb avec ad — be = 1. On rappelle que 'on a T(z) = m. De plus,
on a

au+b av+b  ad(u—v)+be(v—u)
cut+d cv+d  (cu+d)(cv+d)

T(u) —T(v) =

d’ot le résultat demandé.
(b) (2 points) En déduire que 'on a

|lu —T| + |u —v|
lu—7o] = |lu—wv|/"

d(u,v) = In (

Solution: La question précédente montre que le membre de droite est invariant par T' (au sens ou
le membre de droite garde la méme valeur si 'on change les w en T'(u) et les v en T'(v)). En effet, il
suffit de poser d = |T"(u)T" (v)|'/? = |T'(u)T’(v)|'/? et de multiplier la fraction par d/d.

Comme le membre de gauche est aussi invariant par T d’aprés la question 5, on se raméne au cas
ot Re(u) = Re(v) en utilisant Papplication T, de la question 6. Or, dans ce cas, on a vu dans la

question 7 que 'on a
Im(v)) |

Im(w)

Il suffit donc de vérifier que, dans ce cas, le membre de droite de I’égalité recherchée est égal au
membre de droite de la derniére égalité donnée.

d(u,v) = |ln(

(¢) (0.5 points) Montrer que d sépare les points, c’est-a-dire que 'on a

Yu,v € H, d(u,v) =0 u=n.

Définition 8. On appelle droite de H ou droite hyperbolique toute partie de H qui est
- soit 'intersection avec H d’une droite verticale du plan C

- soit l'intersection avec H et d’un cercle du plan C centré en un réel.

Deux droites hyperboliques sont dites paralléles si elles sont identiques ou disjointes.

Remarque 9. On peut voir ces définitions comme des extensions naturelles de ce que sont des droites et ce
qu’est la notion de parallélisme dans le plan usuel. En effet, dans le plan usuel, les droites relient deux points
de sorte que le chemin le plus court est donné par cette droite. De méme, dans le plan usuel, deux droites
distinctes sont soit d’intersection non vide - dans quel cas elles ne sont pas paralléles - soit d’intersection vide
- dans quel cas elles sont paralléles.
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9.

10.

11.

(0.5 points) Montrer que par deux points distincts il passe une unique droite de H. On admettra que,
dans le plan euclidien, une droite coupe un cercle en au plus deux points.

Solution: Soient u,v € H. On distingue deux cas.

Si Re(u) = Re(v), alors la droite (verticale) Re(u) 4 iR% passe u et v. Il n’y a clairement pas d’autre
droite verticale qui passe par ces points. Il n’y a pas non plus de cercle (au sens euclidien) centré en un
réel qui passe par u et v car si un tel cercle passe par u, il passe également par @ € C et on ne peut pas
avoir T € {u, v} puisque on a Im(w) < 0.

(1 point) Soit D une droite de H et soit z € H \ D. Montrer qu’il existe une infinité de droite de H

passant par z et paralléle a D.

Indication : Dans le cas ou D provient d'un cercle, on pourra ingénieusement faire varier le centre.

Solution: Traitons d’abord le cas ou D provient d’un cercle dans le plan euclidien dont I’on note ¢ le
centre et r le rayon. Par hypothése, on a |z — ¢| # r. Ainsi, la droite hyperbolique ¢ + |z — ¢| exp(i[0; 71])
n’intersecte pas D. Notons v.(t) = ¢+ |z — ¢|exp(it) et remarquons que 'application (¢, t) — 7.(t) est
continue. Ainsi, en posant € = ||z — ¢| — r|/2, il existe § > 0 tel que l'on a

|C— C/| <0 = |’Yc’(t) - ’Yc(t)‘ <e&.

En distanguant les cas selon que I'on a |z—¢|—r > 0 ou non, on montre en utilisant I'inégalité triangulaire
que l'on a o — ¢ # r pour tout ¢ vérifiant |¢c — ¢/| < §. En particulier, pour tout ces ¢/, la droite
hyperbolique ¢’ + |z — ¢/| exp(i[0; 7]) n’intersecte par D.

Lorsque D provient d’une droite verticale, notons ¢ € R son point d’intersection avec 'axe des réels.
Supposons sans perte de généralité que l'on a Re(z) > ¢ (le cas Re(z) < ¢ s’obtient par symétrie).
Remarquons alors que 1’on a

Re(d + |z —ce") > — |z — |

et que lorsque ¢’ tend vers +oco, un développement limité de la fonction racine carré donne

d —|z—¢|=c — /2 —2¢ Re(z) + Re(2)2 + Im(2)2
12Re(2)
— 1+
-1+ 5 o
= Re(z) + o(1).

0(c™?))

Par conséquent, lorsque ¢’ est suffisamment grand, on a Re(c’ + |z —¢’|e®*) > ¢ ce qui montre que la droite
hyperbolique ¢’ + |z — ¢/| exp(i[0; 7]) n’intersecte pas D.

(0.5 points) Soient Dy, Ds, D3 trois droites hyperboliques. On suppose que D7 et Dy sont paralléles & Ds.
Est-il vrai que D; et Dy sont paralléles ?

Solution: Non, il suffit de faire un dessin avec trois cercles bien choisis.
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Théoréme de Hahn Banach et Krein Milman

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, E' est un espace vectoriel normé réel de dimension finie.

Définition 1. On dit qu'une application p : E — R U {oo} est une application sous linéaire si 'on a

Ve,y € B, p(z+y) < plz)+py)
Ve e E,A >0, p(Azr) = Ap(x).

Définition 2. Soit C un convexe de E. On appelle jauge de C (ou jauge de Minkowski ou fonctionnelle de
Minkowski) I'application pe définie par

1
Ve e I, pc(w)inf{)\>0:)\:c€C}€RiU{oo}.

Définition 3. Soient A, B deux parties de F. On dira que I’hyperplan affine d’équation affine f = ¢ sépare
Aet Bsilon a

Vae A, f(a)
vbe B, f(b)

C

c

ou que l'on a cette méme propriété en échangeant les roles de A et B.
On dit que cet hyperplan les sépare strictement si I'on a

ilelgf(a) <c< inf f(b)

ou que l'on a cette méme propriété en échangeant les roles de A et B.

Remarque 4. On pourra remarquer que cette derniére propriété s’écrit aussi
Je>0:V(a,b) e Ax B, f(a)+e<c<f(b)—c.

1. Soit C un convexe ouvert de E contenant 0. Montrer que p¢ est une application & valeurs réelles et sous

linéaire. Montrer que l'on a
C={zx e FE:pc(z) <1}

2. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et p : E — R une application sous linéaire. Soit f : FF — R une
forme linéaire satisfaisant f(z) < p(x) pour tout & € F. Montrer qu’il existe un prolongement g de f a
E vérifiant g(z) < p(x) pour tout x € E.

Indication : On pourra raisonner par récurrence sur dim(F).
3. Soit C un convexe ouvert non vide de E et zp € E'\ C. Déduire qu'il existe une forme linéaire f : £ — R

telle que
Veel, f(z)< f(xo)

En particulier, 'hyperplan d’équation f = f(xqg) sépare C et {xo}.



Indication : On pourra commencer par construire une forme linéaire sur Vect(zg) qui vérifie f(zo) =1
et relier cela aux questions précédentes.

4. Soient A, B deux convexes ouverts non vide disjoints. Déduire ce qui précéde qu’il existe un hyperplan
affine séparant A et B.

Indication : On remarquera que l’ensemble suivant est convexe et ouvert dans E :
A-—B:={a—b:a,€ Abe B}.

5. Soient C un convexe fermé dans F, non vide et soit g ¢ C. Montrer qu’il existe un hyperplan affine
séparant strictement C et {z}.

Indication : On pourra considérer C + B(0, ) pour un ¢ bien choisi.

Définition 5. Soit C un convexe de E (possiblement de dimension infinie). On dit qu’une partie X C C est
extrémale dans C si l'on a

Vi €]0;1[,Vo,yeC, (tz+(1—-tlye X =z X etye X).
On dit qu’un point s € C est extrémal lorsque {s} est extrémale, c’est-a-dire lorsque 1'on a

vVt €]0;1[,Vz,y €C, (s=tz+(1—-ty=—=z=s=1y.)

On note Ext(C) I’ensemble des points extrémaux de C.

6. Soit E un espace vectoriel normé réel uniformément convexe (possiblement de dimension infinie), c’est-
a~dire que 'on a

ve>030>0. (lloll < Llbll < 1 erl 522 1-0) = flo sl <

ou encore
ve>030>0. (llll < Llbll < 1 etllo =l 2 ll) = 1750 <1 -6
Montrer que B = {z € E : ||z|| < 1} la boule unité de F a pour ensemble de points extrémaux

S ={z € E:||z|| =1} la sphére unité de E.

7. Décrire 'ensemble des points extrémaux de la boule unité de £°°(N) (qui est Pensemble des suites réelles
bornées) et faire une remarque vis a vis de la question précédente.

8. Soit K un convexe compact non vide de E.

(a) Notons Fx lensemble des parties extrémales non vides fermées de K. On ordonne Fx par

A<B<+ BCA.

Montrer que Fx muni de cette relation d’ordre est un ensemble inductif non vide. En déduire que
Fi admet un élément maximal.
(b) Soit A € Fk et T : E — R une forme linéaire. Justifier que

B = {x €eA:T(zx)= EEET@)}

existe et montrer que 'on a B € Fk.

(¢) En déduire que tout élément de Fx est une partie réduite & un élément. Conclure que l’ensemble
Ext(K) est non vide.

Indication : On pourra raisonner par l'absurde et remarquer qu’étant donnés deux points distincts
x,y € K, il existe T : E — R une forme linéaire telle que T'(x) # T(y).
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(d) Montrer que toute partie extrémale de K contient un point extrémal de K.

9. Montrer que 'on a
K = Conv(Ext(K)).
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Exercice 1. VRAI ou FAUX? Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse et justifier
la réponse donnée. Toute réponse non argumentée ne sera pas prise en compte.

1. (2 pts) Dans un espace affine réel E de dimension 3, les droites D et D’ d’équations paramétriques:

D:{ y=3—-t ;D y=3—-t ,teR,
z=5—2t z=-bt—1

sont, coplanaires.

Réponse. VRALI Les droites D et D’ sont coplanaires si, et seulement si, D || D’ ou DN D’ # ). Un point M
de coordonnées (x,v,2) est dans D N D’ si, et seulement si, il existe (t1,t2) € R? tel que

l4+to=14+1
3—to=3—1t Sty =1t = —2.
—bty —1=5—-21

On constate donc que le point de coordonnées (—1,5,9) appartient aux deux droites: elles sont donc coplanaires.
|

2. (2 pts) Tout espace vectoriel peut naturellement étre vu comme un espace affine.

— — — —
Réponse. VRAI Si V est un espace vectoriel sur K, on pose E = V et E = V et on le munit de la loi
externe N
+: ExFE — E
(A,W) — A+

N
ou + est 'addition de V. Les axiomes définissant un espace affine (voir Définition 1.1 du cours, p. 7) se raménent
a:

A+ 0 = A (car 0 est I'élément neutre du groupe (E, +)> ,
(A+W)+7v = A+ (" +7) (car + est associative),
Iu € E, A=B+7U (car W =A—D).
|
3. (2 pts) L’ensemble F = {(z,y,2) € R®, 22 + 3 + 2% < 1} est un convexe de R®.
Réponse. VRAL Si (z1,y1,21) et (z2,y2,22) sont dans F, soit ¢ € [0,1]. On a:
t(wlaylvzl) + (]- - t) (1'27y2722) = (txl + (]- - t) $27ty1 + (]- - t) y27t21 + (]- - t) ZQ)
et
(twr + (1= 1) 22)* + (tyn + (1 — 1) y2)” + (tz1 + (1 — ) 22)°
= 2@ +yi D)+ (11 (22 +yd+ )
+2t (1 —t) (w122 + Y1y2 + 2122)
< BHa-t+2a(1-1)
= (t+1-1t)
1
ou l'inégalité (de Cauchy-Schwarz) suivante a été utilisée:
2125 4+ Y192 + 2120] < \/wf +yt+ Zf\/xg +tyi+z <L
|

4. (2 pts) Si C est un convexe d’un espace affine E alors C est stable par barycentre.

Réponse. FAUX. C est stable par barycentre d’'un systéme de points a poids positifs. Par exemple, si A # B,
alors [AB] est convexe mais :
M=tA+(1-t)B¢[AB] sit¢]0,1],

par définition de [AB]. [ |
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Exercice 2. Soient A, B, C trois points non alignés d’un espace affine réel E et soit
G = Bar ((Aﬂ a) ) (Baﬂ) ) (Ca ’7))
(ce qui suppose a + 8+ v # 0).

1. (2 pts) Montrer que les droites (AB) et (GC') sont sécantes si et seulement si «+ 3 # 0. Que se passe-t-il lorsque
a+ =07
Réponse. Posons s = a + § + 7. On rameéne le plan P = (ABC) de E passant par A et dirigé par P =
—_— — N - —_— — . . 3 8 v
Vect (AB, AC) au repére cartésien (A, AB, AC) . Dans ce repére, le point G a pour coordonnées (f ;) et on

am- (Y)Y aa-( %
Lo ) "= 221 )

—_— —
Les droites coplanaires (AB) et (GC) sont sécantes si, et seulement si les vecteurs AB et CG sont libres:

1 8 gl
0 221 #0@;—17&0@a+67&0.

S

Si a+ B =0, les droites (AB) et (GC) sont paralléles puisque leurs vecteurs directeurs sont colinéaires. |
2. (2 pts) Montrer que lorsque (AB) et (GC') sont sécantes, leur point d’intersection est le point
H =Bar((4,0), (B, 5)).

Réponse. Par associativité du barycentre, on a:

G = Bar((Bar((4,a),(B,f)),a+p),(C,7))
= Bar((H,a+0),(C,v)).
Par hypotheése, H € (AB) et par le calul précédent G € (HC'), donc H € (GC) . H est bien le point d’intersection
de (AB) et (GC) lorsque a + 3 # 0. ]
3. On suppose maintenant que «, 3, sont non nuls et que —a+pg+~v #0, a—F+~v #0et a+ 5 —y # 0. Notons
G1,Go, G5 les points définis par:

Gl = Bar ((fL—Ot),(B,B),(C,’y)),
G2 = Bar ((A,Ol),(B, _ﬁ)’(c77))7
G2 = Bar ((A,(X),(B,,B),(C, _’Y))'

(a) (2 pts) Montrer que G est distinct de chacun des points G1, G2, G3.

Réponse. Les coordonnées barycentriques des points G, G1, Ga, G3 par rapport au repére affine (A, B, C)
du plan P = (ABC) sont:

o — (07 [e3
atB+y —a+t 4y a—p+y a+g*7
G=| 4= |.Gi=| == |. Go=| =2 |, Gs= -
a+ﬁy+7 a4;yﬁ+v a {3-&-7 O‘+_’B»y v
atp+y —atp+y a=pf+y atf—y

Par unicité des coordonnées barycentriques, on a

[0

_ —a
at+B+y *aJ%ﬂJrv _
_ B _ f+v=0
G=G & atpty T matpty < { a=0

at+B+y T —at+f+ty

Comme par hypothése o # 0, on a donc G # G;. On montre de la méme maniére que G est distinct des

points G, G3. [ |
(b) (2 pts) Montrer que les droites (AG1), (BG2), (CGs) sont concourantes en G.

Réponse. Montrons que G € (AG7). On a:

G = Bar((Ava)’(Ba/B)v(Cv’Y))
= Bar((4,2a),(A,—a),(B,5),(C,))
= Bar((4,2a),(G1,—a+8+7)).

Donc G € (AGy). On montrerait de la méme maniére que G € (AG2) et G € (AG3). |
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(¢) (2 pts) Montrer que les droites (G2G3), (G3Gi) et (G1G2) passent respectivement par A, B, C.
Réponse. Montrons que A € (G2G3). En posant s = a — 8+ v et s3 = a+ § — =, par propriété du
barycentre on a:

— —B-— e
AG, = 2ap+Lac,
S2 52
— b-— —7-=
AGy = —AB+ —AC
S3 S3
Mais:
2 LB B,
T Ty s
S3 S3
Donc A € (G2G3) . On pourrait démontrer de la méme maniére que B € (G3G1) et C € (G1G2) . |

Exercice 3. Soit P un plan affine réel et f : P — P une application affine telle que f # Id et f3 = Id.

1. Soit A € P tel que A # f(A). On suppose que A, f(A) et f?(A) sont alignés et soit ¢t € R* tel que A =
(1=t f(A)+tf*(A).
(a) (2 pts) Montrer que A # f2(A).
Réponse. On a: A= f2(A) = f(A) = f3(A) = A. Donc, par contraposée, A # f(A) = A+ f>(4). B
(b) (2 pts) Montrer que f? (A) A = (t — %) f2(A) A.
Réponse. En utilisant que f2 = Id, on a
A = Q- f(A)+tf(A) = f(A)=1-1)f(4)+tA
= f(A)=(1-t+8) A+t -1 f(4)
= fPA)=(01-t+t*)A+t(1-1t)f*(A)
= fPA)-A=(—t+t)A+t(1—1t)f2(A) = (t—1*) (f*(4) — A)

car f conserve les barycentres.
—_— _—
Cette derniére égalité s’écrit aussi: f2 (A) A = (¢t — %) f2 (A4) A. [ ]
(c) (2 pts) Que peut-on en déduire concernant Palignement de A, f (A) et f2(A)?

Réponse. La relation précédente implique que t —t2 = 1 car A — f2 (A) # 0. Or ceci est impossible car
I'équation ¢ — ¢t + 1 = 0 n’a pas de solution réelle.

L’hypothese A, f (A), f? (A) alignés est donc absurde. Conclusion: si A # f (A) alors A, f (A), f2 (A) sont
non alignés. |

2. Soit A € P tel que A # f(A) et que A, B = f(A) et C = f?(A) ne sont pas alignés.

—
(a) (2 pts) Dans le repére (A, A—B>7 A—C)’>7 donner la matrice de 'application linéaire f2.

Réponse. On a

|

f2(A) f*(B)
= CA (car f>(B) = f3(A) = A)

—AC

7 (48)

De méme

7 (A0) = FMr©)
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(b) (2 pts) Déterminer I’ensemble des points fixes de f2.
Réponse. Pour tout M de coordonnées (z,y) dans (A,E,T) , on a:

Paren =7 @) -m( 1) =( 0, )

Par suite si (2/,%’) sont les coordonnées de M’ = f2 (M), on a:

_ —2 z/:y
fZ(M)_CJFfQ(AM)@{ y =z —y+1

On voit que M est un point fixe si, et seulement si:

xT=1y x=1/3
{ y=-r—y+1 (:){ y=1/3

Ce point est donc l'isobarycentre de (A4, B,C). [ |
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Exercice 1 (8 pts). VRAI ou FAUX? Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse
et justifier la réponse donnée. Toute réponse mon argumentée ne sera pas prise en compte.
1. (2 pts) Soit E un espace affine et soit Q € E. Le groupe formé par les isométries affines ayant {2 pour point fixe
—
est isomorphe & O(E).
Réponse. VRAT Notons Isq (F) C Is (E) le groupe formé par les isométries affines ayant € pour point fixe.
D’apres le cours (Théoréme 5.18), Papplication
N
v: Is(E) — O (E)
-
e f
est un morphisme de groupes pour la loi de composition. Le noyau de ¢ est constitué des isométries dont la partie
linéaire est id3 , c’est-a-dire les translations. On en déduit que la restriction de ¢ a Isqg (E) est un morphisme

injectif. Il est de plus surjectif car si @ € O (E}) , Papplication affine f définie par
f(M):Q+7(§TJ\Z), M e E,
est dans Isq (E) . Donc l'application ¢ : Isq(E) — O (E)) est un isomorphisme de groupes. ]

2. (2 pts) Soit 6 € R. La matrice suivante est une rotation

()

Réponse. [FAUX| En effet, on peut vérifier que la matrice est orthogonale mais:
cos(f) sin(f) \ _ o, o,
det (sin(@) —cos(0)) = cos“f —sin“ 0 = —1.
C’est donc la matrice d’une réflexion. |
3. (2 pts) Dans R2, les points A(0,0), B(1,0),C(1,1), D(0,1) définissent un parallélogramme.
Réponse. VRAI Car:

—_ 1 —
(1)

4. (2 pts) L’ensemble |0; 1[x]0; 1] est une partie convexe de R2.
Réponse. VRAT. Soient A = (a1,a2), B = (b1,b2) € ]0;1[x]0; 1[. Pour tout ¢ € [0,1], on a:
tA+ (1 —t)B = (tag + (1 — )by, tas + (1 —t) ba).

Or,pour ¢ =1,2,0na0 < a;,b; < 1, Uintervalle I; = {ta; + (1 — t) by, ¢ € [0,1]} d’extrémités a; et b; est contenu
dans ]0; 1[. Donc tA + (1 —t) B €]0; 1[x]0; 1].

Remarque 1. On peut aussi dire que si C; et Cy sont deux convexes d’un espace affine F alors C7 x C5 est un
convexe de l'espace affine produit E x E (avec la méme démonstration adaptée). |

Exercice 2 (7 pts). Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension trois, orienté et muni d’une base orthonormée
directe B = (4,4, k). Soit f : E — F une application linéaire dont la matrice A dans la base B est:

L 1 =2 1
A=3 V2.0 V2
1 V2 1

1. (3 pts) Soit P le plan d’équation = + z = 0. Former une base orthonormée directe B’ = (u,v,w) telle que
v,w € P.
1

L est un vecteur unitaire normal & P. Le vecteur v = % 0 eP

éponse. L ru = —=
Rép e vecteur u 7

—_ O

puisque ses coordonnées vérifient ’équation de P. Le vecteur w = u A v € P car w est orthogonal a u en
particulier. On a, par calculs:

0
w=uAv=| 1 | =|w|=1.
0
Avec ces vecteurs ainsi déterminés, B’ = (u, v, w) est une base orthonormée directe. ]
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2. (4 pts) Former la matrice de f dans B’ et reconnaitre f.

Réponse. Déterminons f (B’). On a:

1 1 -2 1 1
Au= —— \/i 0 _\/5 0 = u,
2\ 1 3o 1
puis
L 1 V2 1 1
Av=——o1| V2 0 V2 0 =w
22 B
1 V21 1
et enfin:
v -2 1 0
Aw = 3 V2 0 V2 1 = —v
1v2 1 0
Donc
1 0 O
Matg/ (f) = 0 0 -1
01 o0
f est la rotation d’axe dirigé par u et d’angle déterminé par
Trace (f) =1+ 2cos(f) =1 cos(0) =0 7
{ (Av,w) = sin (9) sin (0) =1 =b= 2 [27]
Finalement: f est la rotation d’axe dirigé par u et d’angle § = g [27] . |

Exercice 3 (12 pts). L’espace R3 est muni d’un produit scalaire (-,-) et d'une base B = (e, €2, e3) orthonormale
directe. Soit f € L (RS) une application non nulle. L’objectif de cet exercice est de montrer que f est une rotation si,
et seulement si:

V(z,y) eR*xR®, flzAy)=f(z)Af(y), (1)

ou x Ay désigne le produit vectoriel des vecteurs x et y. On rappelle que ce produit vectoriel ne dépend pas de la base
orthonormale directe choisie.

1. (2 pts) A Daide du produit vectoriel, exprimer que B est une base orthonormale directe puis justifier que pour
tout (z,y) € R?
(z,y) =0=|lz Ayl = [z llyl- (2)

Réponse. B = (e, ez, e3) est orthonormale directe s’exprime par:
61/\62263762/\63261, ez Nep = es. (3)

Siz =0 ouy =0, 'implication (2) est triviale. On suppose donc que x # 0 et y # 0. Alors:

e Ayl = Nzl Iy) sin (G )| = el Iyl & (23) =o.

2. Dans cette question, on suppose que f est une rotation.

(a) (2 pts) Justifier que B’ = (f (e1), f (e2), f (e3)) est une base orthonormale directe.
Réponse. Comme f est une rotation, elle conserve le produit scalaire, la norme et l'orientation. Donc,
pour tout ¢, € {1,2, 3}
1 si i=7j 1 st i=3j
<eiaej> = = <f (61) 7f(6j)> = <eivej> =
0 si i#j 0 si i#j

et, lorientation étant conservée, B’ = (f (e1), f (e2), f (e3)) est orthonormale directe puisque orientée dans
le méme sens que B. |
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(b)

(c)

(2 pts) Soient x = x1e1 + x0e0 + x3€3 €t y = yre1 + yses + yzesz deux vecteurs.
f@)Af(y).

Réponse. On a

Calculer f(z Ay) et

T2 T3 r1 I3 r1 X9
TNy = — €2 + e
Y oy | ‘ woys |0y v |
Comme f est linéaire:
To I3 T I3 1 T2
AN = er) — e2) + e
Fany =]y, 4 |fE) ‘yl Ys 'f(Z) P EAC)

Par ailleurs
3 3
= anf(en), F) =D urf(ex)-
k=1 k=1
Par conséquent, puisque B’ = (f (e1), f (e2), f (e3)) est orthonormale directe et que le produit vectoriel ne
dépend pas de la base orthonormale directe choisie, on a:

T2 I3
Y2 Y3

1 T3
Y Y3

1 T2

@ AL ) = o

fe1) — [ (e2) + [ (es).

(1 pt) Conclure.
Réponse. La question 2b montre que pour tout (z,y) € R3 xR3, f(z Ay) =
une rotation, elle conserve le produit vectoriel (i. e. f vérifie (1)).

f(x)A f(y). Donc, si f est
|

3. Dans cette question, on suppose que f € L (R3) est non nulle et vérifie la propriété (1).

(a)

(2 pts) A 'aide du produit vectoriel, exprimer chacun des éléments de la famille B’ = (f (e1), f (e2), f (e3))
en fonction des deux autres puis montrer que:

If (e)ll £ (e2)|LII.f (e3)ll s
£ (e2)ll = If ()l f(es)ll,
£ (es)ll = If (el llf (e2)]-
Réponse. Puisque f vérifie (1), on a:
flerNea) = f(er) A f(e2) f(e3)=f(er) A f(e2)
fleanes)=flea) ANf(e3) = fler)=f(e2) A [f(e3) (4)
flesner) = f(es)Af(er) fle2) = f(es) A fl(er)

Donc, les f (e;) sont non nuls car les relations précédentes impliquent que si 'un des f (e;) est nul, ils le
sont tous et il s’ensuivrait que f est nulle. Ces mémes relations impliquent que les f (e;) sont deux-a-deux
orthogonaux. On en déduit en utilisant (2) les relations

I1f (en)l 1f (e2) 1 (ea)ll
1 (e2)l = WIS (e)lllf (ea)ll
1 (ea)ll = IIf (eD)lIf (e2)]l -

(2 pts) En déduire que B’ = (f (e1), f (e2), f (e3)) est une base orthonormale directe.

Réponse. D’apres les relations (4) et (3), B = (f (e1), f (e2), f (e3)) est une base orthogonale directe. 1l
reste & montrer que les f (e;) sont de norme 1. Or les trois égalités de la question précédente et le fait que
les f (e;) sont non nuls donnent, en considérante la premiére et la deuxiéme égalité

I1f (eIl _ [If (e2)l _

||f(€2)|| - ”f(el)” :>||f(61)|| ”f(eQ)Ha
puis la premiére et la troisieme égalité:

I1f (el _ [If (es)l _

I A A
Donc || f (e1)|| = |If (e2)|| = || f (e3)]| et en revenant aux égalités:

Hf(ez)H =11i¢€ {172,3} :

B = (f(e1), f(e2), f (e3)) est donc une base orthonormale directe. |
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(¢) (1 pt) Conclure.

Réponse. L’application linéaire f, non nulle et vérifiant la propriété (1), transforme toute base orthonor-
male directe en une base orthonormale directe: c’est donc une isométrie positive, c’est-a-dire une rotation
(voir le cours, §II1.1, p. 77). |

—_— —
Exercice 4 (6 pts). Soit un plan affine E sur le corps des réels, muni d’un repére cartésien R = (A, AB, AC). Pour

M € E, on consideére les barycentres suivants : ’
H = Bary(A,1), (B,1), (M, 1)),
K = Bary((A,1), (C, 1), (M, 1)),
G =Bary((A,1),(B,1),(C,1),(M,1)).
1. ( 3 pts) Notons (z,y) les coordonnées de M dans R. Déterminer les coordonnées de H et K dans R. Justifier
Pexistence de la droite affine (HK).

Réponse. Comme H = Bary((4,1),(B,1),(M,1)), on a, par définition:
—_— s = —— —
HA+HB+HM =0
puis
— 1— 1—
AH = gAB + gAM.
—_— —

—
Comme AM = zAB + yAC, on trouve:

Sy
+

z+1-— y—
3

Les coordonnées de H sont donc (ITH, %) .

De la méme maniére, on trouve:

puis
1
AK = %AB + y;r AC.
Les coordonnées de K sont donc (%, yTH) .
La droite (HK) existe dés lors que H # K. Or, pour tout (z,y) € R* ona ZH > £ et ¥ < yT"H Donc, pour
tout (x,y) € R?, H # K (puisque ces points ne peuvent avoir les mémes coordonnées). |

2. ( 3 pts) Soit F l'ensemble des points M tels que G € (HK). Déterminer F : en donner une équation ou un
systeme d’équations cartésiennes, et les éléments caractéristiques.
Réponse. On a:
— —
Ge(HK)< INeR GK = )\HK.
Or

— 11— 1— 1—
AG = 1AB+1AC+ZAM
SR yy: BN Ry,
4 4
G = (i )= ()
3 4 12

et la question précédente permet d’écrire:

On en déduit que

z—3 _ 1 -3 1
0= aet (GR.R) = | 2 | =Tttt
95 3 36 36
Dong, si, et seulement si:
r+y—2=0.

F est donc la droite de vecteur directeur @ = ( 1

) et passant par le point My = (2,0) (par exemple...). W
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