Un Max de Maths - Zavidovique (7-1I) R. MOREAU

Chevalley-Warning et Erds-Ginzburg-Ziv

Théoréme 1. Soient p premier, r € IN*, g = p”. Soient f1,..., fs € F4[Xy,..., X;] tels que }_deg f; < n. Le cardinal de
I'ensemble ci-dessous (ensemble des racines communes a tous les f;) estnul mod p:

V= {x cF), Vie{l,... s}, filx) = 0}.
Démonstration. Soit x € ]Fg Considérons le polynome de IF, [X3, ..., Xn| etles applications suivants :
1
P = H fq , Sife Zf(x),s:f»—> Zf(x)
erF{; x€F,

— Six € V,alors P(x) = 1.
, (x)171 £ 0, donc f;,(x)1~ = 1 dans [F,, ce qui donne P(x) = 0.
Dela, S(P) = CardV mod g (et mod p carg = p").

Lemme 2. Siu = 0ou (g — 1) { u, alors s(X*) = 0 avec pour convention 0° = 1.
Démonstration. Siu # 0, alors par division euclidienne, u = (g — 1)k +r avec 0 < r < g — 1. Soit y un générateur de
I cyclique.
=) 2 =Y (yo)" =y's(X").
x€lF, x€F;
Donc (1 —y*)s(X") = 0, ce qui donne s(X*) = 0 par intégrité de IF; puisque y* = y" # 1. O

Par hypothese, deg P < n(q — 1). On écrit donc P sous la forme suivante :

P= )  ayX4
|u|<n(g—1)

ott oy € Fy, avec les notations X = X{! ... Xy" et |u| = Z u;. Si lu| < n(q—1),alors

n
=Y o= Y Y x| =]]s(X") =0,
i=1

xe]F” x1€Fy, xy €F,
car il existe jo tel que uj, < g —1, donc s(X"o) = 0 d’apres le lemme précédent. Ainsi S(P) = 0, d’ou le résultat. [

Théoréme 3. Soient p premier et (ay, ..., a2, 1) € Z2P~1. On peut en trouver p dont la somme est divisible par p.

2p—1 2p—1
Démonstration. Posons P; = 2 Xp et P, = Z akXp dans IFy[Xy, ..., X2p1]. D'apres le théoréme précédent

(degP) +degP, < 2p—1let (O .,0) est une racine commune), il existe au moins une autre racine commune a P

et P, notée x = (x1,...,Xzp_1). Puisque xf € {0,1} et P;(x) = 0, comme les x; sont non tous nuls, il y en a p non

nuls, notés xy,, ..., Xp, et la relation P;(x) = 0 donne le résultat : }_a,, = 0. O



