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6.1 Suites numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Avertissement :

Ce document comporte l’ensemble des exercices de colles posés en MPSI1 au lycée Henri IV en 2023-2024,
accompagnés d’éléments de correction. Une partie de ces exercices pourrait également convenir pour des
élèves en MP.

Les exercices contenant une étoile (*) sont selon moi des exercices classiques à connâıtre, soit pour les résultats
qu’ils cherchent à démontrer, soit pour le type de raisonnement ou calcul qui peut servir dans d’autres con-
textes. La plupart du temps les exercices sont de difficulté croissante dans chaque sous-partie, mais cela reste
approximatif et subjectif.

Le choix de ces exercices est largement inspiré de feuilles de TD de professeurs de MPSI ou de pages d’autres
colleurs. Pour toute question ou pour toute erreur dans ce qui suit, n’hésitez pas à me contacter à l’adresse
suivante : sacha[dot]quayle[at]ens-rennes.fr.

1 Ensembles, applications

Exercice.
Soient E,F des ensembles et f : E Ñ F une application. Montrer que f est injective si et seulement si :
@A Ă E, f´1pfpAqq “ A.

Solution. On procède par double implication. Supposons que f est injective et soit A Ă E.

• Si x P A, alors fpxq P fpAq, donc x P f´1pfpAqq.

• Réciproquement, si f P f´1pfpAqq, alors fpxq P fpAq, donc il existe a P A tel que fpxq “ fpaq et par
injectivité de f on a alors x “ a P A.

Inversement, supposons : @A Ă E, f´1pfpAqq “ A. Soient x, y P E tel que fpxq “ fpyq. En considérant
A “ txu, on a fpAq “ tfpyqu, donc y P f´1pfpAqq “ A “ txu, d’où x “ y.

Exercice.
Soient E,F,G des ensembles de f : F Ñ G une application. Montrer que f est injective si et seulement si :

@g, h : E Ñ F, f ˝ g “ f ˝ h ùñ g “ h.

Solution. On procède par double implication. On suppose que f est injective. Soient g, h : E Ñ F des
applications telles que f ˝ g “ f ˝ h. Alors, pour tout x P E, fpgpxqq “ fphpxqq, d’où par injectivité de f , on
a gpxq “ hpxq. D’où g “ h.

Inversement, on suppose : @g, h : E Ñ F, f ˝ g “ f ˝ h ùñ g “ h. Soient a, b P E tels que fpaq “ fpbq. On
considère g, h : E Ñ F définis par : @x P E, gpxq “ a et hpxq “ b. Alors f ˝ g “ f ˝ h, donc par hypothèse
g “ h, et donc a “ b. Donc f est injective.

Exercice.
Soient E,F des ensembles et f : E Ñ F une application.

1. Soient A,B des parties de E. Montrer que fpAXBq Ă fpAq X fpBq.

2. Montrer que f est injective si et seulement si pour toutes parties A,B de E, fpAXBq “ fpAq X fpBq.

3. Donner un exemple où l’inclusion est stricte.

Solution.

1. Soit y P fpAXBq : il existe x P AXB tel que y “ fpxq, ainsi y P fpAq X fpBq.
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2. On suppose d’abord f injective. Soient A,B des parties de E. On a déjà l’inclusion directe. Soit ainsi
y P fpAq X fpBq. Il existe alors a P A et b P B tels que y “ fpaq “ fpbq, ainsi par injectivité de f on
a a “ b P A X B, et donc y P fpA X Bq. Inversement, on suppose : pour toutes parties A,B de E,
fpA X Bq “ fpAq X fpBq. Soient x, y P E tels que fpxq “ fpyq. On pose A : txu et B “ tyu. Si par
l’absurde x ‰ y, alors A X B “, donc “ fpA X Bq “ fpAq X fpBq “ tfpxqu ‰, d’où la contradiction.
Donc x “ y.

3. Il suffit de prendre A,B disjoints et f constante.

Exercice.
Soient E un ensemble et f : E Ñ E telle que f ˝ f ˝ f “ f . Montrer que f est injective si et seulement si f
est surjective.

Solution. Si f est injective, alors f ˝ f “ id, donc f est surjective. Si f est surjective : soient x, y P E tels
que fpxq “ fpyq. Il existe x1, y1 dans E tels que x “ fpx1q et y “ fpy1q, et ainsi : x “ fpx1q “ f ˝ f ˝ fpx1q “
fpfpxqq “ fpfpyqq “ f ˝ f ˝ fpy1q “ fpy1q “ y, donc f est injective.

Exercice.
Soient E et F des ensembles et f : E Ñ F une application.

1. Soient A,B des parties de E. Si f est injective sur A et B, l’est-elle sur AYB ?

2. Soit pAnqnPN une suite de parties de E. On suppose que E “
Ť

nPNAn et que la suite pAnqn est
croissante pour l’inclusion. Montrer que si f est injective sur An pour tout n P N, alors f est injective
sur E.

Solution.

1. Non (faire un dessin).

2. On suppose que f est injective sur tous les An. Soient x, y P E tels que fpxq “ fpyq. Puisque
E “

Ť

nPNAn, il existe n1, n2 P N tel que x P An1 et y P An2 . Quitte à échanger les rôles, on peut
supposer que n2 ě n1. Ainsi, par croissance de la suite pAnqnPN, on a x P An2

. D’où par injectivité de
f sur An2

, on obtient x “ y. D’où f est injective sur E.

2 Dénombrement

2.1 Raisonnements par récurrence

Exercice.

Montrer : @n P N,
řn
k“0 k

3 “

´

npn`1q
2

¯2

.

Solution. On démontre la propriété Ppnq : ”
řn
k“0 k

3 “

´

npn`1q
2

¯2

” par récurrence simple sur n ě 0 :

• Pp0q est vraie.

• Soit n ě 0. On suppose Ppnq. Alors
řn`1
k“0 k

3 “
řn
k“0 k

3 ` pn ` 1q3 “
´

npn`1q
2

¯2

` pn ` 1q3, par

hypothèse de récurrence. Or

ˆ

npn` 1q

2

˙2

` pn` 1q3 “ pn` 1q2
ˆ

n2

4
` pn` 1q

˙

“ pn` 1q2
ˆ

n` 2

2

˙2

,

d’où Ppn` 1q.
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Exercice.
On considère punqnPN la suite définie par u0 “ 0, u1 “ 1 et un`2 “ 5un`1 ´ 6un. Montrer :

@n P N, un “ 3n ´ 2n.

Solution. On démontre la propriété Ppnq : ”un “ 3n ´ 2n” par récurrence forte sur n ě 0 :

• Par définition de la suite punqně0, on a Pp0q et Pp1q.

• Soit n ě 0. On suppose Pp0q, ...,Ppn`1q. Par définition, on a un`2 “ 5un`1´6un, donc par hypothèse
de récurrence,

un`2 “ 5p3n`1 ´ 2n`1q ´ 6p3n ´ 2nq

“ 3np15´ 6q ´ 2np10´ 6q

“ 9.3n ´ 4.2n

“ 3n`2 ´ 2n`2,

d’où Ppn` 2q (on aurait aussi pu le démontrer par récurrence double).

Exercice.
Montrer que pour tout x P r0, 1s et pour tout n P N :

1´ nx ď p1´ xqn ď
1

1` nx
.

Solution. On démontre la propriété Ppnq : ”@x P r0, 1s, 1´nx ď p1´xqn ď 1
1`nx” par récurrence simple sur

n ě 0 :

• On a 1 ď 1 ď 1, donc Pp0q est vraie.

• Soit n ě 0. On suppose Ppnq. Soit x P r0, 1s. D’une part,

p1` pn` 1qxqp1´ xqn`1 “ p1` nxqp1´ xqnp1´ xq ` xp1´ xqn`1

ď 1.p1´ xq ` xp1´ xqn`1

par hypothèse de récurrence. On a aussi 1´x ď 1, donc p1´xqn`1 ď 1. D’où p1`pn`1qxqp1´xqn`1 ď

1´ x` x “ 1, d’où la deuxième inégalité. Pour la première, on a

p1´ xqn`1 “ p1´ xqnp1´ xq ě p1´ nxqp1´ xq

par hypothèse de récurrence. Or p1´ nxqp1´ xq “ 1´ pn` 1qx` nx2 ě 1´ pn` 1qx, d’où la première
inégalité. D’où Ppn` 1q.

2.2 Coefficients binomiaux

Exercice.
Soit n P N˚. Déterminer le cardinal des ensembles tpi, jq P N2, 1 ď i ă j ď nu et tpi, jq P N2, 1 ď i ď j ď nu.

Solution. On note A “ tpi, jq P N2, 1 ď i ă j ď nu, B “ tpi, jq P N2, 1 ď i “ j ď nu et C “ tpi, jq P N2, 1 ď
j ă i ď nu. Les ensembles A,B et C forment une partition de t1, ..., nu2, donc |A| ` |B| ` |C| “ n2, avec

|C| “ |A| et |B| “ n, donc on en déduit |A| “ npn´1q
2 , puis |tpi, jq P N2, 1 ď i ď j ď nu| “ |AYB| “ npn`1q

2 .

Exercice (*).
Soit n P N˚. On considère les sommes S “

řn
p“0, p pair

`

n
p

˘

et T “
řn
p“0, p impair

`

n
p

˘

. Calculer S`T et S´T .
En déduire S et T .
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Solution. On a S ` T “
řn
p“0

`

n
p

˘

“ p1 ` 1qn “ 2n et S ´ T “
řn
p“0, p pair

`

n
p

˘

´
řn
p“0, p impair

`

n
p

˘

“
řn
p“0p´1qp

`

n
p

˘

“ p1´ 1qn “ 0. Ainsi on en déduit S “ T et 2S “ 2n, d’où S “ T “ 2n´1.

Exercice.
Soit n P N˚.

1. Justifier :
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“
řn
p“0pn´ pq

`

n
p

˘

. En déduire la somme
řn
p“0 p

`

n
p

˘

.

2. Montrer : @p P t1, ..., nu, p
`

n
p

˘

“ n
`

n´1
p´1

˘

. Retrouver ainsi la somme
řn
p“0 p

`

n
p

˘

.

3. Retrouver cette somme en dérivant la fonction t ÞÑ
řn
p“0

`

n
p

˘

tp.

Solution.

1. On réindexe la somme et on utilise la propriété de symétrie :
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“
řn
p“0pn ´ pq

`

n
n´p

˘

“
řn
p“0pn´ pq

`

n
p

˘

. On en déduit 2
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“
řn
p“0 n

`

n
p

˘

“ n2n, donc
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“ n2n´1

2. On a : pour tout p P t1, ..., nu,

p

ˆ

n

k

˙

“ p
n!

p!pn´ pq!
“ n

pn´ 1q!

pp´ 1q!pn´ pq!

“ n
pn´ 1q!

pp´ 1q!pn´ 1´ pp´ 1qq!
“ n

ˆ

n´ 1

p´ 1

˙

.

On en déduit
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“
řn
p“1 p

`

n
p

˘

“
řn
p“1 n

`

n´1
p´1

˘

“
řn´1
p“0 n

`

n´1
p

˘

“ n2n´1.

3. On note f : t ÞÑ
řn
p“0

`

n
p

˘

tp. Alors fptq “ p1` tqn et
řn
p“0 p

`

n
p

˘

“ f 1p1q “ np1` 1qn´1 “ n2n´1.

Exercice (*).

1. Montrer que pour tout p, q, r P N3,
řr
i“0

`

p
i

˘`

q
r´i

˘

“
`

p`q
r

˘

(formule de Vandermonde).

2. Soit n P N˚. Donner une expression simple de
řn
i“0

`

n
i

˘2
.

Solution.

1. On dénombre de deux façons différentes le nombre de parties à r élements d’un ensemble à p ` q
éléments, en découpant un tel ensemble comme la réunion deux ensembles disjoints à p et q éléments
respectivement.

2. On a :
řn
i“0

`

n
i

˘2
“
řn
i“0

`

n
i

˘`

n
n´i

˘

“
`

2n
n

˘

Rmq. On peut aussi démontrer la formule de Vandermonde par le calcul, en considérant le polynôme
P “ p1`Xqp`q “ p1`Xqpp1`Xqq en identifiant les termes de même degré.

Exercice.
Soit E un ensemble de cardinal fini n. Déterminer le cardinal de

tpA,Bq P PpEq, A Ă Bu.
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Solution. On a :

|tpA,Bq P PpEq, A Ă Bu| “
ÿ

tpA,BqPPpEq, AĂBu

1 “
ÿ

BPPpEq

ÿ

APPpEq,AĂB

1

“
ÿ

BPPpEq

|tA P PpEq, A Ă Bu| “
ÿ

BPPpEq

|PpBq|

“

n
ÿ

k“0

ÿ

BPPpEq,|B|“k

|B| “
n
ÿ

k“0

ÿ

BPPpEq,|B|“k

2k

“

n
ÿ

k“0

2k
ˆ

n

k

˙

“ 3n.

Exercice.
Montrer que pour tout n ě p,

n
ÿ

k“p

ˆ

k

p

˙

“

ˆ

n` 1

p` 1

˙

.

Solution. On démontre par récurrence simple sur n ě 0 la propriété Ppnq : ”@p ď n,
řn
k“p

`

k
p

˘

“
`

n`1
p`1

˘

”.

• La propriété Pp0q est vraie.

• On suppose Ppnq pn ě 0q. Soit p ě n` 1. Si p ě n, alors

n`1
ÿ

k“p

ˆ

k

p

˙

“

n
ÿ

k“p

ˆ

k

p

˙

`

ˆ

n` 1

p

˙

“

ˆ

n` 1

p` 1

˙

`

ˆ

n` 1

p

˙

“

ˆ

n` 2

p` 1

˙

,

par l’hypothèse de récurrence et la formule du triangle de Pascal. Et si p “ n` 1, alors la relation est
aussi vraie. D’où Ppn` 1q.

On peut aussi retrouver le résultat par des arguments de dénombrement :
`

n`1
k`1

˘

correspond au nombre de
parties à k ` 1 éléments de t0, ..., nu. Or pour choisir cette partie, on peut commencer par choisir son plus
grand élément k (on aura alors k ě p), puis on choisit une partie à p éléments de t0, ..., k ´ 1u.

Exercice (nombres de Bell).
Pour n P N, on note Bn le nombre de partitions d’un ensemble fini de cardinal n. On pose B0 “ 1.

1. Calculer B1, B2, B3.

2. Démontrer : @n P N,

Bn`1 “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

Bk

Solution.

1. On a B1 “ 1, B2 “ 2 et B3 “ 5.

2. On fixe E un ensemble à n ` 1 éléments. Pour choisir une partition de E, on choisit d’abord une
première partie A de E, de cardinal k entre 1 et n` 1, puis on choisit une partition de l’ensemble EzA,
qui est de cardinal n´ k.
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3 Structures algébriques

3.1 Groupes

3.1.1 Sous-groupes

Exercice.
Montrer que H “ ta` b

?
2, a, b P Q, pa, bq ‰ p0, 0qu est un sous-groupe de pR˚,ˆq.

Solution. On a bien H Ă G et 1 “ 1` 0.
?

2 P H. Soient x “ a` b
?

2 P H et y “ a1 ` b1
?

2 P H. Alors :

xy “ pa` b
?

2qpa1 ` b1
?

2q “ paa1 ` 2bb1q ` pab1 ` ba1q
?

2,

Avec aa1 ` 2bb1, ab1 ` ba1 P Q, et on n’a pas aa1 ` 2bb1 “ 0 et ab1 ` ba1 “ 0 (car sinon, on aurait xy “ 0, donc
x “ 0 ou y “ 0, ce qui est exclu par définition de H). Donc xy P H. D’autre part,

1

x
“

1

a` b
?

2
“

a´ b
?

2

pa` b
?

2qpa´ b
?

2q
“
a´ b

?
2

a2 ´ 2b2

(on a bien a2 ´ 2b2 ‰ 0 car
?

2 est irrationnel), ainsi

1

x
“

a

a2 ´ 2b2
´

b

a2 ´ 2b2

?
2,

avec a
a2´2b2 ,´

b
a2´2b2 P Q z p0, 0q, donc 1

x P H. Donc H est un sous-groupe de G.

Exercice.
Soit pG, .q un groupe.

1. Si x P G, montrer que CGpxq “ ty P G, xy “ yxu est un sous-groupe de G. CGpxq, formé des éléments
de G qui commutent avec x, est appelé le centralisateur de x.

2. Montrer que ZpGq “ tx P G, @y P G, xy “ yxu est un sous-groupe de G. ZpGq, formé des éléments de
G qui commutent avec tous les éléments de G, s’appelle le centre de G.

Solution.

1. On a CpGq Ă G et e P CpGq car xe “ ex. Soient y, z P CpGq. Alors

xpyzq “ pxyqz “ pyxqz “ ypxzq “ ypzxq “ pyzqx,

donc yz P CpGq. D’autre part,

xy “ yx ùñ y´1x “ xy´1,

donc y´1 P CpGq. Donc CpGq est un sous-groupe de G.

2. On a ZpGq Ă G et e P ZpGq car : @y P G, ey “ ye. Soient x1, x2 P ZpGq. Alors :

@y P G, px1x2qy “ ypx1x2q,

donc x1x2 P ZpGq. De même, x´1
1 P ZpGq. Donc ZpGq est un sous-groupe de G.
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Exercice (*) (opérations sur les sous-groupes).
Soient pG, .q un groupe et A,B des sous-groupes de G.

1. Montrer que AXB est un sous-groupe de G. Est-ce-que AYB est un sous-groupe de G ?

2. Montrer que AYB est un sous-groupe de G si et seulement si A Ă B ou B Ă A.

3. On note AB “ tab, a P A, b P Bu. Montrer que AB est un sous-groupe de G si et seulement si
AB “ BA.

4. On suppose que AB est un sous-groupe, que G est fini et que |A| ` |B| ą |G|. Montrer que AB “ G.

Solution.

1. On a A X B Ă G, et e P A, e P B car A,B sont des sous-groupes de G, donc e P A X B. Soient
x, y P AX B. Alors par propriétés des sous-groupes A et B, on a xy P A et xy P B, donc xy P AX B.
De même, x´1 P AXB. Donc AXB est un sous-groupe de G. La propriété n’est plus vraie pour l’union
: par exemple, 2Z et 3Z sont des sous-groupes de pZ,`q, on a 2, 3 P 2ZY 3Z, mais 2` 3 “ 5 R 2ZY 3Z.

2. Si A Ă B, alors A Y B “ B est bien un sous-groupe de G (de même si B Ă A). Réciproquement,
on suppose que A Y B est un sous-groupe de G. Supposons par l’absurde que l’on ait ni A Ă B, ni
B Ă A. Il existe alors x P A zB et y P B zA. Puisque x, y P AYB, alors par propriété de sous-groupe,
xy P AY B : on a alors xy P A ou xy P B. Supposons par exemple xy P A : alors y “ x´1xy P A car
A est un sous-groupe de G, d’où la contradiction. Si l’on suppose xy P B alors on obtient de la même
façon x P B, ce qui est contradictoire aussi. Donc on en déduit A Ă B ou B Ă A.

3. On suppose AB “ BA. Montrons que AB est un sous-groupe de G : on a AB Ă G et e “ e.e P AB.
Soient x “ ab P AB et y “ a1b1 P AB. Alors xy “ aba1b1, avec ba1 P BA “ AB, donc il existe
a2, b2 P AˆB tel que ba1 “ a2b2. Ainsi

xy “ aba1b1 “ apa2b2qb “ paa2qpb2bq P AB.

On a également x´1 “ b´1a´1 P BA “ AB. Ainsi, AB est un sous-groupe de G.

Réciproquement, on suppose que AB est un sous-groupe de G. Soit x “ ab P AB. Alors x´1 P AB
(propriété de sous-groupe), et x´1 “ b´1a´1, donc il existe a1, b1 P AˆB tel que b´1a´1 “ a1b1, et alors
x “ ab “ b1´1a1´1 P BA. D’où AB Ă BA. Si y “ ba P BA, alors y´1 P AB, donc par propriété de
sous-groupe, y P AB. D’où BA Ă AB. Donc AB “ BA.

4. Si G est fini et |A| ` |B| ą |G|, soit x P G. On cherche a P A tel que a´1x P B. Si par l’absurde pour
tout a P A, a´1x R B, alors ta´1x, a P Au Y B Ă G et donc |G| ě |ta´1x, a P Au| ` |B| “ |A| ` |B|,
d’où la contradiction.

Exercice.
Soit pG, .q un groupe. Pour a P G, on note τa : GÑ G défini par τapxq “ axa´1. Montrer que θ “ tτa, a P Gu,
muni de la loi de composition, est un sous-groupe de l’ensemble EndpGq des morphismes de groupes GÑ G.

Solution. On a bien θ Ă EndpGq : en effet, si a P G, @x, y P G, τapx.yq “ apx.yqa´1 “ axa´1aya´1 “

τapxqτapyq, donc τa est un morphisme de groupes. On a id “ τe P θ. Soient a, b P G. Alors : @x P
G, τa ˝ τbpxq “ τapbxb

´1q “ abxb´1a´1 “ pabqxpabq´1 “ τabpxq, donc τa ˝ τb P θ. En outre, L’application τa
est bijective car : @x P G, τa ˝ τa´1pxq “ τaa´1pxq “ x, et de même τa´1 ˝ τapxq “ x, donc on en déduit que
τa est bijective d’inverse τa´1 P θ. Ainsi, θ est bien un sous-groupe de EndpGq.
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3.1.2 Groupes finis

Exercice (*) (théorème de Lagrange).
Soient pG, .q un groupe fini et H un sous-groupe de G.

1. On définit sur G la relation „ définie par

x „ y ô Dh P H, y “ xh.

Montrer que „ est une relation d’équivalence sur G et déterminer les classes d’équivalence.

2. Montrer le théorème de Lagrange : |H| divise |G|.

3. En déduire que si x P G, alors x|G| “ e.

Solution.

1. La relation est réflexive (x „ x car x “ x.e), transitive (si x „ y et y „ z, alors y “ xh1 et z “ yh2

avec h1, h2 P H, donc z “ xph1h2q et x „ z), et symétrique (si x „ y, alors y “ xh avec h P H, donc
x “ yh´1, donc y „ x), donc „ est bien une relation d’équivalence sur G. Pour tout x P G, la classe
d’équivalence de x est Cpxq “ ty P G, Dh P H, y “ xhu “ txh, h P Hu “ xH.

2. On note tx1, ..., xnu un système de représentants pour la relation „. Alors on a la partition disjointe
G “

Ťn
i“1 Cpxiq, donc |G| “

řn
i“1 |Cpxiq| “

řn
i“1 |xiH|. Or, pour tout x P G, on a |H| “ |xH| : en

effet, l’application f : H Ñ H définie par fphq “ xh est une bijection (vérifier), donc |G| “
řn
i“1 |H| “

n|H|, donc |H| divise |G|.

3. On applique le théorème de Lagrange à H “ă x ą.

3.2 Morphismes de groupes

Exercice (*).
Déterminer tous les morphismes de pZ,`q dans lui-même. Lesquels sont injectifs ? Lesquels sont surjectifs ?

Solution. On effectue un raisonnement par analyse-synthèse.

1. Analyse : Soit f : ZÑ Z un morphisme de groupes. Alors fp0q “ 0 et pour tout n,m P Z, fpn`mq “
fpnq ` fpmq. Ainsi, fpnq “ fp1` ...` 1q “ nfp1q “ na avec a P Z.

2. Synthèse : Soit f : Z Ñ Z de la forme fpnq “ na avec a P Z. Alors fp0q “ 0, et pour tout n,m P Z,
on a fpn`mq “ pn`mqa “ na`ma “ fpnq ` fpmq, donc f est bien un morphisme de groupes.

Ainsi, les morphismes de Z dans lui-même sont les applications de la forme fapnq “ na avec a P Z. Pour
tout a ‰ 0, si fapnq “ 0, alors na “ 0, donc n “ 0. Ainsi, les morphismes injectifs sont les fa pour a ‰ 0.

On a fa surjectif ô @m P Z, Dn P Z, m “ na ô Za “ Z ô a P t´1,`1u. Donc les morphismes surjectifs
sont f´1 et f1.

Exercice.
Soient G un groupe fini et ϕ : GÑ C˚ un morphisme de groupes. Calculer

ř

xPG ϕpxq.

Solution. Si ϕ est constante égale à 1, alors la somme vaut |G|. On suppose ainsi ϕ non constante. Alors il
existe g P G tel que ϕpgq ‰ 1. L’application x ÞÑ gx est une bijection de G, donc

ÿ

xPG

ϕpxq “
ÿ

xPG

ϕpgxq “ ϕpgq
ÿ

xPG

ϕpxq,

or ϕpgq ‰ 1, donc
ř

xPG ϕpxq “ 0.
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3.3 Le groupe symétrique

Exercice (*) (générateurs de Sn).
Soit n ě 1. Montrer à chaque fois que Sn est engendré par :

1. Les transpositions de Sn.

2. Les transpositions de la forme p1 iq pour i P J2, nK.

3. Les transpositions de la forme pi i` 1q pour i P J1, n´ 1K.

4. Les permutations p1 2q et p1 2...nq.

Solution.

1. Sn est engendré par les cycles, et tout cycle s’écrit comme produit de transpositions.

2. Pour tout pi, jq P J2, nK, pi jq “ p1 iqp1 jqp1 iq.

3. Pour tout i P J1, n´ 1K, p1 iq “ p1 2qp2 3q....pi´ 1 iq....p2 3qp1 2q.

4. On a : pour tout cycle pa1...apq et pour tout σ P Sn, σpa1...apqσ
´1 “ pσpa1q...σpapqq. Ainsi, en notant

σ “ p1 2...nq, on a p2 3q “ σp1 2qσ´1, p3 4q “ σp2 3qσ´1 “ σ2p1 2qσ´2, d’où le résultat par récurrence.

Rmq. La relation σpa1...apqσ
´1 “ pσpa1q...σpapqq est à connâıtre.

Exercice (groupe alterné).
Soit n ě 1. On note An le groupe alterné.

1. Montrer que si n ě 4, alors ZpAnq “ tidu.

2. Montrer que si n ě 5, alors An est engendré par les 3-cycles, et que les 3-cycles sont conjuguées dans
An.

Solution.

1. Soit γ ‰ id un élément de An : il existe i tel que γpiq ‰ i. Puisque n ě 4, il existe k R ti, γpiq, γ2piqu.
Soit σ “ pi γpiq kq. Alors σγpiq “ k et γσpiq “ γ2piq ‰ k, donc σγ ‰ γσ.

2. Sn est engendré par les transpositions, et An correspond aux permutations ayant un nombre pair de
transpositions dans la décomposition en produit de transpositions. Ainsi, il suffit de montrer que les
doubles transpositions s’écrivent comme produit de 3-cycles. Soient pi, j, k, lq P J1, nK. On considère la
permutation σ “ pi jqpk lq.

´ Si i “ k et j “ l, alors σ “ pi jq2 “ id “ γ3 pour tout 3-cycle γ.

´ Si i “ k et j ‰ l, alors σ “ pi jqpi lq “ pi j lq.

´ Si i, j, j, l sont distincts, alors σ “ pi k jqpi k lq.

Donc An est bien engendré par les 3-cycles. D’autre part, on sait que les 3-cycles sont conjugués dans
Sn (tous les cycles de même longueur sont conjugués) : si σ, σ1 P An sont des 3-cycles, il existe γ P Sn
tel que σ “ γσ1γ´1. Si γ P An, c’est gagné. Sinon, puisque n ě 5, il existe pi, jq P J1, nK qui ne sont
pas dans le support du 3-cycle σ1. Si on pose τ “ pi jq, on a alors

σ “ pγτqσ1pγτq´1, γτ P An,

donc c’est gagné. D’où les 3-cycles sont conjugués dans An.
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3.4 Anneaux, idéaux, corps

Exercice.

1. Montrer qu’un corps est intègre. Est-ce-qu’un anneau intègre est un corps ?

2. Montrer qu’un anneau intègre fini est un corps.

3. Soit A un anneau non nul commutatif.

(a) Montrer que A est un corps si et seulement si les seuls idéaux de A sont A et t0u.

(b) On suppose que A est intègre et n’a qu’un nombre fini d’idéaux. Montrer que A est un corps.

Solution.

1. Un corps est intègre (c’est du cours). La réciproque est fausse en général (par exemple, Z est intègre
mais n’est pas un corps).

2. Soient A est un anneau intègre fini, et x P A non nul. On considère l’application f : A Ñ A définie
par fpyq “ xy. Alors f est injective par intégrité de A, donc puisque A est fini, f est bijective : en
particulier, il existe y P A tel que xy “ 1, donc x est inversible et A est un corps.

3. (a) On suppose que A est un corps. Soit I un idéal non nul de A, montrons que I “ A. Soit x P A.
I est non nul donc il existe y P I non nul, et puisque A est un corps y est inversible. On a alors
x “ xy´1.y P I par définition d’un idéal, donc I “ A.
Réciproquement, on suppose que les seuls idéaux de A sont A et t0u. Soit x P A non nul. Alors
xA est un idéal de A, et x non nul donc xA ‰ t0u, donc xA “ A et en particulier il existe y P A
tel que xy “ 1, donc x est inversible.

(b) Soit x P A non nul. Alors pour tout k P N, xkA est un idéal de A. Puisque A n’a qu’un nombre
fini d’idéaux, il existe k ă l tels que xkA “ xlA : il existe donc a, b P A tels que xka “ xlb, et
donc x.xl´k´1 “ ab´1. Donc x est inversible et A est un corps.

Exercice (*) (anneau des entiers de Gauss).
On note Zris “ ta` ib, pa, bq P Z2u.

1. Montrer que Zris est un anneau.

2. Déterminer les endomorphismes d’anneaux Zris Ñ Z et Zris Ñ Zris.

3. Déterminer Zrisˆ.

Solution.

1. Ok.

2. Si par l’absurde φ : Zris Ñ Z est un morphisme d’anneaux, alors 0 ď φpiq2 “ φp´1q “ ´1, d’où la
contradiction. Si φ : Zris Ñ Zris est un morphisme, alors φp1q “ 1 et φpiq2 “ φpi2q “ φp´1q “ ´1,
donc φpiq “ i ou φpiq “ ´i. Dans le premier cas, on trouve φ : z ÞÑ z et dans le deuxième cas on trouve
φpzq “ z. Inversement, ce sont bien des morphismes de Zris.

3. Pour déterminer Zrisˆ, on considère pour tout z P Zris, Npzq “ |z|2. Alors pour tout z P Zris, Npzq P N.
Ainsi, si z P Zrisˆ, il existe z1 P Zris tel que zz1 “ 1, et donc NpzqNpz1q “ Npzz1q “ Np1q “ 1, donc
Npzq “ 1. Ainsi, si on écrit z “ a ` ib, on a a2 ` b2 “ 1, donc pa, bq P tp0, 1q, p0,´1q, p1, 0q p´1, 0qu,
c’est-à-dire z P t˘i, ˘1u. Inversement, ces éléments sont bien des éléments inversibles de Zris. Donc
Zris “ t˘i, ˘1u.
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Exercice (anneau de Boole).
Soit A un anneau non nul tel que pour tout x P A, x2 “ x.

1. Montrer que A est commutatif.

2. Déterminer A dans le cas où A est intègre.

Solution.

1. Si x, y P A, alors px` yq2 “ x` y, donc en développant on obtient xy ` yx “ 0, donc xy “ ´yx. Or,
pour tout z P A, z “ z2 “ p´zq2 “ ´z, d’où xy “ yx et A est commutatif.

2. On suppose A intègre. Alors : @x P A, xpx´ 1q “ 0, donc x “ 0 ou x “ 1. Ainsi, A “ t0u ou t0, 1u.

Exercice (idéaux premiers et maximaux).
Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.

1. On dit que l’idéal I est premier si I ‰ A et : @x, y P A, xy P I ùñ x P I ou y P I.

(a) Montrer que I est premier si et seulement si l’anneau quotient A{I est intègre.

(b) On suppose que tout idéal de A est premier. Montrer que A est un corps.

2. On dit que l’idéal I est maximal si pour tout idéal J tel que I Ă J , on a J “ I ou J “ A. Montrer que
I est maximal si et seulement si A{I est un corps.

3. Quels sont les idéaux premiers de Z ? Les idéaux maximaux ?

Solution.

1. (a) On a xy P I si et seulement si xy “ 0, d’où l’équivalence.

(b) Si x P A est non nul, alors I “ x2A est un idéal de A, donc il est premier. On a x2 P I, donc x P I
: il existe a P A tel que x “ x2a, donc xp1 ´ xaq “ 0. Or A est intègre car par hypothèse l’idéal
t0u est premier, donc puisque x ‰ 0 on a xa “ 1 et x est inversible. Donc A est un corps.

2. On suppose I maximal. Soit x P A{I non nul. On considère l’idéal J “ I ` x.A engendré par I et x.
On a I Ă J et J ‰ I (car x R I), donc J “ A : en particulier il existe y P I et a P A tel que y` xa “ 1,
et donc xa “ 1, donc x est inversible. Réciproquement, on suppose que A{I est un corps. Soit J un
idéal tel que I Ă J et I ‰ J : il existe x P J avec x R I, donc x ‰ 0, donc x est inversible : il existe
y P A{I tel que xy “ 1, c’est-à-dire 1´ xy P I, donc 1 P J . Ainsi, J “ A et I est maximal.
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4 Arithmétique

Exercice. On s’intéresse au système suivant dans Z : (1)

"

x ” 1r3s
x ” 5r11s

1. Trouver une relation de Bézout entre les entiers 3 et 11.

2. En déduire une solution particulière du système (1).

3. Trouver toutes les solutions de (1).

Solution.

1. On trouve : 11.p´1q ` 3.p4q “ 1.

2. Si x est une solution de (1), on a alors x “ 3k ` 1 “ 11q ` 5, où k, q P Z. On a alors 3.k ´ 11.q “ 4.
Or, d’après la question 1, on a 11.p´4q ` 3.p16q “ 4, donc si on prend k “ 16 et q “ 4, on obtient une
solution particulière de (1) : x0 “ 49.

3. Soit x une solution de (1). On a alors x ” 1r3s et x ” 5r11s. On a alors x “ 3k`1 “ 11q`5, où k, q P Z,
donc 3k´ 11q “ 4. Puisque x0 est une solution particulière, on a également 3.p16q ` 11.p´4q “ 4, donc
en soustrayant les deux égalités, 3pk´ 16q´ 11pq´ 4q “ 0. On obtient alors 3|11pq´ 4q, or 3 et 11 sont
premiers entre eux, donc 3|pq´4q, c’est à dire q “ 3n`4 où n P Z. De la même façon, k “ 11n1`16 où
n1 P Z. Finalement, x “ 11p3n` 4q ` 5 “ 33n` 49. Réciproquement, tout entier de la forme 33n` 49
est congru à 1 modulo 3 et à 5 modulo 11.

Exercice (*).

1. Soit pG, .q un groupe abélien, et x, y P G. On suppose que x est d’ordre a, et y est d’ordre b, avec
a^ b “ 1. Montrer que xy est d’ordre ab.

2. Soit K un corps commutatif de cardinal fini n ě 1. On note m le ppcm des ordres des éléments de
pK˚, .q. Montrer qu’il existe un élément dans K d’ordre m (indication : on commencera par décomposer
m en produit de nombres premiers).

Solution.

1. On note k l’ordre de xy. Puisque pxyqab “ xabyab “ 1 (car G est abélien), on a k|ab. Montrons que
ab|k. On a pxyqk “ 1, donc xk “ y´k et yk “ x´k. On a ainsi xkb “ 1 et yka “ 1, donc a|kb et b|ka.
Or a et b sont premiers entre eux, donc a|k et b|k. De même puisque a et b sont premiers entre eux, on
a donc ab|k. D’où k “ ab.

2. On écrit la décomposition de m en produit de nombres premiers : m “
śr
i“1 p

αi
i . D’après la question

précédente, si on trouve pour tout i P J1, rK un élément xi d’ordre pαii , alors par récurrence, x “
śr
i“1 xi

est d’ordre m. Or, pour tout i P J1, rK, par définition de m, il existe yi d’ordre pki qi, où qi est un entier
non multiple de pi et k “ αi : en effet, pour tout y P G on peut écrire son ordre sous la forme pki q
où pi ne divise pas q. Si par l’absurde on a toujours k ă αi, alors pki

śr
j“1, j‰i p

αj
j serait un multiple

commun à tous les ordres des éléments de G, d’où la contradiction par définition du ppcm. Ainsi, il
existe yi d’ordre pki qi. Dans ce cas, l’élément x “ yqi est d’ordre pαii , et c’est gagné.
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Exercice (*) (indicateur d’Euler).
Si n ě 1, on définit l’indicateur d’Euler de n par la formule :

ϕpnq “ |tk P J1, nK, k ^ n “ 1u|.

1. (a) Déterminer les éléments inversibles de Z{nZ.

(b) Quel est le lien avec l’indicateur d’Euler ?

2. (a) Calculer ϕppαq pour p premier et α ě 1.

(b) Montrer que si n,m sont des entiers non nuls premiers entre eux, alors ϕpnmq “ ϕpnqϕpmq.

(c) En déduire ϕpnq pour tout n ě 1.

3. (a) Pour tout d P Dn (l’ensemble des diviseurs de n), on pose Ad “ tk P J1, nK, k^n “ du. Déterminer
le cardinal de Ad.

(b) Démontrer la formule n “
ř

dPDn ϕpdq.

Solution.

1. C’est du cours. On a ϕpnq “ |pZ{nZqˆ|.

2. (a) Puisque p est premier, un entier k ď pα est premier avec p si et seulement si p ne divise pas k. Ainsi,
ϕppαq “ pα ´ |D|, où D “ tk P J1, pαK, p|k. Or un entier k P D s’écrit k “ pl, avecl P J1, pα´1K,
d’où |D| “ pα´1 et ϕppαq “ pα ´ pα´1.

(b) Les anneaux Z{nZ ˆ Z{mZ et Z{nmZ sont isomorphes d’après le théorème chinois, donc on
en déduit |pZ{nZqˆ| “ |pZ{nZqˆ ˆ pZ{mZqˆ| “ |pZ{nZqˆ|.|pZ{mZqˆ|, d’où l’égalité d’après la
question 1.

(c) On écrit la décomposition de n en produit de nombres premiers : n “
śr
i“1 p

αi
i , alors d’après les

deux questions précédentes, ϕpnq “
śr
i“1 ϕpp

αi
i q “

śr
i“1pp

αi
i ´ pαi´1

i q “ n
śr
i“1p1´

1
pi
q.

3. (a) On a une bijection f : Ad Ñ tl P J1, nd K, l ^ n
d “ 1u donnée par fpkq “ k

d , ainsi Ad est de cardinal
ϕpnd q.

(b) On a la partition n “ YdPDnAd, donc n “
ř

dPDn |Ad| “
ř

dPDn ϕpn{dq “
ř

dPDn ϕpdq.

Exercice (*) (infinité de nombres premiers).

1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

2. (a) Montrer que si un entier n est congru à 3 modulo 4, alors il admet un facteur premier congru à 3
modulo 4.

(b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus à 3 modulo 4.

Solution.

1. Si par l’absurde il existe un nombre fini de nombres premiers p1, ..., pN ě 2, alors on considère n “
śN
i“1 pi ` 1 : n est un entier différent de p1, ...pN , donc n n’est pas premier : il existe k tel que pk|n.

Or pk|
śN
i“1 pi, donc on aurait pk|1, d’où la contradiction.

2. (a) On remarque pour commencer que tout facteur premier différent de 2 est congru à 1 ou 3 modulo
4, et n est congru à 3 modulo 4, donc est impair, donc 2 n’est pas un facteur premier de n. Ainsi,
si par l’absurde n est congru à 3 modulo 4, mais tous les diviseurs premiers de n ne le sont pas,
alors ils sont tous congrus à 1 modulo 4, donc leur produit aussi. D’où la contradiction. Donc n
admet un facteur premier congru à 3 modulo 4.

(b) On suppose par l’absurde qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congrus à 3 modulo 4,

on les note p1, ..., pN . On considère n “ 4
śN
i“1 pi´1, alors n est congru à 3 modulo 4, donc par la

question précédente, il existe k tel que pk est congru à 3 modulo 4 et pk|n, ainsi on aurait pk| ´ 1,
d’où la contradiction.
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Exercice (*).
Soit p ě 2 un nombre premier.

1. Montrer que pour tout k P J1, p´ 1K, p|
`

p
k

˘

.

2. En déduire une autre preuve du petit théorème de Fermat : @n ě 1, np ” nrps.

Solution.

1. Soit k P J1, p ´ 1K. On a
`

p
k

˘

“
ppp´1q...pp´k`1q

k! , donc p|k!
`

p
k

˘

. Or, pour tout l P J1, kK, p ^ l “ 1, donc

d’après le théorème de Gauss on obtient p|
`

p
k

˘

.

2. On démontre la propriété par récurrence sur n ě 1 : si n “ 1 c’est vrai. Si on suppose la propriété
vraie au rang n, alors

pn` 1qp “
p
ÿ

k“0

ˆ

p

k

˙

nk,

or d’après la question 1, pour k P J1, p´ 1K, on a p|
`

p
k

˘

, donc pn` 1qp ” np ` 1rps, et par hypothèse de
récurrence on obtient donc pn` 1qp ” n` 1rps.
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5 Nombres complexes

Exercice (*) (noyaux de Dirichlet et de Féjer).
Calculer pour tout n ě 1 et x P R les sommes suivantes :

Dnpxq “
n
ÿ

k“´n

eikx, Knpxq “
1

n

n´1
ÿ

k“0

Dkpxq.

Solution. Pour la première somme, si x P 2πZ, alors la somme vaut 2n` 1. Sinon, on reconnâıt une somme
géométrique, on factorise ensuite par l’angle moitié au numérateur et au dénominateur pour faire apparâıtre

le sinus et on trouve : Dnpxq “
sinppN`1{2qxq

sinpx{2q .

Pour la deuxième somme, on fait la même distinction de cas, si x R 2πZ, on utilise ce qui précède, on écrit
sinpθq “ Impeiθq puis on utilise la linéairité de la partie imaginaire afin de se ramener à un calcul de somme

géométrique, puis on trouve Knpxq “
1
n

´

sinpNx{2q
sinpx{2q

¯2

.

Exercice.
Soit n ě 1 et p ě 1. On note Un l’ensemble des racines n-èmes de l’unité. Calculer :

ÿ

wPUn

wp,
ź

wPUn

w,
ÿ

wPUn

p1` wqn,
ÿ

wPUn

|w ´ 1|.

Solution. On a Un “ tzk, k P J0, n´1Ku où z “ e2iπ{n. Ainsi,
ř

wPUn w
p “

řn´1
k“0 z

pk “ zpn´1
zp´1 “ 0 car zn “ 1.

On a
ś

wPUn w “ z
řn´1
k“0 k “ eiπpn´1q “ p´1qn´1. On a

ÿ

wPUn

p1` wqn “
n´1
ÿ

k“0

p1` zkqn “
n´1
ÿ

k“0

n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙

zkl “
n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙ n´1
ÿ

k“0

zkl “ 2n,

d’après la première somme. Enfin, puisque pour tout k P J0, n´1K, on a |zk´1| “ 2| sinpkπ{nq| “ 2 sinpkπ{nq
(en factorisant par l’angle moitié), on obtient

ÿ

wPUn

|w ´ 1| “
n´1
ÿ

k“0

2 sinpkπ{nq “ 2 Im
n´1
ÿ

k“0

eikπ{n “ 2
cospπ{2nq

sinpπ{2nq
.
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6 Suites et séries

6.1 Suites numériques

Exercice.
Etudier la nature des suites suivantes et déterminer leur limite éventuelle :

1. un “
5n`p´1qn

2n`p´1qn`1

2. un “
lnpn`enq

n

3. un “
lnp1`

?
nq

lnp1`n2q

Solution. Le principe est de factoriser à chaque fois par le terme dominant.

1. On factorise au numérateur par 5n et au dénominateur par 2n, on trouve que la suite converge vers
5/2.

2. On factorise par en dans le ln puis on utilise le fait que ne´n ÝÑ
nÑ8

0 par croissance comparée, donc la

suite converge vers 1.

3. On factorise par
?
n et n2 dans le ln au numérateur et au dénominateur respectivement, on trouve que

la suite converge vers 1{4.

Exercice.
On fixe z0 P C et on considère la suite pznqn de nombres complexes défini par récurrence :

@n ě 1, zn “
zn´1 ` |zn´1|

2
.

Déterminer la limite de pznqn.

Solution. On écrit z0 sous forme exponentielle : z0 “ reiθ avec θ Ps0, 2πs (on pourrait aussi écrire z0 “ a` ib
mais vu la forme de la relation de récurrence la première forme simplifie les calculs). Alors :

z1 “
1

2
preiθ ` rq “

r

2
eiθ{2peiθ{2 ` e´iθ{2q “ r cospθ{2qeiθ{2,

donc par récurrence, on obtient

zn “ reiθ{2
n

n
ź

k“1

cospθ{2kq.

Or, par récurrence et en utilisant la formule cospaq sinpaq “ 1
2 sinp2aq, on a

sinpθ{2nq
n
ź

k“1

cospθ{2kq “
1

2n
sinpθq.

On trouve donc zn “
r sinpθq

2n sinpθ{2nqe
iθ{2n , donc, puisque sinpxq

x Ñ
xÑ0

0, on obtient

zn “ r
sinpθq

θ

θ{2n

sinpθ{2nq
eiθ{2

n

ÝÑ
nÑ8

r
sinpθq

θ
.

Exercice.
Montrer qu’une suite convergente à valeurs dans Z est stationnaire.
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Solution. Soit pxnqn une suite à valeurs dans Z qui converge vers x P R : pour ε “ 1{3 il existe N tel que
pour tout n ě N , |xn ´ x| ď 1{3. Alors :

@n ě N, |xn ´ xN | ď |xn ´ x| ` |xN ´ x| ď 2{3,

Or pxnqn est une suite à valeurs dans Z, donc on en déduit : @n ě N, xn “ xN . La suite est bien stationnaire.

Exercice (critère de d’Alembert).

Soit punqnPN une suite de réels strictement positifs telle que la suite
´

un`1

un

¯

nPN
converge vers l P R.

1. Si l ă 1, montrer que punqnPN converge et déterminer sa limite.

2. Si l ą 1, montrer que punqnPN diverge.

3. Que se passe-t-il si l “ 1 ?

Solution.

1. On suppose que l ă 1. Soit ε ą 0 : il existe N tel que pour tout n ě N ,
ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un
´ l

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε. Ainsi, en

particulier : un`1 ď pε`lqun. Par récurrence on obtient donc : pour tout n ě N, un`1 ď pε`lq
n´NuN .

On peut prendre pour commencer ε ą 0 tel que ε` l ă 1 (c’est à dire ε ă 1´ l), et dans ce cas on aura
alors un`1 ÝÑ

nÑ8
0. Donc la suite est convergente vers 0.

2. On suppose que l ą 1. Soit ε ą 0 : il existe N tel que pour tout n ě N ,
ˇ

ˇ

ˇ

un`1

un
´ l

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε. Ainsi, en

particulier : un`1 ě pl´εqun. Par récurrence on obtient donc : pour tout n ě N, un`1 ě pl´εq
n´NuN .

On peut prendre pour commencer ε ą 0 tel que l´ ε ą 1 (c’est à dire ε ă l´ 1), et dans ce cas on aura
alors un ÝÑ

nÑ8
8. Donc la suite diverge.

3. Si l “ 1, on ne peut rien conclure : par exemple si un “ n, on a un`1

un
ÝÑ
nÑ8

1, et la suite punqn diverge.

Et si un “ 1, alors un`1

un
ÝÑ
nÑ8

1, et la suite punqn converge (car elle est constante).

Exercice (*) (suites de Cauchy).
Une suite de nombres complexes punqnPN est dite de Cauchy si :

@ε ą 0, DN P N, @n,m ě N, |un ´ um| ď ε.

1. Montrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Montrer qu’une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente est convergente.

3. Montrer la réciproque de la question 1.

Solution.

1. On suppose que punqn converge vers u P C. Soit ε ą 0. Il existe alors N ě 0 tel que pour tout n ě N ,
|un ´ u| ď ε{2. Alors : pour tout n,m ě N , |un ´ um| ď |un ´ u| ` |u´ um| ď ε{2` ε{2 “ ε. Donc la
suite est de Cauchy.

2. Soit punqn une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente : il existe une extraction ϕ telle
que puϕpnqqn converge vers u P C. Soit ε ą 0. On a :

• uϕpnq ÝÑ
nÑ8

u donc il existe N1 P N tel que pour tout n ě N1, |uϕpnq ´ u| ď ε{2.

• La suite punqn est de Cauchy, donc il existe N2 P N tel que pour tout n,m ě N2, |un´um| ď ε{2.

On pose N “ maxpN1, N2q. Alors pour tout n ě N , on a ϕpnq ď n ď N , donc

|un ´ u| ď |un ´ uϕpnq| ` |uϕpnq ´ u| ď ε{2` ε{2 “ ε,

Donc la suite punqn converge.
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3. Si punqn est une suite de Cauchy, alors montrons qu’elle est bornée : il existe N P N tel que pour tout
n,m ě N , |un ´ um| ď 1. On pose M “ maxt|u0|, ..., |uN´1|, 1 ` |uN |u, alors on a par construction
que pour tout n P N, |un| ď M . Donc la suite punqn est bornée par M : par le théorème de Bolzano-
Weierstrass, elle admet alors une sous-suite convergente. D’après la question 2, elle est donc convergente.

Rmq. C’est un exo classique sur les suites, une application de ces résultats à un théorème de point fixe sera
donnée plus tard (c’est souvent plus facile de montrer qu’une suite est de Cauchy que de montrer directement
sa convergence puisqu’on n’a pas besoin de connâıtre sa limite).

Exercice (*) (théorème de Césaro).
Si punqnPN est une suite de nombres complexes. Pour tout n ě 1, on pose Sn “

řn
k“1 uk.

1. On suppose que un ÝÑ
nÑ8

a P C. Montrer que Sn
n ÝÑ

nÑ8
a.

2. La réciproque est-elle vraie ?

Solution.

1. On suppose d’abord que a “ 0. Soit ε ą 0. Alors il existe N tel que pour tout n ě N , |un| ď ε{2. Soit
n ě N . Alors :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

uk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

k“1

uk `
n
ÿ

k“N`1

uk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n

N
ÿ

k“1

|uk| `
1

n

n
ÿ

k“N`1

ε

ď
CN
n
` ε,

où CN “
řN
k“1 |uk| est une constante indépendante de n. On a donc CN

n ÝÑ
nÑ8

0, donc il existe N 1 P N

tel que pour tout n ě N 1, CN
n ď ε{2. Ainsi, pour tout n ě maxpN,N 1q,

ˇ

ˇ

Sn
n

ˇ

ˇ ď ε{2 ` ε{2 “ ε. Donc

on a bien Sn
n ÝÑ

nÑ8
0. Si a ‰ 0, alors on applique ce qui précède à la suite pun ´ aqn.

2. Non : par exemple si un “ p´1qn, alors Sn
n “ 1

n

řn
k“1p´1qk, donc Sn

n “ 0 si n est pair et Sn
n “ ´1

n

sinon, donc Sn
n ÝÑ

nÑ8
0, mais la suite punqn ne tend pas vers 0.

Exercice.
Soit f : N˚ Ñ N˚ une bijection telle que la suite

´

fpnq
n

¯

nPN˚
converge vers un réel l. Montrer que l “ 1.

Solution.

Exercice.
Soit punqnPN une suite de nombres réels. On suppose que un`1 ´ un ÝÑ

nÑ8
0. Montrer que l’ensemble des

valeurs d’adhérence de u est un intervalle.

Solution. Il faut montrer que si x, y sont deux valeurs d’adhérence de la suite u, alors tout élément de rx, ys
est une valeur d’adhérence de u.
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6.2 Séries numériques

Exercice.
Étudier la nature de la série de terme général un, avec :

1. un “
3n´n2

5n´2n , n ě 1.

2. un “
p´1qn lnpnq

n , n ě 1.

3. un “
`

1
2

˘

?
n
, n ě 0.

Solution.

1. On a un „
`

3
5

˘n
, et la série

ř
`

3
5

˘n
est convergente, donc d’après le théorème de comparaison des séries

à termes positifs (ici, tout est bien positif), la série
ř

un est convergente.

2. La suite punqn est alternée, et p|un|qn est une suite décroissante qui tend vers 0, donc d’après le théorème
de convergence des séries alternées, la série

ř

un est convergente.

3. On a : @n ě 1, un “ e´
?
n lnp2q, donc par croissance comparée, n2un ÝÑ

nÑ8
0, donc un “ o

`

1
n2

˘

, et la

série
ř

2
n2 est convergente (car 2 ą 1q, donc d’après le théorème de comparaison de séries à termes

positifs, la série
ř

un est convergente.

Exercice.
Soient

ř

un et
ř

vn deux séries de termes positifs convergentes. Montrer que les séries
ř?

unvn et
ř

maxpun, vnq convergent.

Solution. On a : @a, b P R, 0 ď pa´bq2 “ a2`b2´2ab, donc ab ď pa´bq2

2 . Ainsi, on en déduit
?
unvn ď

un`vn
2 ,

or les séries
ř

un et
ř

vn convergent, donc la série
ř?

unvn converge.
On a : @n ě 0, maxpun, vnq ď un ` vn car les termes des suites punqn et pvnqn sont positifs, donc de même
on en déduit que la série

ř

maxpun, vnq converge.

Exercice.
Soit punqnPN une suite de réels positifs.

1. Montrer que la fonction x ÞÑ x
1`x est croissante sur R`.

2. Montrer que les séries
ř

un et
ř un

1`un
sont de même nature.

Solution.

1. La fonction est dérivable sur R` de dérivée x ÞÑ p1`xq´x
p1`xq2 “ 1

p1`xq2 ě 0, donc la fonction est croissante

sur R`.

2. Si un ÝÑ
nÑ8

0, alors un „
un

1`un
(ce qui nous amène donc à faire une distinction de cas sur si un ÝÑ

nÑ8
0

ou pas). Dans ce cas, le théorème de comparaison de séries à termes positifs s’applique. Sinon, la série
ř

un est grossièrement divergente. Montrons ainsi que la série
ř un

1`un
est divergente. La suite punqn

ne converge pas vers 0, donc il existe ε ą 0 tel que pour tout N ě 0, il existe n ě N tel que un ě ε.

Alors, par croissance de la fonction à la question 1, on obtient un
1`un

ě ε
1`ε , donc la suite

´

un
1`un

¯

n
ne

tend pas vers 0, et donc la série
ř un

1`un
est grossièrement divergente, donc divergente.
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Exercice (critère de d’Alembert).

Soit punqnPN une suite de réels strictement positifs telle que la suite
´

un`1

un

¯

nPN
converge vers l P R.

1. Si l ă 1, montrer que la série
ř

un converge et déterminer sa limite.

2. Si l ą 1, montrer que la série
ř

un diverge.

3. Que se passe-t-il si l “ 1 ?

Solution. Reprendre la démonstration du critère de d’Alembert pour les suites. Si l “ 1, on considère les
séries

ř

1
n et

ř

1
n2 : dans les deux cas, l “ 1 mais la première est divergente et la deuxième convergente.

Exercice.
Si n ě 1, on pose un “

řn
k“1

1?
k
´ 2
?
n et vn “

řn
k“1

1?
k
´ 2
?
n` 1.

1. Justifier que la série
ř

kě1
1?
k

diverge. On se propose de trouver un équivalent de la suite des sommes

partielles.

2. Montrer que les suites punqn et pvnqn sont adjacentes.

3. En déduire un équivalent de
řn
k“1

1?
k

lorsque nÑ8.

Solution.

1. Séries de Riemann.

2. On a :

• un ´ vn “ 2p
?
n` 1´

?
nq ÝÑ

nÑ8
0.

• un`1 ´ un “
1?
n`1

´ 2p
?
n` 1 ´

?
nq “

´2n´1`2
?
npn`1q

?
n`1

. Or on a ´2n ´ 1 ` 2
a

npn` 1q ď

0 ô 4npn ` 1q ď p2n ` 1q2 ô 4n2 ` 4n ď 4n2 ` 4n ` 1, ce qui est toujours vrai, donc punqn est
décroissante. Par un argument analogue, on montre également que pvnqn est croissante.

Donc les suites sont adjacentes.

3. On en déduit donc que les deux suites convergent vers la même limite l, donc

řn
k“1

1?
k

2
?
n

ÝÑ
nÑ8

1,

d’où
řn
k“1

1?
k
„ 2

?
n.

Exercice (sommation des relations d’équivalence).
Soient punqn et pvnqn deux suites de réels positifs. On note Un “

řn
k“1 uk et Vn “

řn
k“1 vk les sommes

partielles associés. On suppose que la série
ř

vn diverge.

1. On suppose que un “
nÑ8

Opvnq. Montrer que Un “
nÑ8

OpVnq.

2. On suppose que un “
nÑ8

opvnq. Montrer que Un “ “
nÑ8

opVnq.

Solution. Utiliser les définitions des relations o et O ainsi que la définition de la divergence de séries (diver-
gence des sommes partielles).
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Exercice.
Soit α P R. Déterminer la nature de la série de terme général

un “
1

řn
k“1 k

α

Solution. Par comparaison série-intégrale, pour α ‰ ´1,
řn
k“1 k

α „ nα`1

α`1 . Si α ą 0, un „
α`1
nα`1 , donc la série

ř

un est absolument convergente. Si ´1 ă α ď 0, alors un „
α`1
nα`1 donc la série diverge. Si α “ ´1, alors

un „
1

lnpnq donc la série diverge. Si α ă ´1, alors punqn ne tend pas vers 0 donc la série est grossièrement

divergente.

Exercice (*).
Soient punqně1 et pvnqně1 deux suites de nombres complexes. On note pSnqně1 la suite des sommes partielles
de la suite pvnqně1.

1. On suppose que la série
ř

ně1pun`1 ´ unq converge absolument, que un ÝÑ
nÑ8

0 et que la suite pSnqně1

est bornée. Montrer que la série
ř

ně1 unvn converge.

2. Soit θ P Rz2πZ. Étudier la convergence de
ř cospnθq

n .

Solution. On utilise la formule de transformation d’Abel :

n
ÿ

k“1

ukvk “ unSn `
n´1
ÿ

k“1

puk ´ uk`1qSk.

Exercice.
Soit α ą 0. On pose pour n ě 1,

un “
8
ÿ

k“n`1

p´1qk

kα
.

Justifier que la suite punqně1 est bien définie, puis montrer la convergence de la série
ř

ně1 un.

Solution. La suite est bien définie grâce au critère des séries alternées. Si α ą 1, alors |un| ď
ˇ

ˇ

ˇ

p´1qn`1

pn`1qα

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1

nα ,

donc la série converge absolument.

Si α ď 1, alors d’après les séries alternées, un est du même signe que p´1qn`1

pn`1qα et donc (par la formule

|x| “ signepxqx), |un| “ p´1qn`1
ř8

k“n`1
p´1qk

kα . La suite punqnPN˚ est donc alternée et |un| ÝÑ
nÑ8

0. Pour

appliquer le critère des séries alternées, il suffit donc de montrer que la suite p|un|qně1 est décroissante. On
montre :

|un`1| ´ |un| “ p´1qn
8
ÿ

k“n`1

vk,

où vk “ p´1qk
´

1
kα ´

1
pk`1qα

¯

. La série
ř

vk est encore une série alternée, de terme général qui tend en valeur

absolue vers 0, et

|vk`1| ´ |vk| “
2

pk ` 1qα
´

1

pk ` 2qα
´

1

kα
ď 0

par convexité de la fonction t ÞÑ 1
tα . Ainsi, la série

ř

vk est alternée, donc son reste est du signe de son
premier terme, donc de p´1qn`1, donc |un`1| ´ |un| ď 0 et

ř

un est alternée, donc convergente.

MPSI1 Henri IV 23 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

Exercice.
Soit panqně1 une suite de nombres complexes telle que

ř

ně1
an
n converge absolument. On suppose :

@k P N˚,
8
ÿ

n“1

an
nk
“ 0.

Que peut-on dire de la suite panqně1 ?

Solution. Montrons que la suite est nulle : par l’absurde, si elle n’est pas nulle, on peut pose p le plus petit
entier tel que ap ‰ 0. Ainsi, pour tout k P N˚,

0 “
ap
pk
`

8
ÿ

n“p`1

an
nk
,

avec
ř8

n“p`1
an
nk
“

ř8

n“p`1

`

p
n

˘k
an “ p

ř8

n“p`1

`

p
n

˘k´1 an
n , donc

ˇ

ˇ

ˇ

ř8

n“p`1
an
nk

ˇ

ˇ

ˇ
ÝÑ
kÑ8

0, donc ap “ 0, d’où la

contradiction.

Exercice.
Soit

ř

un une série à termes ą 0. On note pour tout n P N˚, Sn “
řn
k“1 uk.

1. Soit α ą 1. Montrer que la série
ÿ un

Sαn
converge.

2. Soit α ď 1. On suppose que la série
ř

un diverge. Montrer que la série
ÿ un

Sαn
diverge. On pourra

utiliser le critère de Cauchy : si pvnqn est une suite de réels, la série
ř

vn converge si et seulement si

: @ε ą 0, DN P N, @p ą q ě N,
ˇ

ˇ

ˇ

řp
k“q vk

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε.

Solution.

1. On a un
Sαn
“

Sn´Sn´1

Sαn
ď
ş

Sn´1
Sn

1
tα dt, donc

n
ÿ

k“1

uk
Sαk

ď

ż Sn

S0

1

tα
dt,

donc la série est convergente.

2. La série
ř

un diverge, donc il existe N P N tel que Sn ě 1 pour tout n ě N . On a alors pour q ą p ě N ,
řq
k“p

uk
Sαk
ě

řq
k“p

uk
Sk
ě

řq
k“p uk

Sq
“

Sq´Sp
Sq

“ 1 ´
Sp
Sq

. Or, pour p ě N , il existe q ą p tel que Sq ě 2Sp,

donc :

@p ě N, Dq ě p,
q
ÿ

k“p

uk
Sαk

ě 1{2,

donc par le critère de Cauchy la série diverge.

Exercice.
Soit

ř

un une série à termes positifs. On pose pour tout n P N,

vn “
1

1` n2un
.

Si la série
ř

un converge, déterminer la nature de la série
ř

vn. Que peut-on dire si la série
ř

un diverge ?
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Solution. Montrons que la série
ř

vn diverge. Si n2un ÝÑ
nÑ8

`8, alors vn „
1

n2un
et
?
unvn „

1
n et la série

ř?
unvn diverge. Or d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

˜

n
ÿ

k“1

?
ukvk

¸2

ď

n
ÿ

k“1

uk

n
ÿ

k“1

vk,

donc la série
ř

vk diverge. Si n2un ne tend pas vers `8, alors vn ne tend pas vers 0 et donc la série est
grossièrement divergente.

Exercice.
On pose pour n ě 1, un “ p´1qn ln

`

1` 1
n

˘

. Montrer que la série
ÿ

ně1

un converge, puis calculer sa somme.

Solution. La série converge car un “
p´1qn

n `O
`

1
n2

˘

. Pour calculer la somme, on a

2p`1
ÿ

n“1

un “
p
ÿ

n“1

u2n `

p
ÿ

n“0

u2n`1 “

p
ÿ

n“1

ˆ

log

ˆ

2n` 1

2n

˙

´ log

ˆ

2n` 2

2n` 1

˙˙

´ logp2q,

donc
2p`1
ÿ

n“1

un “ log

ˆ

p2p` 1q!2

24ppp!q4pp` 1q

˙

´ logp2q “ 2 logpvpq,

où vp “
p2p` 1q!

22p`1{2pp!q2
?
p` 1

. Par la formule de Stirling, on a vp „

c

2

π

ˆ

2p` 1

2p

˙2p`1
1

e
, donc vp ÝÑ

pÑ8

b

2
π ,

donc
8
ÿ

n“1

un “ lnp2q ´ lnpπq.

6.3 Suites et topologie sur R

Exercice.
Démontrer qu’une partie A de R est compacte (au sens des suites) si et seulement si elle est fermée bornée.

Solution. Si A est fermée bornée : puisque A est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass de toute
suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de R, or A est fermée
donc d’après la caractérisation par les suites, cet élément appartient à A. Donc A est compacte.

Réciproquement, on suppose que A est compacte. Soit punqn P A
N une suite qui converge vers l P R, et mon-

trons que l P A. Puisque A est compacte, il existe une extraction ϕ telle que puϕpnqqn converge vers l1 P A. Or
on a aussi uϕpnq ÝÑ

nÑ8
l, d’où par unicité de la limite, l “ l1 P A. Donc A est fermée. Supposons par l’absurde

que A n’est pas bornée. Alors pour tout n ě 1, il existe un P A tel que |un| ě n. Alors toute suite extraite
punqn n’est pas bornée, donc n’est pas convergente, d’où la contradiction car A compacte. Donc A est bornée.

Exercice.
Soit A Ă R. Montrer que A est égal à l’intersection des fermés de R contenant A. En déduire que A est le
plus petit fermé de R contenant A. En déduire que si A Ă B, alors A Ă B.

Solution. Montrons ainsi : A “
Ş

F fermé, AĂF F . Soit x P A: il existe xn P A
N tel que xn ÝÑ

nÑ8
x. Soit F

un fermé de R contenant A. On a alors : @n P N, xn P F , donc d’après la caractérisation des fermés par les
suites, on a x P F . Donc x P

Ş

F fermé, AĂF F .

Réciproquement, on suppose que x R A : il existe un ouvert O de R contenant x tel que O X A “ H. Alors
O XA˝ “ H, donc OC YA est un fermé de R contenant A et x R OC XA. Donc x R

Ş

F fermé, AĂF F .
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Exercice (caractérisation séquentielle de la densité).
Une partie A de R est dite dense si pour tout x ă y P R, sx, yrXA ‰ H. Montrer que A est dense si et
seulement si pour tout x P R, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.

Solution. On suppose que A est dense. Soit x P R. Alors, pour tout n ě 1, sx ´ 1
n , x `

1
n rXA ‰ H, donc il

existe xn Psx´
1
n , x`

1
n rXA. Ainsi, pxnqn est une suite de A qui converge vers x.

Inversement, on suppose que pour tout x P R, il existe pxnqn une suite d’éléments de A qui converge vers x.
Soit alors x ă y P R et punqn une suite qui converge vers x`y

2 . Soit ε ą 0 tel que ε ă y´x
2 , alors il existe N

tel que |uN ´
x`y

2 | ă ε, alors on a uN Psx, yrXA. Donc A est une partie dense.

Exercice (*) (caractérisation séquentielle des fermés).
Soit F une partie de R. Montrer que F est fermée si et seulement si pour toute suite pxnqn P FN, si
xn ÝÑ

nÑ8
x P R, alors x P F .

Solution. On suppose que F est fermée. Soit pxnqn une suite à valeurs dans F qui converge vers x P R.
Montrons que x P F . Supposons par l’absurde que x R F . Alors en notant O “ FC , x P O et O est une
partie ouverte, donc par définition il existe ε ą 0 tel que sx´ ε, x` εrĂ O. Or xn ÝÑ

nÑ8
x, donc il existe N tel

que, pour tout n ě N , |xn ´ x| ă ε. Ainsi, pour tout n ě N , xn Psx´ ε, x` εr, donc xn P O, donc xn R F ,
d’où la contradiction. Donc x P F .

Inversement, on raisonne par contraposée : on suppose que F n’est pas fermée : par définition O “ FC n’est
pas ouverte, donc il existe x P O tel que pour tout ε ą 0, on n’a pas sx´ ε, x` εrĂ O, c’est à dire qu’il existe
yε Psx´ ε, x` εr tel que yε R O, i.e yε P F . En prenant ε “ 1

n pour tout n ě 1, on construit ainsi une suite
pynqn d’éléments de F qui tend vers x R O. On a donc le résultat voulu.

Exercice (*) (valeurs d’adhérence).
Soit punqnPN une suite de nombres réels.

1. Montrer que si punqnPN converge, alors elle admet une unique valeur d’adhérence.

2. La réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer que si punqn est une suite bornée qui diverge, alors elle admet au moins deux valeurs
d’adhérence. Quelle condition doit-on donc rajouter pour que la réciproque de la question 1 soit
vraie ?

Solution.

1. On suppose que la suite converge vers u P C. Soit l une valeur d’adhérence : il existe une sous-suite de
u qui converge vers l. Or la sous-suite converge aussi vers u, donc par unicité de la limite, u “ l. Donc
la suite admet une unique valeur d’adhérence.

2. Non : par exemple on considère la suite punqn définie par : u2p “ 1 et u2p`1 “ p. Alors elle possède
une unique valeur d’adhérence qui est 1 : en effet, si ϕ est une extraction, alors ou bien ϕpnq est impair
pour un nombre infini d’entiers n, au quel cas la suite puϕpnqqn est divergente. Ou bien ϕpnq est impair
pour un nombre fini d’entiers n, auquel cas ϕpnq est pair pour tout n assez grand, donc puϕpnqqn est
stationnaire égale à 1, donc convergente. Mais la suite ne converge pas, donc la réciproque est fausse.

3. D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, la suite admet une valeur d’adhérence l P C. Or la suite
diverge, donc ne tend pas vers l : il existe ε ą 0 tel que pour tout N P N, il existe n ě N tel
que |un ´ l| ą ε. On construit donc une extraction ϕ telle que : @n P N, |uϕpnq ´ l| ą ε. Alors la
suite puϕpnqqn est bornée, donc admet une valeur d’adhérence l1 ‰ l (car en passant à la limite, on a
|l ´ l1| ą ε ą 0). En particulier, l1 est une valeur d’adhérence de punqn, donc la suite possède bien au
moins deux valeurs d’adhérence différentes. On en conclut donc que la réciproque de la question 1 est
vraie si on suppose que la suite est bornée.
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7 Fonctions numériques

7.1 Limites et comparaisons

Exercice.
Déterminer les fonctions f : RÑ R périodiques vérifiant : Dl P R, fpxq Ñ

xÑ8
l.

Solution. Soit f : R Ñ R une telle fonction. On note T une période de f : @x P R, fpx ` T q “ fpxq. Soit
x P R, on a alors : @n ě 1, fpx ` nT q “ fpxq. Or x ` nT ÝÑ

nÑ8
`8, donc fpxq “ fpx ` nT q Ñ

nÑ8
l. Donc

fpxq “ l. Ainsi, f est constante égale à l.

Exercice (*) (théorème de point fixe de Picard).
Soit f : RÑ R une fonction K-lipschitzienne avec 0 ď K ă 1 (on dit alors que la fonction f est contractante).
On se propose de démontrer que f admet un unique point fixe.

1. On fixe u0 P R et on considère la suite définie par récurrence par : @n ě 0, un`1 “ fpunq. Montrer :

@l ě 2, |ul`1 ´ ul| ď Kl|fpu1q ´ fpu0q|.

En déduire que la suite de nombres réels punqn est de Cauchy.

2. En déduire que f admet un unique point fixe.

3. Soit g : RÑ R tel qu’il existe p tel que gp (la p-composée de g) est contractante. Montrer que g admet
un unique point fixe.

Solution.

1. On commence par remarquer que, par récurrence :

@l ě 2, |ul`1 ´ ul| “ |fpulq ´ fpul´1q| ď K|ul ´ ul´1| ď Kl|fpu1q ´ fpu0q|.

Soient n ą m P N. On calcule :

|un ´ um| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

l“m

pul`1 ´ ulq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n´1
ÿ

l“m

|ul`1 ´ ul| ď
n´1
ÿ

l“m

Kl|fpu1q ´ fpu0q| “
Km ´Kn

1´K
|fpu1q ´ fpu0q|,

Or Km
´Kn

1´K ď Km

1´K Ñ
mÑ8

0, donc la suite est bien de Cauchy.

2. La suite punqn est donc convergente : on note a sa limite. Alors, en faisant tendre n vers `8 dans la
relation un`1 “ fpunq et par continuité de f , on obtient fpaq “ a, donc f admet un point fixe. En
outre, si par l’absurde b ‰ a est un autre point fixe de f , alors |a´b| “ |fpaq´fpbq| ď K|a´b| ă |a´b|,
d’où la contradiction. Donc f admet un unique point fixe.

3. On applique ce qui précède à gp : il existe un unique a P R tel que gppaq “ a. Ainsi : gppgpaqq “
gpgppaqq “ gpaq, donc gpaq est aussi un point fixe de gp, donc par unicité, on a gpaq “ a. En outre, si
x est un point fixe de g, alors x est aussi un point fixe de gp, donc on a unicité : g admet un unique
point fixe.

7.2 Fonctions continues et uniformément continues

Exercice.
Soient A une partie de R, a P A et f : A Ñ R une fonction. Montrer que f est continue au point a si et
seulement si pour toute suite panqn P A

N convergeant vers a, on a fpanq ÝÑ
nÑ8

fpaq.
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Solution. On suppose que f est continue au point a. Soit panqn P A
N telle que an ÝÑ

nÑ8
a. Soit ε ą 0 : par

continuité de f en a, il existe δ tel que pour tout x P A, si |x ´ a| ď δ, alors |fpxq ´ fpaq| ď ε. Puisque
an ÝÑ

nÑ8
a, il existe N tel que pour tout n ě N, |an ´ a| ď δ, et ainsi :

@n ě N, |fpanq ´ fpaq| ď ε,

donc fpanq ÝÑ
nÑ8

fpaq.

Réciproquement, on raisonne par contraposée : on suppose que f n’est pas continue au point a : il existe
ε ą 0 tel que pour tout δ ą 0, il existe x P A tel que |x ´ a| ď δ et |fpxq ´ fpaq| ą ε. Ainsi : pour tout
n ě 1, il existe an P A tel que |an ´ a| ď 1

n et |fpanq ´ fpaq| ą ε. La suite panqn P A
N est donc une suite

convergeante vers a, mais pfpanqqn ne tend pas vers fpaq.

Exercice (*).
Soit f : RÑ R telle que : @x, y P R, fpx` yq “ fpxq ` fpyq.

1. On suppose que f est continue sur R. Déterminer f .

2. On suppose que f est croissante sur R. Déterminer f .

Solution. D’après l’hypothèse, on a : @n P N, fpnq “ nfp1q. Ainsi : @n,m P N˚, fpnq “ f
`

m n
m

˘

“ mf
`

n
m

˘

,

donc f
`

n
m

˘

“
fpnq
m “ n

mfp1q. On en déduit : @x P Q, fpxq “ xfp1q.

1. Soit x P R : par densité de Q, il existe pxnqn P QN telle que xn ÝÑ
nÑ8

x. Par continuité de f , on a alors

fpxnq ÝÑ
nÑ8

fpxq. Or fpxnq “ xnfp1q ÝÑ
nÑ8

xfp1q, donc par unicité de la limite, fpxq “ x. Ainsi, f est

de la forme fpxq “ xfp1q, et réciproquement toute fonction de cette forme convient.

2. Soit x P R. Par densité de Q, il existe pxnqn P QN et pynqn P QN des suites qui convergent vers
x telles que @n, xn ď x ď yn. Par croissance de f , on a alors : @n, fpxnq ď fpxq ď fpynq, or
fpxnq “ xnfp1q ÝÑ

nÑ8
xfp1q et fpynq “ ynfp1q ÝÑ

nÑ8
xfp1q, donc d’après le théorème des gendarmes, on

a fpxq “ xfp1q.

Exercice.
Déterminer les fonctions continues f : RÑ R vérifiant : @x P R, fpxq ´ fpx2 q “

x
2 .

Solution. En appliquant la formule avec x{2, on voit que fpx{2q ´ fpx{4q “ x{4. On montre par récurrence
que : @x P R, @n ě 1, fpxq ´ fp x2n q “

řn
k“1

x
2k

(formule sympa car on pourra exploiter la continuité de

f en faisant tendre n vers l’infini). Ainsi : fpxq ´ fpx{2nq “ x
1
2 ´

1
2n`1

1´ 1
2

ÝÑ
nÑ8

x. Or x
2n ÝÑ

nÑ8
0, donc

par continuité de f , on a fp x2n q ÝÑnÑ8
fp0q, d’où par unicité de la limite, on obtient fpxq ´ fp0q “ x. Donc

f est de la forme fpxq “ x`fp0q. Réciproquement, toute fonction de cette forme vérifie la relation de l’énoncé.

Exercice.
Soit f : R˚` Ñ R une fonction croissante telle que la fonction x ÞÑ fpxq

x est décroissante. Montrer que la
fonction f est continue sur R˚`.

Solution. Soient x ą 0, et pxnqn P pR˚`qN une suite qui converge vers x. On suppose que @n, xn ď x. Alors,

par croissance de f , on a fpxnq ď fpxq. D’autre part, par décroissance de x ÞÑ fpxq
x , on a fpxnq “ xn

fpxnq
xn

ě

xn
fpxq
x ÝÑ

nÑ8
fpxq, donc d’après le théorèmes des gendarmes, on a fpxnq ÝÑ

nÑ8
fpxq. Si : @n, xn ě x, alors

on obtient le même résultat par un raisonnement analogue. Sinon, on peut extraire deux suites pynq et
pznq avec yn ď x et zn ě x, alors d’après ce qui précède, on a fpynq ÝÑ

nÑ8
fpxq et fpznq ÝÑ

nÑ8
fpxq, donc

fpxnq ÝÑ
nÑ8

fpxq. Donc, d’après la caractérisation de la continuité par les suites, f est continue sur R˚`.
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Exercice.
Soit f : R Ñ R une fonction périodique non constante. On se propose de démontrer que f admet une plus
petite période, c’est-à-dire qu’il existe T ą 0 tel que f est T -périodique, et pour tout t ă T , f n’est pas
t-périodique. On considère l’ensemble des périodes de f : A “ tt ą 0, @x P R, fpx` tq “ fpxqu.

1. Justifier que A admet une borne inférieure. On la note T dans la suite.

2. Montrer que T ą 0. Conclure.

Solution.

1. f est périodique, donc A est non vide, et A est minorée (par 0), donc A admet bien une borne inférieure.

2. On suppose par l’absurde que T “ 0. On va montrer que dans ce cas, f est constante, ce qui serait
contradictoire. Il existe une suite ptnqn P A

N telle que tn ÝÑ
nÑ8

0 et pour tout n, tn ą 0. Soit x, y P R
avec x ‰ y. Montrons : @ε ą 0, |fpxq ´ fpyq| ď ε. La fonction f est continue, donc est continue
au point y : il existe δ ą 0 tel que pour tout z P R, si |z ´ y| ď δ, alors |fpxq ´ fpyq| ď ε. Or
tn ÝÑ

nÑ8
0, donc il existe N tel que tN ď δ. Or, il existe k P N tel que x ` ktN ď y ă x ` pk ` 1qtN ,

donc |px ` ktN q ´ y| ď tN ď δ, donc |fpx ` ktN q ´ fpyq| ď ε. Or tN P A, donc f est tN -périodique,
donc on en déduit |fpxq ´ fpyq| ď ε. Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on en déduit que fpxq “ fpyq
et f est constante, d’où la contradiction. Pour conclure, il reste juste à montrer que T P A : en
effet, il existe ptnqn P A

N telle que tn ÝÑ
nÑ8

T . Ainsi, en faisant tendre n vers `8 dans la relation :

@x P R, fpx` tnq “ fpxq, on en déduit par continuité de f que T P A.

Exercice (*).

1. Soit f : R Ñ R. Montrer que f est uniformément continue sur R si et seulement si pour toutes suites
pxnqn P RN et pynqn P RN, si xn ´ yn ÝÑ

nÑ8
0, alors fpxnq ´ fpynq ÝÑ

nÑ8
0.

2. Montrer que la fonction g : x ÞÑ sinpx2q n’est pas uniformément continue sur R.

Solution. C’est une caractérisation séquentielle de l’uniforme continuité, la preuve étant très similaire à la
caractérisation séquentielle de la continuité.

1. On suppose que f est uniformément continue : soient pxnqn et pynqn deux suites telles que xn´yn ÝÑ
nÑ8

0.

Soit ε ą 0 : il existe δ ą 0 tel que pour tout x, y P R, |x ´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε. Or
xn ´ yn ÝÑ

nÑ8
0, donc il existe N tel que pour tout n ě N, |xn ´ yn| ď δ, et alors |fpxnq ´ fpynq| ď ε,

donc fpxnq´fpynq ÝÑ
nÑ8

0. Réciproquement, on suppose que f n’est pas uniformément continue sur R :

il existe ε ą 0 tel que pour tout n ě 1, il existe xn, yn P R tel que |xn´yn| ď
1
n mais |fpxnq´fpynq| ą ε.

On a donc construit deux suites pxnqn et pynqn telles que xn ´ yn ÝÑ
nÑ8

0 mais fpxnq ´ fpynq ne tend

pas vers 0.

2. On pose xn “
?
nπ et yn “

a

nπ ` π{2 : alors on montre que xn´yn ÝÑ
nÑ8

0 mais sinpx2
nq´ sinpy2

nq “ 1

qui ne tend pas vers 0, donc la fonction g n’est pas uniformément continue.

Exercice.

1. Soient a P R, b P R et f : ra, brÑ R une fonction continue. On suppose que f admet une limite finie en
b. Montrer que f est uniformément continue sur ra, br.

2. Soit f : R Ñ R une fonction continue admettant des limites finies en ´8 et `8. Montrer que f est
uniformément continue sur R.
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Solution.

1. Si b P R, alors f se prolonge en une fonction continue sur ra, bs donc par le théorème de Heine, f est
uniformément continue. On suppose b “ `8. On note l la limite finie : fpxq ÝÑ

xÑ8
l. Soit ε ą 0 : il

existe A ą 0 tel que @x P ra,`8r, |x| ě A ùñ |fpxq´ l| ď ε. La fonction f est continue sur ra,A` 1s
donc est uniformément continue : il existe δ1 ą 0 tel que pour tout x, y P ra,A ` 1s, |x ´ y| ď δ1 ùñ
|fpxq ´ fpyq| ď ε{2. On pose δ “ minpδ1, 1q. Soit x, y P ra,8r tel que |x ´ y| ď δ. Montrons que
|fpxq ´ fpyq| ď ε.

• Si x P ra,As ou y P ra,As, alors puisque |x ´ y| ď δ ď 1, on a x, y P r0, A ` 1s, et alors on a
|x´ y| ď δ ď δ1, donc |fpxq ´ fpyq| ď ε.

• Si x, y P rA,8r, alors |fpxq ´ fpyq| ď |fpxq ´ l| ` |fpyq ´ l| ď ε.

Donc f est uniformément continue sur ra,8r.

2. On utilise la question 1.

7.3 Suites de fonctions

Exercice.
Pour tout n ě 0, on considère la fonction fn définie sur R` par : @x P R`, fnpxq “ e´nx sinpnxq. Etudier la
convergence uniforme de la suite de fonctions pfnqn sur R`, puis sur ra,8r avec a ą 0.

Solution. On commence par montrer que la suite de fonctions converge simplement sur R` vers la fonction
nulle. Ainsi, s’il y a convergence uniforme, c’est forcément vers la fonction nulle et donc }fn}8 ÝÑ

nÑ8
0.

On commence sur R` : il y a un problème en 0, en effet pour tout n ě 1, on a fn
`

π
2n

˘

“ e´π{2, donc

}fn}8 ě e´π{2 ą 0. Donc il n’y a pas convergence uniforme sur R`. Par contre, si a ą 0, alors on a :
@x ě a, |fnpxq| ď e´na, donc }fn}8 ď e´na ÝÑ

nÑ8
0, donc il y a convergence uniforme sur ra,8r.

Exercice (*).
Soient a ă b P R, K ą 0 et pfnqn une suite de fonctions K-lipschitziennes de ra, bs Ñ R. On suppose que la
suite pfnqn converge simplement vers une fonction f : ra, bs Ñ R. Montrer que la convergence est uniforme.

Solution. On commence par montrer que f est K-lipschitzienne : soit x, y P ra, bs. On a : @n ě 0, |fnpxq ´
fnpyq| ď K|x´ y|, donc en faisant tendre n vers l’infini on en déduit que f est K-lipschitzienne. Soit ε ą 0.
On fixe une subdivision a “ a1, ..., ap “ b de ra, bs de pas ă ε

K . Pour tout k P t1, ..., pu, on a fnpxkq ÝÑ
nÑ8

fpxq,

donc il existe Nk tel que pour tout n ě Nk, |fnpxkq´ fpxq| ď ε. On pose N “ maxpN1, ..., Npq. Soit n ě N .
Soit x P ra, bs : il existe k tel que x P rak, ak`1r, ainsi :

|fnpxq ´ fpxq| ď |fnpxq ´ fnpxkq| ` |fnpxkq ´ fpxkq| ` |fpxkq ´ fpxq|

ď L|x´ xk| ` ε`K|x´ xk|

“ 2K|x´ xk| ` ε

ď 3ε,

donc on en déduit }fn ´ f}8 ď 3ε, donc la convergence est bien uniforme.

Exercice (*) (un théorème de Dini).
Soient a ă b P R et pfnqn une suite croissante de fonctions continues sur ra, bs qui converge simplement sur
ra, bs vers une fonction f continue sur ra, bs. On souhaite démontrer que la convergence est en fait uniforme.
Pour ε ą 0 et n ě 0, on pose

Kn,ε “ tx P ra, bs, fpxq ´ fnpxq ą εu.

1. On suppose que pour tout ε ą 0, il existe n ě 0 tel que Kn,ε est vide. Montrer alors que la convergence
de pfnqn est uniforme.

2. Conclure.
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Solution.

1. On remarque que par croissance de la suite de fonctions, on a |fpxq ´ fnpxq| “ fpxq ´ fnpxq et
Kn`1,ε Ă Kn,ε, donc pour tout ε ą 0, il existe n0 ě 0 tel que pour tout n ě n0, Kn,ε est vide, c’est à
dire }fn ´ f}8 ď ε. Donc on a convergence uniforme.

2. Si par l’absurde la convergence n’est pas uniforme, alors par contraposée de la question précédente, il
existe ε ą 0 tel que pour tout n ě 0, Kn,ε n’est pas vide : il existe xn P Kn,ε. On a une suite de ra, bs
compact, donc il existe une sous-suite convergente : xϕpnq ÝÑ

nÑ8
l P ra, bs. Par continuité de f , on a

fpxϕpnqq ÝÑ
nÑ8

fplq et de même, si p P N, on a fppxϕpnqq ÝÑ
nÑ8

fplq. Ainsi, pour n assez grand (de sorte

que ϕpnq ą p),
fpxϕpnqq ´ fppxϕpnqq ě fpxϕpnqq ´ fϕpnqpxϕpnqq ą ε,

donc en faisant tendre n vers l’infini, on obtient 0 ą ε, d’où la contradiction.

7.4 Fonctions dérivables

Exercice.
Soit P P RrXs de degré impair, et f : R Ñ R une fonction de classe C8 telle que pour tout x P R et pour
tout n P N, |f pnqpxq| ď |P pxq|. Montrer que la fonction f est nulle.

Solution. P est de degré impair donc possède au moins une racine. Quitte à translater on peut supposer que
P p0q “ 0. On a alors pour tout n P N, f pnqp0q “ 0. Soit maintenant x P R` : pour tout n P N, la fonction f
est de classe Cn sur r0, xs, dérivable n` 1 fois sur s0, xr, donc d’après la formule de Taylor-Lagrange il existe

cn Ps0, xr tel que fpxq “ xn`1

pn`1q!f
pn`1qpcnq. Or : pour tout n P N, |f pn`1qpcnq| ď |P pcnq| ď sup

tPr0,xs

|P ptq| ă 8,

donc on en déduit en faisant tendre n vers l’infini que fpxq “ 0. On applique le même raisonnement si
x P R´. Donc f est nulle sur R.

Exercice.
Soit f : R` Ñ R une fonction continue, dérivable sur s0,8r telle que fp0q “ 0. On suppose que fpxq ÝÑ

xÑ8
0.

Montrer qu’il existe c Ps0,8r tel que f 1pcq “ 0.

Solution. Si f est nulle, OK. Sinon, quitte à considérer ´f , il existe a P R` tel que fpaq ą 0. On a
fpxq ÝÑ

xÑ8
0, donc par continuité de f , il existe b P R tel que fpbq “ fpaq. Ainsi, d’après le théorème de Rolle

sur sa, br, on en déduit le résultat.

Exercice.
Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction de classe C1 telle que fp0q “ 0 et fp1q “ 1. Montrer que pour tout n ě 1, il
existe 0 ă x1 ă ... ă xn ă 1 tels que f 1px1q ` ...` f

1pxnq “ n.

Solution. On applique la formule des accroissements finis entre i{n et pi` 1q{n pour tout 0 ď i ď n´ 1.

Exercice.
Soit n P N. On considère la fonction f : RÑ R définie par : @x P r´1, 1s, fpxq “ p1´x2qn et fpxq “ 0 sinon.
Déterminer la classe de f .
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Solution. On voit que pour tout k ă n, f est de classe Ck sur s´1, 1r, et f pkqpxq ÝÑ
xÑ˘1

0, donc f pkq se prolonge

en une fonction continue sur R, donc f est de classe Ck sur R. Par contre, on peut montrer par récurrence
sur k ď n que f pkq est de la forme f pkqpxq “ p2xqknpn´ 1q...pn´ k` 1qp1´ x2qn´k `Pkpxqp1´ x

2qn´ k ` 1
où P P RrXs est un polynôme. Ainsi, on a f pnqpxq ne tend pas vers 0 lorsque x ÝÑ

nÑ8
˘1, donc f n’est pas de

classe Cn.

Exercice.
Soit f : R Ñ R une fonction de classe C2. On suppose que les fonctions f et f2 sont bornées sur R. Pour
toute fonction bornée g : RÑ R, on note }g}8 “ sup

xPR
|gpxq|.

1. Montrer que la fonction f 1 est bornée sur R.

2. Donner une majoration de }f 1}8 en fonction seulement de }f}8 et }f2}8.

Solution.

1. On veut une inégalité faisant intervenir f , f 1 et f2 : on pense à l’inégalité de Taylor-Lagrange. Soit
x P R : pour tout h ą 0, en appliquant la formule entre x et x`h, on obtient : |fpx`hq´fpxq´hf 1pxq| ď
h2

2 }f
2}8, ainsi :

@x P R, |f 1pxq| ď
h

2
}f2}8 `

1

h
|fpx` hq ´ fpxq| ď

h

2
}f2}8 `

2}f}8
h

,

donc f 1 est bien bornée.

2. D’après ce qui précède, on a }f 1}8 ď h
2 }f

2}8 `
2}f}8
h pour tout h ą 0. On cherche la meilleure

majoration possible : on fait une étude de la fonction h ÞÑ h
2 }f

2}8 `
2}f}8
h : la fonction est de classe

C1 sur R` et admet un minimum en h “ 2
b

}f}8
}f2}8

, donc en en déduit }f 1}8 ď 2
a

}f}8}f2}8.

7.5 Fonctions convexes

Exercice (*).
Soient a ă b P R et f : ra, bs Ñ R une fonction convexe de classe C1 sur ra, bs. Montrer :

pb´ aqf

ˆ

a` b

2

˙

ď

ż b

a

fptqdt ď pb´ aq
fpaq ` fpbq

2
.

Solution. Pour la première inégalité, on utilise le fait que f est au-dessus de sa tangente en a`b
2 , puis on

intègre entre a et b. Pour la deuxième, on remarque que f est en-dessous de sa corde entre a et b, puis on
intègre.
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Exercice (*).

1. Soient I un intervalle de R et f : I Ñ R une fonction convexe. Démontrer l’inégalité de Jensen : pour
tout n ě 1, pour tout x1, ..., xn P I et pour tout λ1, ..., λn P r0, 1s tels que

řn
k“1 λk “ 1, on a

f

˜

n
ÿ

k“1

λkxk

¸

ď

n
ÿ

k“1

λkfpxkq.

2. Montrer que pour tout x1, ..., xn ą 0, 1` p
śn
k“1 xkq

1{n
ď p

śn
k“1p1` xkqq

1{n
.

3. Montrer que pour tout a1, ..., an ą 0 et b1, ..., bn ą 0, on a

˜

n
ź

k“1

ak

¸1{n

`

˜

n
ź

k“1

bk

¸1{n

ď

˜

n
ź

k“1

pak ` bkq

¸1{n

.

Solution.

1. On raisonne par récurrence : le cas n “ 1 et n “ 2 est immédiat par définition d’une fonction convexe.
On suppose la propriété vraie au rang n : soient x1, ..., xn`1 P I et λ1, ..., λn`1 P r0, 1s tels que
řn`1
k“1 λk “ 1. Alors : fp

řn`1
k“1 λkxkq “ fp

řn´1
k“1 λkxk`

ĂλnĂxnq où Ăλn “ λn`λn`1 et Ăxn “
λnxn`λn`1xn`1

λn`λn`1
.

Par hypothèse de récurrence puisque
řn´1
k“1 λk `

Ăλn “ 1, on obtient fp
řn`1
k“1 λkxkq ď

řn´1
k“1 λkfpxkq `

ĂλnfpĂxnq ď
řn`1
k“1 λkfpxkq.

2. La fonction f : x ÞÑ logp1 ` exq est convexe (sa dérivée seconde est positive) donc si x1, ..., xn ą 0, il
existe a1, ..., an tels que xk “ eak. En appliquant l’inégalité de Jensen avec les ai et la fonction f on
obtient l’inégalité voulue.

3. On remarque que p
śn
k“1 akq

1{n
` p

śn
k“1 bkq

1{n
“ p

śn
k“1 akq

1{n
ˆ

1`
´

śn
k“1

bk
ak

¯1{n
˙

puis on applique

la question 2.

Exercice (*).
Soient p, q ě 1 tels que 1

p `
1
q “ 1.

1. Soient x, y ą 0. Montrer que xy ď xp

p `
yq

q .

2. Soient a1, ..., an ą 0 et b1, ..., bn ą 0. Montrer :
řn
k“1 akbk ď p

řn
k“1 a

p
kq

1{p
p
řn
k“1 b

q
kq

1{q
(inégalité de

Hölder). Indication : on pourra commencer par le cas
řn
k“1 a

p
k “

řn
k“1 b

q
k “ 1.

3. On suppose que p ą 1. Montrer que p
řn
k“1pak ` bkq

pq
1{p
ď p

řn
k“1 a

p
kq

1{p
` p

řn
k“1 b

p
kq

1{p
(inégalité de

Minkowski).

Solution.

1. On utilise la concavité de la fonction log.

2. On suppose d’abord que
řn
k“1 a

p
k “

řn
k“1 b

q
k “ 1. Alors d’après la question 1 :

řn
k“1 akbk ď

1
p

řn
k“1 a

p
k`

1
q

řn
k“1 b

q
k “

1
p `

1
q “ 1, donc c’est OK. Dans le cas général, on pose Ăak “

ak

p
řn
k“1 a

p
kq

1{p de sorte que

řn
k“1 Ăak

p
“ 1. On pose de même rbk “

bk

p
řn
k“1 b

q
kq

1{q , alors on a
řn
k“1 Ăak

rbk ď 1, d’où l’inégalité voulue.

3. On écrit : pak` bkq
p “ pak` bkqpak` bkq

p´1, on obtient alors
řn
k“1pak` bkq

p “
řn
k“1 akpak` bkq

p´1`
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řn
k“1 bkpak ` bkq

p´1 donc d’après la question 2,

n
ÿ

k“1

pak ` bkq
p ď

˜

n
ÿ

k“1

apk

¸1{p˜ n
ÿ

k“1

pak ` bkq
pp´1qq

¸1{q

`

˜

n
ÿ

k“1

bpk

¸1{p˜ n
ÿ

k“1

pak ` bkq
pp´1qq

¸1{q

“

¨

˝

˜

n
ÿ

k“1

apk

¸1{p

`

˜

n
ÿ

k“1

bpk

¸1{p
˛

‚

˜

n
ÿ

k“1

pak ` bkq
p

¸1´ 1
p

D’où en divisant par p
řn
k“1pak ` bkq

pq
1´ 1

p l’inégalité voulue.
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8 Algèbre linéaire

8.1 Applications linéaires

Exercice (*).
Soient E un K-espace vectoriel et u P LpEq.

1. Montrer : Kerpuq= Kerpu2q si et seulement si KerpuqX Impuq “ t0u.

2. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que Kerpuq ‘ Impuq “ E ô Kerpu2q “ Kerpuq ô
Impu2q “ Impuq.

3. On considère u l’application sur RrXs définie par upP q “ P 1. Justifier que u P LpRrXsq et calculer
Impuq, Impu2q, Kerpuq et Kerpu2q.

Solution.

1. On suppose que Kerpuq “ Kerpu2q. Soit x P Kerpuq X Impuq : il existe y P E tel que x “ upyq, et
upxq “ 0. Ainsi, u2pyq “ 0, donc y P Kerpu2q, donc y P Kerpuq, d’où x “ 0. Donc KerpuqXImpuq “ t0u.

Réciproquement, on suppose que Kerpuq X Impuq “ t0u. Si x P Kerpuq, alors u2pxq “ up0q “ 0, donc
Kerpuq Ă Kerpu2q. Inversement, soit x P Kerpu2q : upupxqq “ 0, donc upxq P Kerpuq X Impuq “ t0u,
donc on en déduit que x P Kerpuq.

2. D’après le théorème du rang, KerpuqX Impuq “ t0u si et seulement si Kerpuq ‘ Impuq “ E, donc on
obtient la première équivalence d’après la question 1. Ensuite, si Impuq “ Impu2q, alors rgpuq “ rgpu2q

donc d’après le théorème du rang, Kerpuq et Kerpu2q ont la même dimension, or on a Kerpuq Ă Kerpu2q,
donc on a égalité, et réciproquement par les mêmes argments, si Kerpuq “ Kerpu2q alors Impuq “ Impu2q,
d’où l’équivalence des trois assertions.

Exercice (*).
Soient E un K-espace vectoriel et u P LpEq telle que pour tout x P E, la famille px, upxqq est liée. Montrer
que f est une homothétie.

Solution. Par hypothèse, pour tout x P E il existe λx P K tel que upxq “ λxx. Il suffit donc de montrer que
pour tout x, y P E non nuls, λx “ λy. Soient x, y P E non nuls.

1. Si x, y sont liés : il existe λ P K tel que x “ λy. Ainsi : λxx “ upxq “ λupyq “ λλyy “ λyx. Or x ‰ 0,
donc on en déduit λx “ λy.

2. Si x, y sont libres : on a λx`ypx` yq “ upx` yq “ upxq ` upyq “ λxx` λyy, d’où l’on déduit puisque
la famille px, yq est libre : λx “ λy “ λx`y.

Exercice.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Montrer qu’il existe u P LpEq telle que Kerpuq =
Impuq si et seulement si n est pair.

Solution. On suppose qu’il existe u P LpEq telle que Kerpuq = Impuq. Alors par le théorème du rang, on
a n “ dimKerpuq ` dimImpuq “ 2dimKerpuq, donc n est pair. Réciproquement, on suppose que n “ 2p
est pair. Soit pe1, ..., e2pq une base de E. On définit u P LpEq telle que pour tout i P t0, ..., p ´ 1u,
upe2i`1q “ e2i`2 et upe2i`2q “ 0. Alors on voit que Kerpuq “ Vectpe2, e4, ..., e2pq : l’inclusion réciproque

est évidente et si x P Kerpuq, alors en écrivant x “
ř2p
k“1 xkek, on obtient 0 “

řp´1
k“0 x2k`1e2k`1 donc

puisque la famille pe1, e3, ..., e2p´1q est libre, on en déduit que x2k`1 “ 0 et donc x P Vectpe2, e4, ..., e2pq.
En outre, Impuq Ă Vectpe2, e4, ..., e2pq donc par un argument de dimension en en déduit que Impuq “
Vectpe2, e4, ..., e2pq “ Kerpuq.
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Exercice.
Soient E0, ..., En des espaces vectoriels de dimensions finies respectives a0, ..., an P N˚. On suppose qu’il
existe des applications f0, ..., fn´1 telles que :

1. Pour tout k P t0, ..., n´ 1u, fk P LpEk, Ek`1q.

2. f0 est injective et fn´1 est surjective.

3. Pour tout k P t1, ..., n´ 1u, Kerpfkq = Im(fk´1).

Calculer
řn
k“0p´1qkak.

Solution. D’après le théorème du rang, on a : pour tout k P t1, ..., n ´ 1u, ak “ rgpfkq ` dimKerpfkq “
rgpfkq ` rgpfk´1q d’après l’hypothèse 3. Ainsi :

n
ÿ

k“0

p´1qkak “ a0 `

n´1
ÿ

k“1

p´1qkprgpfkq ` rgpfk´1qq ` p´1qnan

“ a0 ´ rgpf1q ´ rgpf0q ` rgpf2q ` rgpf1q ` ...` p´1qn´1prgpfn´1q ´ rgpfn´2qq ` an

“ a0 ´ rgpf0q ` p´1qn´1rgpfn´1q ` p´1qnan

Or d’après l’hypothèse 2, f0 est injective donc rgpf0q “ a0 et fn´1 est surjective, donc rgpfn´1q “ an, d’où
řn
k“0p´1qkak “ 0.

Exercice (*).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Soit u P LpEq nilpotent d’indice n, c’est à dire que
un “ 0 et il existe x P E tel que un´1pxq ‰ 0.

1. Montrer que β “ px, upxq, ..., un´1pxqq est une base de E.

2. Soit v P LpEq qui commute avec u. En écrivant vpxq dans la base β, montrer que v P

VectpidE , u, ..., u
n´1q.

3. En déduire l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u.

Solution.

1. Montrons que la famille est libre : soit λ0, ..., λn´1 P K tel que
řn´1
k“0 λku

kpxq “ 0. Alors en appliquant
un´1, on obtient (puisque un “ 0), λ0u

n´1pxq “ 0, or un´1pxq ‰ 0, donc λ0 “ 0. En réitérant, on
obtient λk “ 0 pour tout k, donc la famille est libre. Puisque c’est une famille de n “ dimE éléments,
on en déduit que c’est une base.

2. On a vpxq P E “ Vectpx, ..., un´1pxqq, donc il existe λ0, ..., λn´1 P K tel que vpxq “
řn´1
k“0 λku

kpxq.

Montrons que v “
řn´1
k“0 λku

k. Pour montrer que deux endomorphismes sont égaux, il suffit de montrer
qu’ils sont égaux sur une base de E : on regarde la base β. En effet, pour tout l P t0, ..., n´ 1u, on a,
puisque u et v commutent,

vpulpxqq “ ulpvpxqq “ ulp
n´1
ÿ

k“0

λku
kpxqq “

n´1
ÿ

k“0

λku
kpulpxqq,

donc en en déduit bien v “
řn´1
k“0 λku

k, d’où le résultat voulu.

3. Il suffit de montrer la réciproque de la question précédente qui est immédiate.
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Exercice.
Soient E un espace vectoriel, u P LpEq et p un projecteur de E. Montrer que u et p commutent si et seulement
si Imppq et Kerppq sont stables par u.

Solution. On suppose que u et p commutent. Soit y P Imppq et montrons que upyq P Imppq. Il existe
x P E tel que y “ ppxq, ainsi upyq “ upppxqq “ ppupyqq P Imppq. D’autre part, si y P Kerppq, alors
ppupyqq “ upppyqq “ 0, donc upyq P Kerppq. Donc Imppq et Kerppq sont bien stables par u.

Réciproquement, on suppose que Imppq et Kerppq sont stables par u. Soit x P E et montrons que upppxqq “
ppupxqq. Si x P E, on peut écrire x “ x´ppxq`ppxq, avec x´ppxq P Kerppq et ppxq P Imppq. Ainsi, on obtient
upxq “ upx´ ppxqq ` upppxqq avec upx´ ppxqq P Kerppq et upppxqq P Imppq car on a supposé Imppq et Kerppq
stables par u. Or on a aussi upxq “ upxq´ppupxqq`ppupxqq une autre décomposition sur E “ Imppq‘Kerppq,
et p est une projection donc par unicité on en déduit ppupxqq “ upppxqq.

8.2 Matrices

Exercice.
Soit n ě 1. Déterminer le centre de MnpRq (i.e. l’ensemble des matrices A P MnpRq telles que : @M P

MnpRq, AM “MAq.

Solution. Soit A P MnpRq qui commute avec tous les éléments de MnpRq. Soit i, j P t1, ..., nu. Alors, en
particulier, en notant Ei,j l’élément de MnpRq dont tous les coefficients valent 0 sauf en position pi, jq où il
y a un 1, on a AEi,j “ Ei,jA, donc en identifiant les coefficients on obtient ak,i “ 0 pour k ‰ i et aj,k “ 0
pour k ‰ j, et ai,i “ aj,j . Ainsi, A “ λIn avec λ P K. Réciproquement, toute matrice de cette forme est
dans le centre de MnpRq.

Exercice.

1. Soit n ě 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de Xn par X2 ´ 3X ` 2.

2. Soit A “

¨

˝

0 1 ´1
´1 2 ´1
1 ´1 2

˛

‚. Calculer An pour n ě 2.

Solution.

1. Par division euclidienne, il existe Q P RrXs et R P R1rXs tel que Xn “ pX2 ´ 3X ` 2qQpXq ` RpXq.
R étant de degré au plus 1, il existe a, b P R tels que RpXq “ aX ` b. On remarque que les racines
du polynôme X2 ´ 3X ` 2 sont 1 et 2. En évaluant l’égalité Xn “ pX2 ´ 3X ` 2qQpXq `RpXq en 1,
on obtient 1 “ a ` b et en évaluant en 2, on obtient 2n “ 2a ` b. On en déduit alors a “ 2n ´ 1 et
b “ 2´ 2n. D’où RpXq “ p2n ´ 1qX ´ 2n.

2. On remarque que A2 ´ 2A` 2 “ 0, donc on obtient An “ RpAq “ p2n ´ 1qA` p2´ 2nqI3.

Exercice (*) (lemme de Hadamard).
Soit n ě 1. Soit A P MnpCq tel que : @i P t1, ..., nu, |ai,i| ą

ř

j‰i |ai,j |. Montrer que la matrice A est
inversible.
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Solution. Soit X P KerpAq. Montrons que X “ 0. On a : @i P t1, ..., nu, 0 “ pAXqi “
řn
j“1 ai,jxj , où

x1, ..., xn sont les coordonnées de X,. Supposons par l’absurde X ‰ 0, et posons i0 P t1, ..., nu tel que
@j P t1, ..., nu, |xj | ď |xi0 |. Puisque X ‰ 0, on a |xi0 | ‰ 0. Alors :

|ai0,i0xi0 | “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1,j‰i0

ai0,jxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

j“1,j‰i0

|ai0,j ||xj |

ď |xi0 |
n
ÿ

j“1,j‰i0

|ai0,j | ă |ai0,i0 ||xi0 |,

d’où la contradiction. Donc X “ 0, et A est inversible.

Exercice. Soit f P LpR3q tel que f ‰ 0 et f2 “ 0.

1. Déterminer rgpfq et dimpKerfq.

2. En déduire qu’il existe une base de R3 telle que la matrice de f dans cette base est

¨

˝

0 0 1
0 0 0
0 0 0

˛

‚.

Solution.

1. D’après le théorème du rang, on a 3 “ dimpR3q “ dimpKerpfqq ` rgpfq, donc dimpKerpfqq “ 3´ rgpfq.
On a f ‰ 0, donc rgpfq ‰ 0, et f2 “ 0, donc rgpfq ‰ 3, on a donc dimpKerpfqq P t1, 2u. En outre,
puisque f2 “ 0, on a Impfq Ă Kerpfq et il n’y a pas égalité (car 3 est impair), donc rgpfq ă dimpKerpfqq,
donc on en déduit que dimpKerpfqq “ 2 et rgpfq “ 1.

2. Puisque rgpfq “ 1 ą 0, il existe x P Impfq avec x ‰ 0 : il existe z P R3 tel que upzq “ x. On a aussi
x P Kerpfq, donc on peut compléter pxq en une base px, yq de Kerpfq. Montrons que px, y, zq est une
base de R3 : soit pa, b, cq P R3 tel que ax ` by ` cz “ 0. Alors, en appliquant f , on a cupzq “ 0, avec
upzq “ x ‰ 0, donc c “ 0. Puisque px, yq est une base de Kerpfq, on obtient alors a “ b “ 0. Donc
px, y, zq est une base de R3 et la matrice de f dans cette base est de la forme voulue.

Exercice (*).

1. Soient E un K-espace vectoriel et u P LpEq telle que pour tout x P E, la famille px, upxqq est liée.
Montrer que f est une homothétie.

2. Soit n ě 1 et M P MnpKq de trace nulle. Montrer que M est semblable à une matrice ayant des 0 sur
la diagonale.

Solution.

1. Voir l’exercice dans la section 8.1.

2. On montre la propriété par récurrence sur n ě 1. Pour n “ 1 c’est évident. On suppose la propriété
établie aux rang n ´ 1. Soit A P MnpKq de trace nulle. On note u P LpKnq l’application linéaire
associée.

• Si u est une homothétie (i.e. il existe λ P K tel que A “ λIn), alors on obtient A “ 0 donc la
propriété est vraie.

• On suppose que u n’est pas une homothétie. Par contraposée de la question précédente, il existe x P
Kn tel que la famille px, upxqq est libre. On peut donc la compléter en une base px, upxq, e3, ..., enq de

Kn, et la matrice de u dans cette base est de la forme A1 “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ˚ . . . ˚

1
0 B
...

˛

‹

‹

‹

‚

, donc A est semblable

à A1. Puisque TrpAq “ 0, on en déduit Tr(Bq “ 0, donc par hypothèse de récurrence il existe
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Q PMn´1pKq tel que Q´1BQ a des 0 sur la diagonale. Alors, en notant P “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
0 Q
...

˛

‹

‹

‹

‚

, on

vérifie que PA1P´1 a des 0 sur la diagonale, d’où la propriété au rang n.

Exercice (*).
Soit n ě 1.

1. Soit A PMnpCq définie par : @i, j P t1, ..., nu, ai,j “
`

j´1
i´1

˘

. Montrer que A est inversible et déterminer

A´1 (on pourra reconnâıtre la matrice dans la base canonique d’un endomorphisme de RnrXs).

2. On dit qu’une permutation σ P Sn est un dérangement si elle n’a pas de point fixe. On note dn le
nombre de dérangements de Sn. Montrer que n! “

řn
k“1

`

n
k

˘

dk. En déduire une expression de dn.

Solution.

1. On vérifie que A est la matrice dans la base canonique de l’application linéaire u : RnrXs Ñ RnrXs
définie par upP q “ P pX ` 1q. L’application u est inversible, d’inverse P ÞÑ P pX ´ 1q, donc A l’est, et
A´1 est la matrice dans la base canonique de P ÞÑ P pX ´ 1q.

2. On a Sn “
šn´1
k“0 Ak où Ak est l’ensemble des permutations ayant exactement k points fixes, donc

n! “
řn´1
k“0 |Ak|, avec |Ak| “

`

n
k

˘

dn´k (en effet, on choisit les k points fixes, et ensuite on effectue
une permutation sans points fixes des n ´ k éléments restants), d’où la formule demandée. On en
déduit que A.pd1, ..., dnq “ p1, ..., n!q, et donc pd1, ..., dnq “ A´1.p1, ..., n!q, soit dn “

řn
k“1p´1qk

`

n
k

˘

k! “

n!
řn
k“1

p´1qk

k!

Exercice.
Soient n P N˚ et M PMnpRq. Montrer que la matrice M est inversible ou nulle si et seulement si pour tout
A PMnpRq, rgpAMq “ rgpMAq.

Solution. Indication : soit r P J0, nK tel que : @B PMnpRq, rgpBJrq “ rgpJrBq. Montrer que 1 ď r ď n´ 1.

Exercice.
Soient K un corps, n P N˚, a1, ..., an P K et D “ diagpa1, ..., anq. On pose ϕ : MnpKq ÑMnpKq définie par
ϕpMq “ DM ´MD.

1. Déterminer le noyau et l’image de ϕ.

2. Préciser ces espaces lorsque les ai sont deux à deux distincts.

Solution.

Exercice.
Soient K un corps, n P N˚ et A PMnpKq vérifiant Ap “ In avec p P N˚. On pose B “ 1

p

řp´1
k“0A

k.

1. Calculer AB.

2. Vérifier que B2 “ B.

3. Montrer que ImpBq “ KerpA´ Inq et en déduire que dimKerpA´ Inq “
1
p

řp´1
k“0 TrpAkq.
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Solution.

1. On a AB “ B.

2. On montre par récurrence que AkB “ B, puis on a alors B2 “ 1
p

řp´1
k“0A

kB “ B.

3. Si Y P ImpBq, Y “ BX donc AY ´ Y “ ABX ´ BX “ 0. Si Y P KerpA ´ Inq, alors on a BY “ Y
donc Y P ImpBq, donc dimKerpA´ Inq “ rgpBq “ TrB car B est un projecteur.
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9 Polynômes, fractions rationnelles

9.1 Polynômes

Exercice.
Soit n ě 1 et Pn “

řn
k“0

Xk

k! .

1. Les racines de Pn sont-elles simples ?

2. Déterminer le nombre de racines réelles de Pn.

Solution.

1. On remarque que P 1n “ Pn´1. Soit a une racine de Pn, on suppose par l’absurde que a est aussi racine
de P 1n, alors a est racine de Pn´1, donc on en déduit an

n! “ 0, donc a “ 0, or Pnp0q “ 1, d’où la
contradiction. Donc les racines sont simples.

2. On montre par récurrence que si n est pair, alors Pn n’a pas de racines réelles, et si n est impair, Pn a
une unique racine.

Exercice (*).

Soient n ě 1 et P P CrXs unitaire de degré n, que l’on note P “ Xn `
řn´1
k“0 akX

k. On pose R “

maxp1,
řn´1
k“0 |ak|q.

1. Montrer que toutes les racines complexes de P sont de module inférieur ou égal à R.

2. Soient P “ nXn ´
řn´1
k“0 X

k et z une racine de P différente de 1. Montrer que |z| ă 1.

Solution.

1. Soit z une racine complexe de P . Si |z| ď 1, c’est gagné. Sinon, montrons que |z| ď
řn´1
k“0 |ak|. On

a P pzq “ 0, donc zn “ ´
řn´1
k“0 akz

k, donc |z|n ď
řn´1
k“0 |ak||z|

k ď |z|n´1
řn´1
k“0 |ak| car |z| ě 1. D’où

|z| ď
řn´1
k“0 |ak| et donc |z| ď R.

2. On applique la question 1.

Exercice (*).
Soit n ě 1. On note An l’ensemble des polynômes P P ZrXs unitaires de degré n tel que toutes les racines
complexes de P sont de module inférieur ou égal à 1. Montrer que An est fini.

Solution. Soit P P An que l’on note P “ Xn`
řn´1
k“0 akX

k. On note z1, ..., zn les racines de P . Alors, d’après
les relations coefficients-racines, on a : @k P t0, ..., n´ 1u, ak “

ř

1ďi1ă...ăikďn
zi1 ...zik , d’où :

|ak| ď

ˆ

n

k

˙

.

Or P est à coefficients entiers, donc ak ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Donc An est fini.

Exercice (*).
Soit P P RrXs unitaire de degré n ě 1. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si pour tout
z P C, |Impzq|n ď |P pzq|.
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Solution. On suppose que P est scindé sur R : P “
śn
k“1pX´xkq où xk P R. Ainsi : pour tout z P C, |P pzq| “

śn
k“1 |z ´ xk|, avec |z ´ xk| “

a

Repz ´ xkq2 ` Impz ´ xkq2 “
a

Repz ´ xkq2 ` Impzq2 ě |Impzq|, d’où
|P pzq| ě |Impzq|n.
Réciproquement, on suppose que pour tout z P C, |Impzq|n ď |P pzq|. P P CrXs, donc P est scindé sur C.
Pour montrer que P est scindé sur R, il suffit donc de montrer que ses racines complexes sont réels. Or, si z
est une racine de P , alors l’inégalité donne Impzq “ 0, donc z est réel, et P est scindé sur R.

Rmq. D’un point de vue topologique, ce résultat permet de montrer que l’ensemble des polynômes scindés
sur R (ou encore l’ensemble des matrices trigonalisables sur R) est fermé.

Exercice (*).

Soit n ě 1. Factoriser le polynôme P “
řn´1
k“0 X

k sur C. En déduire une formule de
śn
k“1 sin

`

kπ
n

˘

.

Solution. On sait que Xn ´ 1 “
śn´1
k“0pX ´ e

2ikπ{nq et Xn ´ 1 “ pX ´ 1q
řn´1
k“0 X

k, d’où :

n´1
ÿ

k“0

Xk “

n´1
ź

k“1

pX ´ e2ikπ{nq.

En évaluant en 1, on obtient :

n “ P p1q “
n´1
ź

k“1

p1´ e2ikπ{nq “

n´1
ź

k“1

eikπ{npe´ikπ{n ´ eikπ{nq

“ e
iπpn´1qn

2n p´2iqn´1
n´1
ź

k“1

sin

ˆ

kπ

n

˙

“ 2n´1
n´1
ź

k“1

sin

ˆ

kπ

n

˙

,

donc on en déduit
śn´1
k“1 sin

`

kπ
n

˘

“ n
2n´1 .

Exercice (*).
Soit P P RrXs tel que pour tout x P R, P pxq ě 0. Montrer qu’il existe A,B P RrXs tels que P “ A2 `B2.

Solution. On écrit P en produit de facteurs irréductibles : P “ λ
śr
k“1pX ´ xkq

αk
śs
j“1pX

2 ` ajX ` bjq
βj ,

où xk P R et aj , bj P R tels que X2 ` ajX ` bj est irréductible sur R. Puisque P ě 0, on a λ ě 0 et les
αk sont pairs (en effet, on a P „ CpX ´ xiq

αi au voisinage de xi) : on peut écrire αk “ 2γk. Puisque
X2 ` ajX ` bj est irréductible sur R, on peut écrire X2 ` ajX ` bj “ pX ´ zjqpX ´ zjq où zj P C. Alors, en

posant Q “
?
λ
śr
k“1pX ´ xkq

γk
śs
j“1pX ´ zjq

βj , on a P “ QQ “ RepQq2 ` ImpQq2, donc A “ RepQq et
B “ ImpQq conviennent.

Exercice (*).
Soit P P RrXs de degré n scindé à racines simples sur R.

1. Montrer que P 1 est scindé à racines simples sur R.

2. En déduire que le polynôme P 2 ` 1 n’a que des racines simples.

3. Que se passe-t-il si l’on suppose seulement P scindé sur R ?
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Solution.

1. On note x1 ă ... ă xn les racines distinctes de P , on applique Rolle entre chaque sxi, xi`1r et on obtient
que P 1 admet n´ 1 racines distinctes y1, ..., yn´1 avec xi ă yi ă xi`1. Puisque P 1 est de degré n´ 1,
on en déduit que P 1 est scindé à racines simples sur R.

2. On note Q “ P 2 ` 1. Puisque Q ą 0, Q n’a pas de racines réelles. On a : Q1 “ 2PP 1, donc une racine
de Q1 est une racine de P ou P 1, donc est réelle d’après la question 1. Donc Q et Q1 n’ont pas de racine
commune, donc Q n’a que des racines simples.

3. On montre que P 1 est aussi scindé sur R en montrant que P 1 possède n racines réelles comptées
avec multiplicité. On note x1, ..., xk les k racines réelles distinctes de P et on note m1, ...,mk leurs
multiplicités respectives. Alors x1, ..., xk sont racines de P de multiplicités respectives m1´1, ...,mk´1,
ce qui fait n ´ k racines. Pour les k ´ 1 restantes, on applique Rolle entre chaque sxi, xi`1r. Le reste
de la démonstration de la question 2 est alors la même.

Exercice (*).
Soit P P CrXs.

1. Montrer que P pCq Ă R si et seulement si P est constant.

2. A quelle condition a-t-on P pRq Ă R ?

3. A quelle condition a-t-on P pQq Ă Q ? (on pourra penser aux polynômes interpolateurs de Lagrange)

Solution.

1. Si P est constant, on a bien P pCq Ă R. Pour la réciproque, si par l’absurde P n’est pas constant,
alors par exemple Q “ P ´ i est non nul, donc possède une racine z P C d’après le théorème de
d’Alembert-Gauss. Ainsi P pzq “ i R R, d’où la contradiction.

2. Si P P RrXs, on a bien P pRq Ă R. Réciproquement, supposons P pRq Ă R et montrons que P P RrXs.
Il suffit de montrer que P ` P̄ “ 0. Or P ´ P̄ est un polynôme réel admettant un nombre infini de
racines, donc c’est le polynôme nul. En notant P “

řn
k“0 akX

k, on a donc
řn
k“0pak´akqX

k “ 0, donc
ak P R et P P RrXs.

3. On montre que P pQq Ă Q si et seulement si P P QrXs : le sens inverse est évident, et pour l’autre
implication, on note n le degré de P et on fixe x0, ..., xn P Q deux à deux distincts, et L0, ..., Ln
les polynômes interpolateurs de Lagrange associés à P px0q, ..., P pxnq. Alors, par unicité, on a P “
řn
k“0 P pxkqLk, et la formule donnant Lk nous dit que Lk est à coefficients rationnels. Donc P P QrXs.

9.2 Fractions rationnelles

Exercice.
Décomposer les fractions rationnelles suivantes :

1. X2
`2X`5

X2´3X`2 sur R.

2. X2
`3X`1

pX´1q2pX´2q sur R.

3. 1
X4´1 sur C.

Solution.

1. On commence par la partie entière : X2 ` 2X ` 5 “ pX2 ´ 3X ` 2q ` p5X ` 3q et par factoriser le

dénominateur : X2 ´ 3X ` 2 “ pX ´ 1qpX ´ 2q, on a donc X2
`2X`5

X2´3X`2 “ 1 ` a
X´1 `

b
X´1 où a, b P R.

Pour a, on multiplie par pX´1q et on fait tendre X vers 1 : a “ ´8 et pour b, on multiplie par pX´2q

et on fait tendre X vers 2 : b “ 13. D’où X2
`2X`5

X2´3X`2 “ 1´ 8
X´1 `

13
X´2 .
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2. Il n’y a pas de partie entière, on a X2
`3X`1

pX´1q2pX´2q “
a

X´1`
b

pX´1q2 `
c

X´2 . Pour b, on multiplie par pX´1q2

et on fait tendre X vers 1, et pour c on multiplie par pX ´ 2q et on fait tendre X vers 2. Enfin, pour a,

on multiplie par X et on fait tendre X vers l’infini : on trouve X2
`3X`1

pX´1q2pX´2q “ ´
10
X´1 ´

5
pX´1q2 `

11
X´2 .

3. 1
X4´1 “

1
4

´

1
X´1 ´

1
X`1 `

i
X´i ´

i
X`i

¯

.

Exercice.
En effectuant une décomposition en éléments simples, déterminer pour tout n ě 1 la dérivée n-ème de la
fonction fpxq “ 1

x2´3x`2 (là où elle est bien définie).

Solution. On trouve fpxq “ 1
x´2´

1
x´1 donc par une récurrence on en déduit que f pnqpxq “ p´1qnn!

px´2qn`1´
p´1qnn!
px´1qn`1 .

Exercice.
Soit P P RrXs un polynôme scindé à racines simples de degré n ě 2 que l’on note P “

śn
k“1pX ´ xkq.

1. Si 0 n’est pas racine de P , calculer
řn
k“1

1
xkP 1pxkq

.

2. Calculer
řn
k“1

1
P 1pxkq

.

Solution. On a la décomposition en éléments simples : 1
P “

řn
k“1

1
P 1pakqpX´akq

. On trouve donc
řn
k“1

1
xkP 1pxkq

“

´ 1
P p0q . En multipliant par X et en faisant tendre X vers l’infini, puisque le degré de P est ě 2 on trouve

que la somme demandée vaut 0.

Exercice (*).
Soit P P CrXs.

1. Décomposer en éléments simples P 1{P .

2. Déterminer les polynômes P P CrXs tels que P 1|P .

Solution.

1. En notant a1, ..., ap les racines distinctes de P de multiplicités m1, ..,mp, on obtient P 1

P “
řp
i“1

mi
X´ai

.

2. Soit P tel que P 1|P : il existe λ, a P C tels que λP 1pX ´ aq “ P . Alors P 1

P “ 1
λpX´aq , donc d’après la

question précédente on en déduit par unicité de la DES que a est l’unique racine de P , donc P est de
la forme P “ cpX ´ aqm.

Exercice.
Soit f “s1,8rÑ R définie par fpxq “ 5x2

`21x`22
px´1qpx`3q2 . En effectuant une décomposition en éléments simples,

déterminer la primitive de f sur s1,8r qui s’annule en 2.

Solution. Par des méthodes déjà vues, on trouve fpxq “ 3
x´1 `

2
x´3 ´

2
px´3q2 pour x ą 1. Les primitives de

f sur s1,8r sont donc de la forme F pxq “ 3 lnpx´ 1q ` 2 lnpx´ 3q ` 1
x´3 `C, donc pour que f s’annule en 2

il faut prendre C “ ´2 lnp5q ´ 1
5 .

Exercice.
Soit f “s0,8rÑ R définie par fpxq “ x4

`x3
`4x2

`2x`2
x3`x . En effectuant une décomposition en éléments simples,

déterminer
ş2

1
fpxqdx.
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Solution. On effectue la décomposition en éléments simples sur C : fpxq “ x`1` 2
x `

1
2

1´i
x´i `

1
2

1`i
x`i , donc sur

R on obtient fpxq “ x`1` 2
x `

x`1
x2`1 . On a donc

ş2

1
fpxqdx “

”

x2

2 ` x` 2 lnpxq ` 1
2 lnpx2 ` 1q ` arctanpxq

ı2

1
.
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10 Calcul asymptotique

10.1 Développements limités et utilisation pour l’obtention de limites

Exercice (quelques développements limités).
Donner le développement limité de :

1.
?

1` x´
?

1´ x à l’ordre 4 en 0.

2. cospxq lnp1` xq à l’ordre 4 en 0.

3. sinpxq´1
cospxq`1 à l’ordre 2 en 0.

4. lnpsinpxq{xq à l’ordre 4 en 0.

5. exppsinpxqq à l’ordre 4 en 0.

6. cospxqsinpxq à l’ordre 5 en 0.

7. lnpxq à l’ordre 3 en 2.

8.
?
x`5
?
x

à l’ordre 3 en `8.

9. lnpx`
?

1` x2q ´ lnpxq à l’ordre 4 en `8.

Exercice.
En effectuant un développement limité, calculer les limites de :

1.
`

ax`bx

2

˘1{x
lorsque xÑ 0.

2. exppsinpxqq´expptanpxqq
sinpxq´tanpxq lorsque xÑ 0.

Exercice.

Soit f : RÑ R de classe C2. Calculer la limite de
f 1pxq´

fpxq´fp0q
x

x lorsque xÑ 0.

Solution. On utilise la formule de Taylor pour en déduire un développement limité à l’ordre 2 de f et à
l’ordre 1 de f 1, et on trouve que la limite est f2p0q{2.

Exercice.

1. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle dont a est une extrémité finie ou infinie.
On suppose

fpxq ÝÑ
xÑa

1, et gpxqpfpxq ´ 1q ÝÑ
xÑa

l P RY t˘8u.

Déterminer la limite de fpxqgpxq lorsque xÑ a.

2. Étudier la limite de
´

1
x `

lnp2xq
lnpxq

¯lnpxq

lorsque xÑ8.

Solution.

1. f tend vers 1 en a donc au voisinage de a, fpxq ą 0. Ainsi, on peut écrire

fpxqgpxq “ exppgpxq logpfpxqqq “ exppgpxq logp1` fpxq ´ 1qq,

avec logp1` fpxq ´ 1q „ fpxq ´ 1 en a, et donc par composition des limites, fpxqgpxq ÝÑ
xÑa

el.

2. On applique ce qui précède avec fpxq “ 1
x `

lnp2xq
lnpxq et gpxq “ lnpxq et on trouve que la limite vaut

elogp2q “ 2.

MPSI1 Henri IV 46 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

10.2 Application à l’étude de séries

Exercice.
Déterminer la nature de la série de terme général pn` 1q

1
n`1 ´ pnq

1
n .

Solution. On a pn` 1q
1

n`1 ´ pnq
1
n “ exp

´

logpn`1q
n`1

¯

´ exp
´

logpnq
n

¯

, avec logpnq
n ÝÑ

nÑ8
0, donc en effectuant le

DL de la fonction exp au voisinage de 0 on trouve pn` 1q
1

n`1 ´ pnq
1
n “ ´

logpnq2

n2 ` o
´

logpnq2

n2

¯

, donc d’après

les séries de Bertrand la série converge (on aurait aussi pu reconnâıtre une série télescopique, et vu que la
suite associée converge, la série converge).

Exercice.
Soient a Ps0, π{2r et la suite punqnPN˚ définie par récurrence par u0 “ a et un`1 “ sinpunq pour tout n P N.

1. Déterminer la limite de la suite punqnPN˚ et en déduire la nature de la série
ř

ně0pun`1 ´ unq.

2. Montrer que la série
ř

ně0 u
3
n converge.

3. Montrer que la série
ř

ně0 u
2
n diverge.

Solution.

1. On commence par remarquer que punqn est une suite à valeurs positives car a Ps0, π{2r. Ainsi, puisque
sinpxq ď x pour tout x ě 0, la suite punqn est décroissante : elle est minorée, donc elle converge vers
l P R`. En passant à la limite dans la relation un`1 “ sinpunq, on en déduit par continuité de sin
que sinplq “ l, donc l “ 0. On en déduit d’après les séries téléscopiques que la série

ř

ně0pun`1 ´ unq
converge.

2. On a un`1 ´ un “ sinpunq ´ un “
nÑ8

´
u3
n

6 car un ÝÑ
nÑ8

0, donc d’après le théorème de comparaison, la

série
ř

ně1 u
3
n converge.

3. On a un ÝÑ
nÑ8

0, donc lnpunq ÝÑ
nÑ8

´8 et la série
ř

ně1plnpun`1q ´ lnpunqq diverge. Or lnpun`1q ´

lnpunq “ lnpsinpunqq ´ lnpunq “
nÑ8

lnpun ´
u3
n

6 ` opu3
nq ´ lnpunq “ lnp1 ´

u2
n

6 q ` opu3
nq „ ´

u2
n

6 , donc

d’après le théorème de comparaison, la série
ř

ně1 un diverge.

Exercice (*) (développement asymptotique de la série harmonique).
Pour tout n ě 1, on pose Hn “

řn
k“1

1
k .

1. Donner un équivalent de Hn lorsque nÑ8.

2. On pose un “ Hn ´ lnpnq et vn “ un`1 ´ un. Déterminer la nature de la série
ř

vn et en déduire que
la suite punqně1 converge. On note γ sa limite.

3. On pose kn “ mintk P N, Hk ě nu. Déterminer un équivalent de kn lorsque nÑ8.

4. Pour tout α ą 1, donner un équivalent de Rn “
ř8

k“n`1
1
kα lorsque nÑ8.

5. En déduire un développement asymptotique lorsque nÑ8 de Hn comprenant 3 termes.

Solution.

1. La fonction t ÞÑ 1{t est décroissante, donc sommant, on en déduit : 1 `
şn`1

2
1
t dt ď Hn ď

şn

1
1
t dt, soit

1` lnpn` 1q ´ lnp2q ď Hn ď lnpnq, donc on en déduit que Hn „ lnpnq.
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2. On a :

vn “
1

n`1 ´ lnpn` 1q ´ lnpnq “ 1
n`1

1
1` 1

n`1

´ lnp1` 1
n q “

nÑ8

1
n

´

1´ 1
n`1 ` op

1
n`1 q

¯

´
`

1
n ´

1
2n2 ` op

1
n2 q

˘

“
nÑ8

´ 1
2n2 ` op

1
n2 q,

donc on en déduit que la série
ř

vn converge, donc la suite punqn converge.

3. D’après la question précédente, on peut écrire Hn “ lnpnq ` γ ` εn où εn ÝÑ
nÑ8

0. Par définition de kn,

on a Hkn ě n et Hkn´1 ă n, soit

lnpknq ` γ ` εkn ě 0 et lnpkn ´ 1q ` γ ` εkn´1 ă 0.

En passant à l’exponentielle, on en déduit que kn „ ene´γ .

4. Par décroissance de la fonction t ÞÑ 1
tα et en sommant, on a

ż 8

n

1

tα
dt ď Rn ď

ż 8

n`1

1

tα
dt,

donc Rn „
1

pα´1qnα´1 .

5. En reprenant les notations de la question 2, on a vn „ ´ 1
2n2 , et la série

ř

1
n2 converge, donc par

sommation des relations d’équivalence, on a
ř8

k“n`1 vk „ ´
ř8

k“n`1
1

2k2 „ ´
1

2n , d’après la question

précédente. Or
ř8

k“n`1 vk “ lim
kÑ8

uk ´ un “ γ ´Hn ` lnpnq, donc on en déduit

Hn “
nÑ8

γ ` lnpnq `
1

2n
` o

ˆ

1

n

˙

.

10.3 Étude asymptotique de suites de solutions d’une équation

Exercice.

1. Montrer que pour tout n ě 1, l’équation xn ` x ´ 1 “ 0 admet une unique solution vn sur r0, 1s, et
déterminer lim

nÑ8
vn.

2. On note wn “ 1´ vn. Montrer que, pour n assez grand,

lnpnq

2n
ď wn ď 2

lnpnq

n
.

Indication : on pourra utiliser fn : x ÞÑ n lnp1´ xq ´ lnpxq.

3. Donner un développement asymptotique de vn lorsque nÑ8.

Solution.

1. En dressant le tableau de variations, on trouve que la fonction fn : x ÞÑ xn`x´ 1 s’annule une unique
fois sur r0, 1s. En remarquant que fnp0q “ ´1 et fnp1q “ 1, on a vn Ps0, 1r, donc vnn ą vn`1

n et donc
fn`1pvnq ă fnpvnq “ 0, donc par croissance de fn, vn ă vn`1 et la suite pvnqn est croissante : elle est
de plus majorée, donc elle converge vers l P r0, 1s. Si par l’absurde l ‰ 1, alors en passant à la limite
dans vnn ` vn ´ 1 “ 0, on obtient l “ 1, d’où la contradiction. Donc l “ 1 et vn ÝÑ

nÑ8
1.

2. La fonction fn est strictement décroissante, fnpwnq “ 0 et fnplnpnq{2nq „ lnpnq{2 ą 0 et fnp2 lnpnq{nq „
´ lnpnq ă 0, donc on en déduit le résultat voulu.
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3. On a vnn ` vn ´ 1 “ 0, donc vnn “ 1´ vn, donc en passant au log on obtient n lnpvnq “ lnp1´ vnq, avec
lnpvnq “ lnp1`vn´1q „ vn´1. Il reste alors à trouver un équivalent de lnp1´vnq. On utilise la question

précédente : en passant au log, on trouve que lnp1´ vnq „ ´ lnpnq, d’où vn “ 1´ lnpnq
n ` o

´

lnpnq
n

¯

.

Exercice.
On considère l’équation tanpxq “ x d’inconnue x P R.

1. Soit n P N. Montrer que cette équation admet une unique solution xn dans In “s ´ π{2, π{2r`nπ.

2. Donner un équivalent de la suite pxnqnPN.

3. Donner un développement asymptotique à trois termes de xn lorsque nÑ8.

Solution.

1. La fonction x ÞÑ tanpxq ´ x est continue et strictement croissante sur In de limites aux bords ´8 et
`8, donc elle induit une bijection de In sur R, et admet donc une unique racine sur In.

2. On a nπ ´ π{2 ď xn ď nπ ` π{2, donc xn „ nπ.

3. On pose yn “ xn´nπ. On a alors tanpynq “ xn, donc yn “ arctanpxnq ÝÑ
nÑ8

π{2 et xn “ π{2`nπ`op1q.

Pour trouver le troisième terme, on pose zn “ xn´π{2´nπ “ arctanpxnq´π{2 “ ´ arctanp1{xnq “
nÑ8

´ arctan
´

1
nπ`π{2`op1q

¯

„ ´ 1
nπ , d’où xn “ π{2` nπ ´ 1

nπ ` o
`

1
n

˘

.

Exercice.
Pour n ě 2, on considère le polynôme Pn “ Xn ´ nX ` 1.

1. Montrer que Pn admet une unique racine réelle entre 0 et 1, notée xn, et déterminer lim
nÑ8

xn ainsi qu’un

équivalent de xn lorsque nÑ8.

2. On pose εn “ nxn ´ 1. Montrer que εn “
p1` εnq

n

nn
et que p1` εnq

n ÝÑ
nÑ8

1.

3. En déduire un développement asymptotique à deux termes de xn lorsque nÑ8.

Solution.

1. On étudie les variations. Puisque xn P r0, 1s, on a xnn ą xn`1
n , donc Pn`1pxnq ď Pnpxnq “ 0 et par

décroissance de Pn, xn`1 ď xn et la suite pxnqn est décroissante, et elle est minorée donc elle converge
vers l P r0, 1s. Si par l’absurde l ‰ 0, alors en passant à la limite dans Pnpxnq “ 0, on obtient ´8 “ 0,

d’où la contradiction. Donc l “ 0 et xn ÝÑ
nÑ8

0. On a xnn ´ nxn ` 1 “ 0, et
xnn
nxn

“
xn1
n

n ÝÑ
nÑ8

0 par

croissance comparée, donc xnn “ opnxnq et xn „
1
n .

2. La première égalité ne pose pas de problème. On a εn ÝÑ
nÑ8

0, donc pour n assez grand, 1 ` εn ď 2,

donc p1` εnq
n ď 2n, et donc par l’égalité, on a p1` εnq

n “

´

1` p1`εnq
n

nn

¯n

ď
`

1` 2n

nn

˘n
ÝÑ
nÑ8

1.

3. On en déduit que εn „
1
nn et donc xn “

εn
n `

1
n “
nÑ8

1
n `

1
nn ` o

`

1
nn`1

˘

.

Exercice.
On considère la suite punqně0 définie par récurrence par u0 P R et un`1 “ un ` e´un pour tout n P N. En
considérant vn “ eun , donner un développement asymptotique à deux termes de un lorsque nÑ8.
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Solution. La suite punqn est croissante. Si elle converge vers l P R, alors en passant à la limite on aurait
l “ l ` e´l, ce qui est absurde. Donc un ÝÑ

nÑ8
`8. On pose vn “ eun , alors vn`1 “ vne

1{vn , donc pvnqn est

croissante et diverge vers `8. On a ainsi

vn`1 “
nÑ8

vn

ˆ

1`
1

vn
`

1

2v2
n

` o

ˆ

1

vn

˙˙

,

donc vn`1 ´ vn ÝÑ
nÑ8

1 et d’après le théorème de Cesaro, vn „ n. Ainsi, en reprenant le développement

asymptotique, vn`1 ´ vn ´ 1 „ 1
2n , et la série

ř

1
n diverge, donc par sommation des relations d’équivalence,

vn ´ v1 ´ pn´ 1q „ Hn
2 „ lnpnq et donc

vn “
nÑ8

n`
lnpnq

2
` oplnpnqq,

puis

un “ lnpvnq “
nÑ8

lnpnq `
lnpnq

2n
` o

ˆ

lnpnq

n

˙

.
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11 Intégration

11.1 Intégration sur un segment

Exercice.
Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction continue telle que

ş1

0
fptqdt “ 1

2 . Montrer que f admet au moins un point
fixe.

Solution. On considère la fonction gptq “ fptq ´ t, alors g est continue sur r0, 1s et
ş1

0
gptqdt “ 0, donc g

s’annule sur r0, 1s.

Exercice (*) (lemme de Riemann-Lebesgue).

Soient a ă b P R et ϕ : ra, bs Ñ R. On pose pour n ě 1, un “
şb

a
ϕptq sinpntqdt.

1. Si ϕ est de classe C1, montrer que un ÝÑ
nÑ8

0.

2. Si ϕ est en escalier, montrer que un ÝÑ
nÑ8

0. Que se passe-t-il si ϕ est une fonction continue par morceaux

?

Solution.

1. On effectue une IPP : un “
”

´ cospntq
n ϕptq

ı

`
şb

a
ϕ1ptq cospntq

n dt, donc |un| ď
}ϕ}8
n ` pb´ aq }ϕ

1
}8
n ÝÑ

nÑ8
0.

2. On note a “ a1 ă ... ă aN “ b une subdivision adaptée à ϕ et ci la valeur de ϕ sur rai, ai`1r. Alors

on a un “
řN´1
i“1 ci

şai`1

ai
sinpntqdt “

řN´1
i“1 ci

cospai`1q´cospaiq
n , d’où |un| ď

1
n

řN´1
i“1 |ci| ÝÑ

nÑ8
0. Si ϕ

est continue par morceaux, on peut l’approcher par des fonctions en escalier et montrer que l’on a
également un ÝÑ

nÑ8
0.

Exercice.

Déterminer la limite de un “
´

p2nq!
nnn!

¯
1
n

lorsque nÑ8.

Solution. On passe au log :

lnpunq “
1

n
ln

ˆ

p2nq!

nnn!

˙

“
1

n

˜

2n
ÿ

k“n`1

lnpkq ´ n lnpnq

¸

“
1

n

2n
ÿ

k“n`1

plnpkq ´ lnpnqq “
1

n

n
ÿ

k“1

lnp1`
k

n
q,

donc d’après les sommes de Riemann, lnpunq ÝÑ
nÑ8

ş1

0
lnp1` tqdt “ 2 lnp2q ´ 1, d’où un ÝÑ

nÑ8

4
e .

Exercice (*) (inégalité de Jensen pour les fonctions).
Soient a ă b P R, f : ra, bs Ñ R continue et ϕ : RÑ R continue convexe. Montrer que :

ϕ

˜

1

b´ a

ż b

a

fptqdt

¸

ď
1

b´ a

ż b

a

ϕpfptqqdt.

Solution. On utilise les sommes de Riemann, la continuité de g pour passer à la limite, et l’inégalité de Jensen
usuelle par convexité de g.

MPSI1 Henri IV 51 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

Exercice (*) (intégrales de Wallis).

On pose pour n P N : In “
şπ{2

0
sinnpxqdx.

1. Trouver une relation de récurrence vérifiée par pInqn.

2. Montrer que pInqn est décroissante et que In`1 „ In.

3. Donner une expression explicite de In pour tout n ě 0 et en déduire un équivalent de In lorsque nÑ8.

Solution.

1. Pour n ě 2, en effectuant une intégration par parties, on trouve

In “
“

´ cospxq sinn´1
pxq

‰π{2

0
`

ż π{2

0

cospxqpn´ 1q cospxq sinn´2
pxqdx

“ pn´ 1q

ż π{2

0

p1´ sin2
pxqq sinn´2

pxqdx

“ pn´ 1qpIn´2 ´ Inq,

d’où In “
n´1
n In´2

2. pInqn est décroissante car pour x P r0, π{2s, on a 0 ď sinpxq ď 1, donc sinn`1
pxq ď sinnpxq. On a ainsi

In`2 ď In`1 ď In, donc In`2

In
ď

In`1

In
ď 1, avec In`2

In
“ n`1

n`2 ÝÑnÑ8
1, donc In „ In`1.

3. Par récurrence en utilisant la question 1 on en déduit, en sachant que I0 “ π{2 et I1 “ 1 : I2p “
p2p´1qp2p´3q...3.1

2pp2p´2q...4.2
π
2 et I2p`1 “

2pp2p´2q...2
p2p`1qp2p´1q...3.1 . On veut faire apparâıtre des termes en factorielle pour

simplifier les expressions, alors en complétant les trous on obtient I2p “
p2pq!

22ppp!q2
π
2 et I2p`1 “

22p
pp!q2

p2p`1q! .

On a pn` 1qIn`1In “
π
2 donc on en déduit In „

a

π
2 .

Exercice (*).

Soient n ě 0 et f : r0, 1s Ñ R continue telle que : @k P t0, ..., nu,
ş1

0
fptqtkdt “ 0. Montrer que f s’annule au

moins n` 1 fois sur s0, 1r.

Solution. D’après l’hypothèse, par linéarité, on en déduit que pour tout P P RnrXs,
ş1

0
fptqP ptqdt “ 0. On

suppose par l’absurde que f s’annule moins de n fois. On note a1, ..., ak avec k ď n les zéros distincts de f où

f change strictement de signe. On considère alors P “
śk
i“1pX ´ aiq : P P RnrXs donc

ş1

0
fptqP ptqdt “ 0.

Or P et f changent de signe en même temps (les racines de P sont simples par construction, donc on n’a
pas de racine double), donc la fonction fP est de signe constant et d’intégrale nulle, donc on en déduit que
fP “ 0. Ainsi, pour t R ta1, ..., aku, on a fptq “ 0 puisque P ptq ‰ 0. Donc f “ 0, d’où la contradiction.

Rmq. Cet exercice permet également de montrer que si pour tout k P N,
ş1

0
fptqtkdt “ 0, alors f “ 0. Ce

résultat s’obtient aussi en utilisant le théorème de Weierstrass sur la densité des polynômes dans l’espace des
fonctions continues sur r0, 1s.

Exercice (*) (théorème de Césaro fonctionnel).
Soit f : r0,8rÑ R une fonction continue telle que fpxq Ñ

xÑ8
a P R. Montrer que

1

x

ż x

0

fptqdt Ñ
xÑ8

a.
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Solution. Soit ε ą 0. Par hypothèse, il existe A tel que pour tout x ą A, |fpxq ´ a| ď ε. Alors, pour x ą A :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

x

ż x

0

fptqdt´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

x

ż A

0

fptqdt`
1

x

ż x

A

fptqdt´ a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż A

0

fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
1

x

ż x

A

|fptq ´ a|dt` a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´A

x
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Or 1
x

ˇ

ˇ

ˇ

şA

0
fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ
Ñ
xÑ8

0 et a
ˇ

ˇ

x´A
x ´ 1

ˇ

ˇ Ñ
xÑ8

0, et 1
x

şx

A
|fptq ´ a|dt ď εx´Ax ď ε, donc pour x assez grand on a

ˇ

ˇ

1
x

şx

0
fptqdt´ a

ˇ

ˇ ď 3ε. D’où 1
x

şx

0
fptqdt Ñ

xÑ8
a.

Exercice (*).
Soient a ă b P R et f : ra, bs Ñ R une fonction continue. On pose M “ sup

xPra,bs

|fpxq|. Montrer que

˜

ż b

a

|fpxq|ndx

¸
1
n

ÝÑ
nÑ8

M.

Solution. On a
´

şb

a
|fpxq|ndx

¯
1
n

ď M , donc lim
nÑ8

´

şb

a
|fpxq|ndx

¯
1
n

ď M . Soit ε ą 0. f est continue sur un

compact donc est bornée et atteint ses bornes : il existe c P ra, bs tel que fpcq “M . Par continuité, il existe
δ ą 0 tel que pour tout x P rc ´ δ, c ` δs, |fpcq ´M | ď ε (si c est égal à l’une des bornes a ou b, il faut
remplacer c´ δ ou c` δ par a ou b). Alors :

ż b

a

|fpxq|ndx ě

ż c`δ

c´δ

|fpxq|ndx ě

ż c`δ

c´δ

pM ´ εqndx “ 2δpM ´ εqn,

donc
´

şb

a
|fpxq|ndx

¯
1
n

ě p2δq1{npM ´ εq, avec p2δq1{n ÝÑ
nÑ8

1 et donc lim
nÑ8

´

şb

a
|fpxq|ndx

¯
1
n

ě M ´ ε, pour

tout ε ą 0, d’où lim
nÑ8

´

şb

a
|fpxq|ndx

¯
1
n

ěM .

Exercice.
Soit f : r0, 1s Ñ R continue telle que

ş1

0
f “ 0. On note m et M le minimum et le maximum de f sur r0, 1s.

Montrer que
ş1

0
f2 ď ´mM .

Solution. Par définition de m et M , f´m et M´f sont deux fonctions positives, donc
ş1

0
pf´mqpM´fq ě 0,

soit pM `mq
ş1

0
f ´mM ´

ş1

0
f2 ě 0. Or

ş1

0
f “ 0, donc on obtient l’inégalité souhaitée.
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11.2 Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice.
Discuter suivant la valeur de α P R la convergence des intégrales :

1.
ş8

0
pt4`1q sinpt2q
tαpet´1q dt.

2.
ş8

0
t lnptq
p1`t2qα dt.

3.
ş8

1
t´1

t2 lnptqα dt.

4.
ş8

2
p
?
x4 ` x2 ` 1´ xpx3 ` αxq1{3qdx.

Solution. À chaque fois, on note f la fonction sous l’intégrale.

1. En `8, on a fptq “ Opt4´αe´tq, donc f est intégrable sur r1,8r (comparaison avec intégrales de
Riemann), donc l’intégrale

ş8

1
f est convergente. D’autre part, fptq „ 1

tα´1 en 0, donc f est signe

constant au voisinage de 0, donc l’intégrale
ş1

0
f est convergente ssi f est intégrable sur s0, 1r ssi α´1 ă 1

i.e. α ă 2. Donc l’intégrale
ş8

0
f est convergente ssi α ă 2.

2. La fonction f se prolonge par continuité en 0, donc l’intégrale
ş1

0
f est convergente. D’autre part,

fptq „ lnptq
t2α´1 en `8. Si α ď 1, alors lnptq

t2α´1 ě 1
t pour t assez grand, donc par le théorème de

comparaison, l’intégrale
ş8

1
f est divergente. Si α ą 1, alors il existe γ tel que 1 ă γ ă 2α ´ 1, et

lnptq
t2α´1 “ o

`

1
tγ

˘

, donc par le théorème de comparaison, l’intégrale
ş8

1
f est convergente. Donc l’intégrale

ş8

0
f est convergente ssi α ą 1.

3. En 1, on a fp1 ` hq „ 1
hα´1 , donc f est intégrable sur s1, 2r ssi h ÞÑ 1

hα´1 est intégrable sur s0, 1r ssi

α ´ 1 ă 1 ssi α ă 2. Donc
ş2

1
f est convergente ssi α ă 2. On remarque que si α ď 0, alors l’intégrale

est divergente. On se place donc dans le cas α ą 0. On a fptq „ 1
t lnptqα en `8, donc f est de signe

constant au voisinage de `8, et d’après le théorème de comparaison,
ş8

2
f est convergente ssi f est

intégrable sur r2,8r ssi t ÞÑ 1
t lnptqα est intégrable sur r2,8r. On calcule alors

şA

2
1

t lnptqα dt, et on trouve

une limite finie lorsque AÑ8 ssi α ą 1. Ainsi, l’intégrale
ş8

1
t´1

t2 lnptqα dt est convergente ssi α Ps1, 2r.

4. La fonction f est continue sur r2,8r. On effectue un développement limité en `8 et on trouve que

fptq “ 1
2 ´

a
3 `

´

3
8 `

a2

9

¯

1
t2 ` o

`

1
t2

˘

, ainsi l’intégrale est convergente ssi a “ 3
2 .

Exercice (*) (fonction Gamma d’Euler).

1. Déterminer pour quelles valeurs de x P R l’intégrale
ş8

0
e´ttx´1dt converge. Dans les cas où l’intégrale

converge, on pose alors Γpxq “
ş8

0
e´ttx´1dt.

2. Donner une expression de Γpx` 1q en fonction de Γpxq.

3. En déduire une expression simple de Γpn` 1q.

Solution.

1. Par croissances comparées, e´ttx´1 “
tÑ8

op1{t2q, donc par comparaison l’intégrale
ş8

1
e´ttx´1dt est

convergente. En 0, on a e´ttx´1 „ 1
t1´x , donc par le théorème de comparaison de fonctions positives,

l’intégrale
ş1

0
e´ttx´1dt est convergente ssi 1 ´ x ă 1, i.e. x ą 0. Donc l’intégrale

ş8

0
e´ttx´1dt est

convergente ssi x ą 0.

2. On effectue une intégration par parties et on trouve Γpx` 1q “ xΓpxq.

3. On en déduit Γpn` 1q “ n!.
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Exercice (*) (intégrale de Dirichlet).

1. Montrer que l’intégrale
ş8

1
sinptq
t dt est convergente.

2. Pour t P r1,8r, comparer | sinptq| et sinptq2. En déduire la nature de l’intégrale
ş8

1

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq
t

ˇ

ˇ

ˇ
dt.

3. Pour tout k P N, montrer que :

ż pk`1qπ

kπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq

t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ě
1

pk ` 1qπ

ż π

0

| sinptq|dt.

Retrouver ainsi la nature de l’intégrale
ş8

1

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq
t

ˇ

ˇ

ˇ
dt.

Solution.

1. On calcule l’intégrale
şA

1
sinptq
t dt avec A ą 0 en effectuant une intégration par parties :

şA

1
sinptq
t dt “

´
cospAq
A `cosp1q´

şA

1
cosptq
t2 dt, qui admet une limite finie lorsque AÑ8, donc

ş8

1
sinptq
t dt est convergente.

2. On a | sinptq| ě sinptq2, donc on a
şA

1

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq
t

ˇ

ˇ

ˇ
dt ě

şA

1
sinptq2

t dt “
şA

1
1´cosp2tq

t dt “
şA

1
1
t dt´

şA

1
cosp2tq
t dt. Or

şA

1
1
t dt ÝÑAÑ8

`8, et
şA

1
cosp2tq
t dt admet une limite finie lorsque AÑ8 (on utilise le même raisonnement

qu’à la question 1), donc on en déduit que
şA

1

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq
t

ˇ

ˇ

ˇ
dt ÝÑ

AÑ8
`8, donc la fonction t ÞÑ sinptq

t n’est pas

intégrable sur r1,8r.

3. On majore t par pk ` 1qπ, puis on utilise la périodicité de sin. On en déduit alors que
şNπ

π
| sinptq|

t dt “
řN´1
k“1

şpk`1qπ

kπ

ˇ

ˇ

ˇ

sinptq
t

ˇ

ˇ

ˇ
dt ě

řN´1
k“1

1
pk`1qπ

şπ

0
| sinptq|dt, or la série

ř

1
k est divergente, donc on trouve de

même que l’intégrale est divergente.

Exercice.
On souhaite démontrer l’égalité suivante :

ż 1

0

lnptq

t2 ´ 1
dt “

8
ÿ

n“0

1

p2n` 1q2
.

1. Justifier la convergence de l’intégrale et de la série.

2. Pour tout k P N, calculer Ik “
ş1

0
tk lnptqdt, et en déduire une expression de

řn
k“0

1
p2n`1q2 comme une

intégrale.

3. En déduire l’égalité voulue.

Solution.

1. La série converge : OK d’après les séries de Riemann. On note f la fonction t ÞÑ lnptq
t2´1 : f est de signe

constant sur s0, 1r. En effectuant un développement limité, on trouve que f se prolonge par continuité
en 1 par la valeur 1{2, et fptq „ ´ lnptq en 0, or ln est intégrable en 0 (lnptq “ op 1?

t
q), donc l’intégrale

est bien convergente.

2. On trouve Ik “ ´ 1
pk`1q2 . On en déduit

řn
k“0

1
p2n`1q2 “ ´

řn
k“0 I2k “ ´

ş1

0

řn
k“0 t

2k “
ş1

0
lnptq
t2´1dt `

ş1

0
t2n`2 lnptq

t2´1dt.

3. Il faut montrer que
ş1

0
t2n`2 lnptq

t2´1dt ÝÑ
nÑ8

0. La fonction t ÞÑ t2 lnptq
t2´1 se prolonge par continuité en 0 et

1 par les valeurs respectives 0 et 1{2. La fonction est donc bornée sur s0, 1r, disons par M ě 0. On a

alors
ˇ

ˇ

ˇ

ş1

0
t2n`2 lnptq

t2´1dt
ˇ

ˇ

ˇ
ďM

ş1

0
t2n ÝÑ

nÑ8
0. On en déduit l’égalité voulue.
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Rmq. Cet exercice donne un exemple où on peut intervertir somme et intégrale en passant pas des sommes
géométriques. En deuxième année, des conditions seront données dans le cadre général pour pouvoir inter-
vertir les deux symboles.

Exercice.

1. Justifier la convergence de l’intégrale I “
ş8

0
lnptq
1`t2 dt.

2. Calculer l’intégrale I.

3. En déduire un équivalent simple de la fonction x ÞÑ
şx

0
arctanpxq

x dx en `8.

Solution.

1. La fonction f : t ÞÑ lnptq
1`t2 est continue positive sur s0,8r, on a fptq „ lnptq en 0, donc fptq “ Op1{

?
tq,

donc par comparaison f est intégrable sur s0, 1s. D’autre part, fptq „ lnptq{t2 en `8, donc fptq “
op1{t3{2q et par comparaison f est intégrable sur r1,8r. Donc I est bien définie.

2. On effectue le changement de variable t “ 1{u, on trouve I “ ´I, donc I “ 0.

3. On effectue une intégration par parties (ce qui est licite car la fonction entre crochets tend vers une

limite finie aux bornes), et on trouve
şx

0
arctanpxq

x dx “ lnpxq arctanpxq´I, avec I “ 0 d’après la question
précédente, donc fpxq „ π

2 lnpxq en `8.

Exercice.

1. Soit α P R. Étudier l’intégrabilité sur s0, π{2r de la fonction f : t ÞÑ | lnpsinptqq|α.

2. Justifier l’existence des intégrales I “
şπ{2

0
lnpsinptqqdt et J “

şπ{2

0
lnpcosptqqdt.

3. Calculer I ` J , et en déduire les valeurs de I et J .

Solution.

1. La fonction f est continue sur s0, π{2r. En 0, on a fptq „ | lnptq|α, donc fptq “ Op1{
?
tq, donc par

comparaison f est intégrable sur s0, π{4r. En π{2, on effectue un développement limité de fpπ{2 ´ hq

lorsque h Ñ 0` : on trouve fpπ{2 ´ hq „ h2α

2α , donc f est intégrable sur rπ{4, π{2r ssi ´2α ă 1 ssi
α ą ´1{2. Donc f est intégrable sur s0, π{2r ssi α ą ´1{2.

2. On est dans le cas α “ 1 ą ´1{2 : d’après la question 1 l’intégrale I est donc bien définie. On observe
que sinpπ{2´ tq “ cosptq donc par un changement de variable affine on en déduit que I “ J et donc J
est bien définie aussi.

3. On a I ` J “
şπ{2

0
lnpcosptq sinptqqdt “

şπ{2

0
lnpsinp2tqqdt ´ π

2 lnp2q. On effectue alors le changement

de variable affine t “ u
2 et on a alors I ` J “ 1

2

şπ

0
lnpsinptqqdt ´ π

2 lnp2q “ 1
2

şπ{2

0
lnpsinptqqdt `

1
2

şπ

π{2
lnpsinptqqdt´ π

2 lnp2q “ I
2 `

I
2 ´

π
2 lnp2q, d’om I “ ´π

2 lnp2q.

Exercice.

1. Soit α P R. Étudier l’existence de l’intégrale Iα “
ş8

0
1

p1`t2qp1`tαqdt.

2. Lorsqu’elle existe, calculer l’intégrale Iα.

3. Etudier l’existence et, lorsqu’elle existe, calculer l’intégrale Jα “
şπ{2

0
1

1`ptanpxqqα dt.
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Solution.

1. Si α ě 0, alors la fonction f se prolonge par continuité en 0, donc f est intégrable sur s0, 1s. En `8,
on a fptq „ 1

tα`2 , donc par comparaison f est intégrable sur r1,8r. Si α ă 0, alors en `8, fptq „ 1
t2 ,

donc par comparaison f est intégrable sur r1,8r, et en 0 on a fptq „ tα, donc f est intégrable sur s0, 1s
ssi α ą ´1. Donc Iα existe ssi α ą ´1.

2. On effectue le changement de variable t “ 1
u , et on trouve Iα “

ş8

0
uα

p1`u2qp1`uαqdu “ ´Iα`
ş8

0
1

1`u2 du,

donc Iα “
π
4 .

3. On effectue le changement de variable u “ tanpxq, et on trouve que Jα “ Iα, donc Jα existe ssi α ą ´1
et dans ce cas, Jα “

π
4 .

Exercice (*) (étude théorique des fonctions intégrables).
Soient a P R, et f : ra,8rÑ R une fonction continue intégrable.

1. Montrer que si f admet une limite en `8, alors cette limite est nécessairement nulle.

2. Montrer que si f est de classe C2, avec f et f2 intégrables, alors f 1 tend vers 0 en `8. En déduire que
f tend vers 0 en `8.

Solution.

1. On suppose par l’absurde que f tend vers l ‰ 0 en `8. Quitte à considérer ´f , on peut supposer
que l ą 0, alors il existe A tel que pour tout t ě A, fptq ě l{2 ą 0, donc pour x ě A,

şx

A
|fptq|dt ě

px´Aql
2 ÝÑ

xÑ8
`8, donc f n’est pas intégrable, d’où la contradiction.

2. Pour tout x, on a f 1pxq “ f 1p0q `
şx

0
f2ptqdt, et f2 est intégrable, donc f 1 admet une limite l en `8.

Si par l’absurde l ‰ 0, par exemple l ą 0, alors pour x assez grand, f 1pxq ě l{2, donc fpxq ě fp0q ` xl
2

et donc f n’est pas intégrable, d’où la contradiction. Ainsi, f 1 tend vers 0 en `8. La fonction ff 1 est

donc intégrable sur ra,8r, or
şx

0
ff 1 “ fpxq2´fp0q2

2 , donc on en déduit que f admet une limite en `8.
Or f est intégrable, donc d’après la question précédente, f tend vers 0 en `8.

Rmq. Garder en tête les résultats théoriques sur les fonctions intégrables, en particulier ce qui ne marche
pas (par exemple une fonction continue intégrable sur R` n’est pas forcément de limite nulle en `8, on
peut facilement trouver des contre-exemples, par contre si on rajoute (par exemple) l’hypothèse que f est
décroissante ou que f admet une limite en `8, alors c’est vrai).
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12 Systèmes linéaires, déterminants

Exercice.

Soit A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1 ´3
1 1 ´3 1
1 ´3 1 1
´3 1 1 1

˛

‹

‹

‚

. Déterminer KerpAq et ImpAq.

Solution. On résoud AX “ Y d’inconnue X où Y P Rn en utilisant la méthode du pivot de Gauss. On trouve
$

’

’

&

’

’

%

x1 ` x2 ` x3 ´ 3x4 “ y1

´4x2 ` 4x4 “ y3 ´ y1

´4x3 ` 4x4 “ y2 ´ y1

0 “ y1 ` y2 ` y3 ` y4

Ainsi : si y1 ` y2 ` y3 ` y4 ‰ 0, alors il n’y a pas de solution et donc y R ImpAq. Et si y1 ` y2 ` y3 ` y4 “ 0,

alors X P X0 ` Vectp1 1 1 1q, où X0 “

¨

˚

˚

˝

y1{2` y2{4` y3{3
y1{2´ y3{4
y1{4´ y2{4

0

˛

‹

‹

‚

. On en déduit ainsi que KerpAq “ Vectp1 1 1 1q

et ImpAq est l’hyperplan de R4 d’équation y1 ` y2 ` y3 ` y4 “ 0.

Exercice (*) (matrice tridiagonale).

Soient n P N˚ et An “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

2 4 p0q

1 2
. . .

. . .
. . . 4

p0q 1 2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. Calculer ∆n “ detpAnq.

Solution. En développant selon la première ligne, on trouve ∆n “ 2∆n´1 ´ 4 detpBn´1q, où l’on cal-
cule detpBn´1q en développant selon la première colonne et on trouve detpBn´1q “ ∆n´2. On a donc
une relation de récurrence du 2nd ordre, l’étude de l’équation caractéristique associée nous donne ∆n “

λ2n cospπ3nq ` µ2n sinpπ3nq et on trouve λ “ 1, µ “ 1?
3
.

Exercice.
Soit n P N˚.

1. Soit A P MnpCq tel que pour tout i, ai,i P t´1, 1u et pour tout i ‰ j, ai,j P 2Z. Montrer que A est
inversible.

2. Un paysan a 2n` 1 vaches. On suppose que, quelque soit la vache choisie, le paysan peut former deux
tas de n vaches chacun, de même masse totale. Que peut-on dire des masses des vaches ?

Solution.

1. On a detpAq “
ř

σPSn
εpσq

śn
i“1 ai,σpiq “

śn
i“1 ai,i`

ř

σPSn,σ‰id
εpσq

śn
i“1 ai,σpiq. Le premier terme est

impair (car il vaut 1 ou ´1), mais le deuxième est pair par hypothèse. Ainsi, detpAq ne peut pas être
nul et A est inversible.

2. Montrons que toutes les masses sont égales. On notem1, ...,m2n`1 les masses des vaches. Par hypothèse,
pour tout i, il existe pai,jq1ďjď2n`1 P t´1, 0, 1u tels que :

(a) ai,i “ 0

(b) Pour i ‰ j, ai,j P t´1, 1u.

(c) |tj, ai,j “ ´1u| “ |tj, ai,j “ 1u| “ n.

(d)
ř2n`1
j“1 ai,jmj “ 0.
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Cela se traduit par l’écriture matricielle Am “ 0, où m “ pmiq1ďiď2n`1 et A “ pai,jq1ďi,jď2n`1, ainsi
m P KerpAq. Par (c), le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales à 1 appartient au noyau
de A. Il suffit donc de montrer que dimpKerpAqq “ 1, i.e. que A est de rang 2n. On essaye de
se ramener à la question 1 : le rang est inchangé par opérations sur les lignes et les colonnes, on
ajoute donc (par exemple) la première ligne à toutes les autres. Alors la matrice B “ pbi,jq1ďi,jď2n

extraite obtenue en enlevant la première ligne et la première colonne vérifie bi,i P t´1, 1u et pour i ‰ j,
bi,j P t´2, 0, 2u, donc d’après la question 1 la matrice B est inversible. Ainsi, d’après la caractérisation
du rang par les matrices extraites, A est de rang ě 2n, donc A est de rang 2n et dimpKerpAqq “ 1.
Donc m P Vectpp1, ..., 1qq et toutes les masses sont égales.

Exercice (*).
Soient n P N˚ un entier pair, A P MnpRq antisymétrique et J P MnpRq la matrice dont tous les coefficients
sont égaux à 1. Montrer que

@t P R, detpA` tJq “ detpAq.

Solution. On s’intéresse à la fonction ∆ : t ÞÑ detpA ` tJq : c’est un polynôme en t par propriétés du
déterminant. En soustrayant (par exemple) la première colonne à toutes les autres, puis en développant selon
la première colonne, on remarque que ∆ est de degré au plus 1, donc est de la forme ∆ptq “ at ` b avec
a, b P R. Par ailleurs, puisque A est antisymétrique, on a ai,i “ 0 et pour i ‰ j, ai,j “ ´aj,i. En regardant
ainsi ∆p´tq et en utilisant la n-linéarité du déterminant, on montre que ∆p´tq “ p´1qn∆ptq “ ∆ptq car n
est pair, donc a “ 0 et en évaluant en t “ 0 on trouve la relation souhaitée.

Exercice (*).
Soient n P N˚, a1, ..., an des réels et b ‰ c P R. On considère les matrices

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b . . . b

b
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . b
b . . . b an

˛

‹

‹

‹

‹

‚

et B “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a1 b . . . b

c
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . b
c . . . c an

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

1. Calculer detpAq en considérant les colonnes B “ tpb ... bq et Ci “
tp0 ... ai ´ b ... 0q.

2. Soit P “ detpXJ ` Bq, où J est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Déterminer le degré de
P puis calculer detpBq.

Solution.

1. On a detpAq “ detpB ` C1, ..., B ` Cnq “ detpC1, ..., Cnq `
řn
i“1 detpC1, ..., B, ..., Cnq par caractère

n-linéaire alterné du déterminant (où la colonne B est en i-ème position), avec detpC1, ..., B, ..., Cnq “
b
śn
j“1,j‰ipaj ´ bq.

2. Pour calculer P , on soustrait la première colonne à toutes les autres (ce qui élimine les X sur les autres
colonnes), puis on développe selon la première colonne : P est de degré au plus 1. Il existe donc α, β tels

que P “ αX`β. En évaluant en ´b puis en ´c, on trouve P “ pX` bq
śn
i“1pai´cqpb´aiq

b´c `
śn
i“1pai´ bq,

puis detpBq “ P p0q.
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Exercice.

Soient a, b P R, n P N˚, An “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a 0 . . . 0 b
0 a p0q b 0
... p0q

. . . p0q
...

0 b p0q a 0
b 0 . . . 0 a

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et ∆n “ detpAnq (où le coefficient du milieu vaut a` b

si n est impair). On se propose de calculer ∆n par deux méthodes différentes.

1. Déterminer une relation de récurrence vérifiée par p∆nqn. En déduire ∆n pour tout n P N˚.

2. Écrire la matrice de l’endomorphisme canoniquement associé à An dans une autre base de Rn bien
choisie. Retrouver ∆n pour tout n P N˚.

Solution.

1. En effectuant des développements par rapport aux lignes et aux colonnes, on trouve ∆n “ pa
2´b2q∆n´2,

donc on en déduit ∆2k “ pa
2 ´ b2qk et ∆2k`1 “ pa

2 ´ b2qkpa` bq.

2. On note e1, ..., en les vecteurs de la base canonique de Rn et on considère la base e1 “ pe1, en, e2, en´1, ..., q.
C’est encore une base de Rn, et la matrice de An dans cette base est diagonale par blocs, on en déduit
alors le même résultat pour ∆n.

Exercice (*) (matrice compagnon).

Soient n P N˚, a0, ..., an´1 P C et A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 . . . . . . 0 a0

1
. . .

... a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 . . . 0 1 an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. Calculer le polynôme P “ detpXIn ´Aq.

Solution. On cherche à calculer P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

X . . . . . . 0 ´a0

´1
. . .

... ´a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . X

...
0 . . . 0 ´1 X ´ an´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. On développe selon la dernière

colonne et on trouve P “ Xn `
řn´1
k“0 akX

k (on aurait aussi pu effectuer des opérations sur les lignes et les
colonnes).

Exercice.
Soit n P N˚. Calculer le déterminant de la matrice A “ pijq1ďi,jďn.

Solution. On met i en facteur dans chaque ligne de la matrice, puis on reconnâıt une matrice de Vandermonde
: on trouve detpAq “ n!

ś

1ďiăjďnpj ´ iq “ n!
śn
j“2pj ´ 1q! “ 1!2!...n!.

Exercice (*).
Soient n P N˚ et A,B PMnpRq. On suppose que A et B sont C-semblables (i.e. il existe P P GLnpCq tel que
A “ PBP´1). On note P “ P1 ` iP2. En considérant le polynôme ∆ “ detpP1 ` xP2q, montrer que A et B
sont R-semblables.
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Solution. On a, en identifiant parties réelles et imaginaires : ∆B “ A∆. Pour montrer que A et B sont
R-semblables, il suffit donc de montrer qu’il existe x P R tel que ∆pxq ‰ 0 : en effet, le polynôme ∆ P RrXs
est non nul car ∆piq “ detpP q ‰ 0, donc ∆ admet un nombre fini de racines réelles.

Exercice (*).
Soient K un corps, n P N˚ et A PMnpKq.

1. Rappeler la définition de la comatrice de A et la formule de la comatrice.

2. Calculer le rang de la comatrice de A en fonction de rgpAq (on distinguera les cas selon la valeur de
rgpAq)

3. Calculer le déterminant de la comatrice de A en fonction de detpAq.

1. Cours.

2. Si rgpAq “ n, alors A est inversible et tCompAq “ .detpAqA´1 est aussi inversible, donc rgpCompAqq “
n. Si rgpAq ď n´2, alors les cofacteurs sont nuls (toute matrice extraite de taille n´1 est de déterminant
nul), donc CompAq “ 0 et rgpCompAqq “ 0. Si rgpAq “ n ´ 1, alors puisque A tCompAq “ 0, on a
Imp tCompAqq Ă KerpAq, donc rgpCompAqq P t0, 1u, or rgpAq “ n´1, donc au moins l’un des cofacteurs
est non nul, donc CompAq n’est pas la matrice nulle et rgpCompAqq “ 1.

3. Si A n’est pas inversible, alors CompAq non plus et detpCompAqq “ 0. Sinon, puisque tCompAq “
detpAqA´1, alors detpCompAqq “ detpAqn´1.

Exercice (*).
Soit n P N˚. Soit M PMnpZq. Montrer que M P GLnpZq si et seulement si detpMq P t´1, 1u.

Solution. On utilise la formule de la comatrice.

Exercice.
Soit n P N˚.

1. Montrer que le polynôme Pn “ Xn ´X ` 1 admet n racines complexes distinctes z1, ..., zn.

2. Calculer le déterminant de A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1` z1 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . 1 1` zn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Solution.

1. D’après le théorème de d’Alembert-Gauss, P admet n racines complexes comptées avec multiplicité. Si
z est une racine de P , alors zn ´ z ` 1 “ 0. Montrons que P 1pzq ‰ 0 : si par l’absurde P 1pzq “ 0, alors
zn´1 “ 1

n , donc z 1
n ´ z ` 1 “ 0, donc z “ n

n´1 , donc nn “ pn´ 1qn´1, d’où la contradiction par strict

croissance de la fonction t ÞÑ tt.

2. On pose B “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1
...
...
1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

et Ai “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
zi
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, alors par caractère n-linéaire alterné du déterminant, on a detpAq “

śn
i“1 zi `

řn
i“1

śn
j“1,j‰i zj et en utilisant les relations coefficients-racines on trouve detpAq “ 2p´1qn.
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Exercice (*) (déterminant de Cauchy).
Soient n P N˚ et a1, ..., an, b1, ..., bn des réels tels que pour tout i, ai ` bi ‰ 0, et les ai sont deux à deux

distincts. On se propose de calculer ∆n :“ detpAnq où An “
´

1
ai`bj

¯

1ďi,jďn
.

1. On considère la fraction rationnelle R “

śn´1
i“1 pbi ´Xq

śn
i“1pX ` aiq

. Décomposer R en éléments simples.

2. Effectuer des opérations sur les lignes de An pour faire apparâıtre Rpb1q, ..., Rpbnq.

3. En déduire ∆n pour tout n P N˚.

Solution.

1. R n’a que des pôles simples (car les ai sont deux à deux distincts), et le degré du dénominateur est plus
grand que le numérateur, donc la partie entière est nulle, donc la décomposition en éléments simples

donne R “
řn
k“1

λk
X`ak

, avec λk “
śn
i“1pbi`akq

śn
i“1,i‰kpai´akq

.

2. On effectue l’opération Ln Ð Ln`
řn´1
k“1

λk
λn
Lk, de sorte que ∆n “

1
λn

det

¨

˚

˚

˚

˝

1
a1`b1

. . . . . . 1
a1`bn

...
...

...
1

an´1`b1
. . . . . . 1

an´1`bn

Rpb1q . . . . . . Rpbnq

˛

‹

‹

‹

‚

.

Or Rpbiq “ 0 pour i ă n, donc en développant selon la dernière ligne, on obtient ∆n “
Rpbnq
λn

∆n´1. Par
récurrence, on en déduit ainsi que

∆n “

ś

iăjpaj ´ aiqpbj ´ biq
ś

i,jpai ` bjq
.
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13 Réduction des endomorphismes

Exercice (*).
Soient n P N˚, a0, ..., an´1 P C, et A, J PMnpCq définies par

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 . . . an´1

an´1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . a1

a1 . . . an´1 a0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, J “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 . . . . . . 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

1. Calculer Jk pour k ď n.

2. Montrer que J est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

3. En déduire le déterminant de A.

Solution.

1. Faire le calcul (à chaque fois, ça décale les 1 d’une diagonale).

2. On remarque que Jn “ In, donc le polynôme Xn ´ 1, scindé à racines simples, annule J , donc J est
diagonalisable. On peut également montrer que Xn ´ 1 est le polynôme caractéristique de J , donc ses
valeurs propres sont exactement les racines de Xn ´ 1, i.e. les racines n-èmes de l’unité.

3. On en déduit qu’il existe P P GLnpCq tel que J “ PDP´1, où D est la matrice diagonale dont les

coefficients diagonaux sont les racines n-èmes de l’unité. D’après la question 1, on a A “
řn´1
k“0 akJ

k “

P p
řn´1
k“0 akD

kqP´1, donc on en déduit facilement le déterminant de A.

Exercice (*).

1. Soit A “

ˆ

0 a
b 0

˙

PM2pRq. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable

sur R.

2. Soient p ě 1 et a1, ..., a2p P R. Soit A “ pai,jq1ďi,jď2p tel que ai,2p`1´i “ αi si 1 ď i ď 2p, et ai,j “ 0
sinon. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable sur R.

Solution.

1. Le polynôme caractéristique de A est χA “ X2 ´ ab.

• Si ab ą 0, alors χA est scindé à racines simples, donc A est diagonalisable.

• Supposons ab “ 0. Si a et b sont nuls, alors A est évidemment diagonalisable. Supposons ainsi a
et b non tous nuls : alors 0 est la seule valeur propre de A, donc A n’est pas diagonalisable (sinon
A serait nulle).

• Supposons ab ă 0, alors A n’a pas de valeurs propres réelles donc ne peut pas être diagonalisable
sur R.

Ainsi, A est diagonalisable sur R ssi ab ą 0 ou a “ b “ 0.

2. On note pe1, ...e2pq la base canonique de R2p, et on considère la base β “ pe1, e2p, e2, e2p´1, ..., ep, ep`1q.
Alors dans cette base, la matrice de l’endomorphisme canoniquement associé à A est diagonale par blocs,

avec des blocs A1, ..., Ap de taille 2, où Ai “

ˆ

0 αi
α2p`1´i 0

˙

. A est donc diagonalisable si et seulement

si chaque Ai est diagonalisable. D’après la question 1, on en déduit donc que A est diagonalisable si et
seulement si pour tout i P t1, ..., 2pu, αi “ α2p`1´i “ 0 ou αiα2p`1´i ą 0.
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Exercice.

Soient n ě 3 et a, b, c P C. On considère la matrice M “

¨

˚

˚

˚

˝

0 . . . 0 c
...

. . .
... c

0 . . . 0 c
b . . . b a

˛

‹

‹

‹

‚

PMnpCq.

1. À quelle condition la matrice M est-elle de rang 2 ? On suppose dans la suite cette condition remplie.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit diagonalisable sur C.

Solution.

1. La matrice M est de rang 2 si et seulement si c ‰ 0 et b ‰ 0.

2. On calcule le polynôme caractéristique de M : à la fin, on trouve χM “ Xn´2pX2 ´ aX ´ pn´ 1qbcq.
Donc les valeurs propres de M sont 0 et les racines de X2´aX´pn´1qbc. On note ∆ “ a2`4pn´1qbc.

• Si ∆ ‰ 0, alors le polynôme X2 ´ aX ´ pn´ 1qbc admet 2 racines complexes distinctes, qui sont
donc valeurs propres de M de multiplicité 1. Puisque 0 est valeur propre de multiplicité n´2 (car
on est dans le cas où M est de rang 2), on en déduit que M est diagonalisable.

• Si ∆ “ 0, alors M a une valeur propre double égale à a{2. Puisque l’on a supposé M de rang 2
on a ‰ 0, et M est diagonalisable si et seulement si dimKerpM ´ a

2 Inq “ 2. Or M ´ a
2 In possède

une matrice extraite inversible de taille n ´ 1, donc dimKerpM ´ a
2 Inq “ 2 ď 1, et donc M n’est

pas diagonalisable.

Exercice (*).
Soient n P N˚, E un K-espace vectoriel de dimension n et f P LpEq de rang 1. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

Solution. f est de rang 1, donc 0 est valeur propre de f d’ordre au moins n´1, c’est-à-dire qu’il existe α P K
tel que χf “ Xn´1pX ´ αq. Puisque la somme des valeurs propres est égal à la trace de f , on a Trpfq “ α.
Si α “ 0, alors 0 est la seule valeur propre de f , donc si f est diagonalisable alors f “ 0, ce qui est exclu
car f est de rang 1. Si α ‰ 0, alors f a deux valeurs propres, 0 et α, et dimE0 ` dimEα “ n, donc f est
diaonalisable.
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14 Équations différentielles

Exercice (équations différentielles du second ordre).
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1. y1 ` y “ 3e´x ` p6x` 5qe2x.

2. y2 ´ 4y1 ` 3y “ p2x` 1qe´x.

3. y2 ´ 2y1 ` y “ e2x.

Exercice.
Résoudre sur R l’équation différentielle yp3q “ y.

Solution. On pose g “ y ` y1 ` y2, on trouve une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par g, on trouve g
puis on en déduit une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par f que l’on sait résoudre.

Exercice (*).
Déterminer les réels a, b P R tels que toute solution de y2 ` ay1 ` b “ 0 soit bornée.

Solution. On détermine la forme des solutions en fonction du discriminant de l’équation caractéristique. Au
final, on trouve que les solutions sont bornées ssi a ě 0, b ě 0 et pa, bq ‰ p0, 0q.

Exercice.
Soient a, b : R Ñ R deux fonctions continues avec a impaire et b paire. Montrer que l’équation différentielle
y1 ` aptqy “ b admet une unique solution impaire.

Solution. Par le théorème de Cauchy, il existe une unique solution, notée f , telle que fp0q “ 0. Alors on
montre que la fonction x ÞÑ ´fp´xq est également solution de l’équation différentielle avec la même condition
initiale, donc par unicité fpxq “ ´fp´xq, donc f est impaire.

Exercice.
Soit f : RÑ R de classe C2 telle que f2 ` f ą 0. Montrer que fp0q ` fpπq ě 0.

Solution. On pose g “ f2 ` f , alors on a une équation du 2nd ordre vérifiée par f , donc en résolvant on en
déduit la forme de f en fonction de g, puis en utilisant l’hypothèse g ě 0 on en déduit le résultat.

Exercice (*).
Soient a P C˚, T ą 0 et f : R Ñ C une fonction continue T -périodique. On s’intéresse à l’équation
différentielle p1q : y1 ´ ay “ f .

1. Montrer qu’une solution y de p1q est T -périodique si et seulement si yp0q “ ypT q.

2. Déterminer en fonction de a le nombre de solutions T -périodiques de p1q.

Solution.

1. On utilise l’unicité du problème de Cauchy associé à l’équation (1) : l’implication directe est évidente
et réciproquement, si y est une solution telle que ypT q “ yp0q, alors on montre que g : x ÞÑ ypT ` xq
est solution avec la même condition initiale, donc y “ g et y est T -périodique.

2. On résoud l’équation pour trouver la forme de y : ypxq “ pλ `
şx

0
fptqe´atdtqeax, puis on résoud

yp0q “ ypT q. En fonction de a, on trouve soit 0 solutions périodiques, soit 1 solution, soit toutes les
solutions sont périodiques.
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Exercice (*).
Soit f : R` Ñ R une fonction continue intégrable. On considère l’équation p1q : y2 ` fptqy “ 0.

1. Montrer que si y est une solution bornée de p1q, alors y1ptq Ñ
tÑ8

0.

2. Si y1, y2 sont deux solutions de p1q, calculer leur wronskien : W : t ÞÑ det

ˆ

y1ptq y2ptq
y11ptq y12ptq

˙

.

3. Montrer que p1q admet une solution non bornée.

Solution.

1. Si y est une solution bornée de p1q, on a y1ptq ´ y1p0q “ ´
şt

0
fpuqypuqdu, avec f intégrable et y bornée,

donc la fonction fy est intégrable et y1 admet une limite finie en `8. La limite ne peut pas être nulle
car sinon on peut montrer que y n’est pas bornée.

2. On montre que W 1ptq “ 0, donc W est constante.

3. Par l’absurde, si p1q n’admet que des solutions bornées, alors on peut considérer y1, y2 deux solutions
bornées linéairement indépendantes. Alors leur wronskien est non nul, égal à une constante C ‰ 0
d’après la question précédente. Ainsi : @t, y1ptqy

1
2ptq ´ y2ptqy

1
1ptq “ C. Or, d’après la question 1, y12 et

y11 sont de limite nulle à l’infini, donc puisque y1 et y2 sont bornées, on en déduit que C “ 0, d’où la
contradiction.
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15 Espaces préhilbertiens et espaces euclidiens

Exercice.
Montrer que les formules suivantes définissent des produits scalaires :

1. xf, gy “ fp0qgp0q `
ş1

0
f 1ptqg1ptq sur E “ C1pr0, 1s,Rq.

2. xP,Qy “
řn
k“0 P pakqQpakq sur E “ RnrXs où n P N˚ et a0, ...an sont des réels deux à deux distincts.

Exercice.
Soient E “ Cpr0, 1s,Rq et a “ panqn une suite de réels de r0, 1s. On pose, pour tout f, g P E,

xf, gy “
ÿ

nPN

1

2n
fpanqgpanq.

Montrer que x., .y est bien définie, puis donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que x., .y
définisse un produit scalaire sur E.

Solution. x., .y est bien définie car pour tout f P E, f est bornée, et la série
ř

1
2n converge. On vérifie

facilement que x., .y est bilinéaire symétrique et positif. Il reste à vérifier que x., .y est définie positive. Si
xf, fy “ 0, alors pour tout n P N, fpanq “ 0. Puisque f est continue, il suffit que la suite a soit dense dans
R. Vérifions la réciproque : si a n’est pas dense, alors il existe x ă y P r0, 1s tel que sx, yr ne contienne aucun
des an. On construit alors une fonction continue nulle en dehors de sx, yr et non nulle sur sx, yr : alors f ‰ 0
mais pour tout n P N, fpanq “ 0 donc xf, fy “ 0. Donc x., .y n’est pas définie positive.

Exercice.
Soient n P N et a0, ..., an P Rn`1. On définit :

@P,Q P RnrXs2, φpP,Qq “
n
ÿ

k“0

P pakqQpakq.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les ak pour que φ définisse un produit scalaire sur
RnrXs.

2. Calculer alors la distance euclidienne de Xn à

F “ tP P RnrXs,
n
ÿ

k“0

P pakq “ 0u.

Solution.

1. φ est bilinéaire symétrique positive. Si φpP q “ 0, alors (on a une somme de termes positifs) pour tout
k P t0, ..., nu, P 2pakq “ 0, donc P pakq “ 0. Si les ak sont deux à deux distincts, cela implique que
P “ 0 car P est de degré au plus n, et donc φ est définie positive. Sinon, on note b1, ..., bp les valeurs
distinctes de ta0, ..., anu et on pose P “

śp
i“1pX ´ biq P RnrXs : on a φpP q “ 0 mais P ‰ 0, donc φ

n’est pas définie positive.

2. F est un hyperplan (F “ Kerpϕq où ϕ : RnrXs Ñ R est définie par ϕpP q “
řn
k“0 P pakq), donc il suffit

de trouver un vecteur dans FK et on remarque par définition de φ que 1 P FK. Ainsi, d’après le cours,

dpXn, F q “ |φpXn,1q|
}1} “

řn
k“0 a

n
k?

n`1
.
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Exercice.
Soient n P N˚ et A “ pai,jq1ďi,jďn P OnpRq. On munit Rn de sa norme canonique notée }.}, et on note
peiq1ďiďn la base canonique de Rn.

1. On note C1, ...Cn les colonnes de A. Calculer
řn
j“1 }Cj}

2. En déduire que
ř

1ďi,jďn |ai,j | ď n3{2.
Montrer que si n est impair et n ě 1, alors l’inégalité est stricte.

2. Pour x P Rn, calculer xx, uApxqy, où uA est l’endomorphisme canoniquement associé à A. En déduire

que
ˇ

ˇ

ˇ

ř

1ďi,jďn ai,j

ˇ

ˇ

ˇ
ď n. Étudier le cas d’égalité.

Solution.

1. PuisqueA est orthogonale, }Cj}
2 “ 1 pour tout j, donc la somme demandée vaut n. On a

ř

1ďi,jďn |ai,j | “
ř

1ďiďnx|Ci|,1y, en notant |Ci| le vecteur colonne dont les coefficients sont les |ai,j |. Ainsi, d’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

ř

1ďi,jďn |ai,j | ď n
?
n. On a égalité si et seulement si pour tout i, Ci

est colinéaire à 1, ce qui n’est pas possible.

2. Si x “
řn
j“1 λjej , alors xx, uApxqy “

ř

1ďi,jďn λiλjxei, uApejqy “
ř

1ďi,jďn λiλjai,j . On en déduit

que pour x “
řn
j“1 ej ,

ˇ

ˇ

ˇ

ř

1ďi,jďn ai,j

ˇ

ˇ

ˇ
“ |xx, uApxqy ď }x}}uApxq} “ }x}

2 “ n, d’après l’inégalité de

Cauchy-Schwarz et car uA P OpRnq donc uA conserve la norme. On a égalité si et seulement si uApxq
est colinéaire à x, i.e. x est vecteur propre de A.

Exercice.
Soit n P N˚. On munit MnpRq du produit scalaire usuel xA,By “ TrptABq, et on note }.} la norme associée.
Soit J PMnpRq dont tous les coefficients valent 1. Pour M PMnpRq, calculer inf

pa,bqPR2
}M ´ aIn ´ bJ}.

Solution. Il s’agit de calculer dpM,VectpIn, Jqq “ }M´ppMq}, où ppMq est la projection deM sur VectpIn, Jq.
On peut écrire ppMq “ aIn ` bJ , et en utilisant le fait que M ´ ppMq P VectpIn, Jq

K on trouve a et b.

Exercice (*).

Calculer inf
pa,b,cqPR3

ż 1

0

ˆ

1

1` t
´ at2 ´ bt´ c

˙2

dt.

Solution. On note E “ Cpr0, 1s,Rq muni du produit scalaire usuel. On note e0 : t ÞÑ 1, e1 : t ÞÑ t, e2 : t ÞÑ t2,
et F “ Vectpe0, e1, e2q. On cherche donc à calculer inf

gPF
}f ´ g}2, où f : t ÞÑ 1

1`t , c’est à dire dpf, F q2. Or

dpf, F q “ }f ´ pF pfq}, où pF P F : on a donc pF pfq “ αe0 ` βe1 ` γe2. Il y a ensuite plusieurs manières
de procéder : soit on utilise le fait que f ´ pF pfq P F

K pour trouver des équations satisfaites par α, β et γ.
Soit on applique l’algorithme de Gram-Schmidt à la famille pe0, e1, e2q pour trouver une base orthonormale
pe10, e

1
1, e

1
2q de F , et on utilise la forme pF pfq “ xe

1
0, fye

1
0 ` xe

1
1, fye

1
1 ` xe

1
2, fye

1
2.

Exercice.

Calculer inf
pa,bqPR2

ż 1

0

pt´ a cosptq ´ b sinptqq
2

dt.

Solution. Analogue à l’exercice précédent.

Exercice.
Soient E un espace préhilbertien réel et x, y P E. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si :

@λ P R, }x` λy} ě }x}.
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Solution. L’implication directe est évidente d’après le théorème de Pythagore. Réciproquement, on suppose
que @λ P R, }x` λy} ě }x}. En passant au carré et en développant, on a alors 2xx, yy ` λ2}y}2 ě 0, donc on
a un polynôme du 2nd degré positif, son discriminant doit donc être négatif, c’est-à-dire 4xx, yy2 ě 0, donc
xx, yy “ 0 et x et y sont orthogonaux.

Exercice.
Soit E “ R3rXs muni du produit scalaire : @P “

ř3
k“0 akX

k, Q “
ř3
k“0 bkX

k, xP,Qy “
ř3
k“0 akbk. On

pose H “ tP P E, P p1q “ 0 u.

1. Déterminer la dimension et une base de H.

2. Déterminer une base orthonormale de H.

3. En déduire la distance de X à H.

Solution.

1. H est un hyperplan de R3rXs, donc est de dimension 3. On montre que pX ´ 1, X2 ´ 1, X3 ´ 1q forme
une base de H : c’est une famille libre (car ce sont des polynômes échelonnés)

2. On applique le procédé de Gram-Schmidt à la famille de la question 1 pour trouver une base orthonor-
male pP1, P2, P3q.

3. La distance vaut }X´ppXq}2 où ppXq est la projection orthogonale deX surH : ppXq “
ř3
j“1xPi, XyPi.

Exercice (*).

Soit E “ Cpr0, 1s,Rq muni du produit scalaire xf, gy “
ş1

0
fptqgptqdt. On pose F “ t f P E, fp0q “ 0 u.

1. Calculer FK.

2. En déduire que F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Solution.

1. Si g P FK, on considère la fonction x ÞÑ xgpxq qui appartient à F : on a donc
ş1

0
xgpxq2 “ 0, or

la fonction x ÞÑ xgpxq2 est positive, donc la fonction est nulle, et gpxq “ 0 pour x Ps0, 1s, puis par
continuité de g on a aussi gp0q “ 0, donc g “ 0 et FK “ t0u.

2. On a F ‰ E, donc F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Rmq. Cet exercice montre que l’égalité E “ F ‘ FK n’est valable que si F est de dimension finie.

Exercice.
Soient E un espace préhilbertien et pe1, ...enq P E des vecteurs de norme 1 de E tels que :

@x P E, }x}2 “
n
ÿ

k“1

xx, eky
2.

Montrer que E est de dimension finie n et que pe1, ..., enq est une base orthonormale de E.

Solution. Commençons par montrer que la famille est orthogonale (ceci montrera en particulier qu’elle est
libre) : pour tout i P t1, ..., nu, on a 1 “ }ei}

2 “
řn
k“1xei, eky

2 “ }ei}
2 `

ř

k‰ixei, eky
2 “ 1 `

ř

k‰ixei, eky
2,

donc pour k ‰ i, xei, eky “ 0, donc la famille est orthogonale, donc libre. Il reste ainsi à montrer que la
famille est génératrice. Si la famille est une base orthonormale, alors pour tout x P E, x “

řn
k“1xx, eiyei.

Pour montrer que la famille est génératrice, il suffit ainsi de montrer que x “
řn
k“1xx, eiyei : en effet, en

notant y “
řn
k“1xx, eiyei, on a }x´ y}2 “

řn
k“1xx´ y, eky

2 “
řn
k“1pxx, eky ´ xy, ekyq

2 “ 0, donc x “ y.
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Exercice (*).
Soient E un espace vectoriel euclidien non nul et p un projecteur de E.

1. On suppose : @x P E, }ppxq} ď }x}. Si x P pKerppqqK. Montrer que pKerppqqK Ă Imppq.

2. Montrer que p est un projecteur orthogonal de E si et seulement si pour tout x P E, }ppxq} ď }x}.

Solution.

1. Si x P pKerppqqK, alors }x}2 ě }ppxq}2 “ }ppxq ´ x ` x}2 “ }ppxq ´ x}2 ` }x}2 d’après le théorème de
Pythagore car ppxq ´ x P Kerppq. Ainsi, }ppxq ´ x} “ 0, donc ppxq “ x et x P Imppq.

2. Si p est un projecteur orthogonal de E, alors on a l’inégalité d’après le théorème de Pythagore.
Réciproquement, il faut montrer que KerppqK “ Imppq. Or on a une inclusion, et d’après le théorème
du rang dimpImppqq “ dimpEq ´ dimKerppq “ dimKerppqK, donc on a égalité et p est un projecteur
orthogonal.

Exercice (*).
Soient E un espace préhilbertien et px1, ..., xpq P E. On appelle matrice de Gram de la famille px1, ..., xpq
la matrice Mpx1, ..., xpq “ pxxi, xjyq1ďi,jďn, et on appelle déterminant de Gram la quantité Gpx1, ..., xpq “
detMpx1, ..., xpq.

1. Montrer que la famille px1, ..., xpq est libre si et seulement si Gpx1, ..., xpq ‰ 0.

2. On suppose que la famille px1, ..., xpq est libre. On note F “ Vectpx1, ..., xpq. Soit x P E. En utilisant
la projection de x sur F , montrer que Gpx, x1, ..., xpq “ dpx, F q2Gpx1, ..., xpq.

Solution.

1. On suppose que la famille px1, .., xpq est libre. On note C1, ..., Cp les colonnes de Mpx1, ..., xpq.
Soient pλ1, ..., λpq P Rp tels que

řp
j“1 λjCj “ 0 : pour tout 1 ď i ď p, 0 “

řp
j“1 λjxxi, xjy “

xxi,
řp
j“1 λjxjy, donc par bilinéarité, x

řp
j“1 λjxj ,

řp
j“1 λjxjy “ 0, et donc par propriétés du pro-

duit scalaire,
řp
j“1 λjxj “ 0, donc puisque la famille px1, ..., xpq est libre, on a λj “ 0 pour tout

j. Réciproquement, si la matrice Mpx1, ..., xpq est inversible et
řp
j“1 λjxj “ 0, alors on montre que

řp
j“1 λjCj “ 0 et donc λj “ 0.

2. On décompose x “ x ´ pF pxq ` pF pxq. Alors xx, xy “ }x}2 “ }x ´ pF pxq}
2 ` }pF pxq}

2 “ dpx, F q2 `
}pF pxq}

2, et pour tout 1 ď i ď p, xxi, xy “ 0`xxi, pF pxqy. La première colonne de Mpx, x1, ..., xpq peut
donc s’écrire C1`C2, où C1 “ pdpx, F q

2, 0, ..., 0qT et C2 “ p}pF pxq}
2, xx1, pF pxqy, ..., xxp, pF pxqyq

T , donc
en utilisant la n-linéarité du déterminant, on aGpx, x1, ..., xpq “ dpx, F q2Gpx1, ..., xpq`GppF pxq, x1, ..., xpq.
Or la famille ppF pxq, x1, ..., xpq est liée, donc d’après la question 1, GppF pxq, x1, ..., xpq “ 0, et on obtient
l’égalité demandée.

Exercice.
Soient pE, x., .yq un espace vectoriel euclidien et u P LpEq.

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f˚ P LpEq tel que : @px, yq P E2, xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy.

2. On suppose que : @x P E, }fpxq} ď }x}.

(a) Montrer que : @x P E, }f˚pxq} ď }x}.

(b) Montrer que Kerpf ´ idEq “ Kerpf˚ ´ idEq.
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16 Probabilités et variables aléatoires

16.1 Probabilités

Exercice.
On considère N urnes numérotées de 1 à N telles que l’urne k contient k boules blanches et N ´ k boules
noires. On choisit une urne uniformément au hasard, puis on effectue des tirages avec remise dans cette urne.
Calculer pour tout n P N la probabilité que les n premières boules tirées soient blanches.

Solution. Pour n P N, on note An l’évènement ”les n premières boules tirées sont blanches, et pour 1 ď k ď N ,
on note Bk l’évènement ”on tire dans l’urne k”. Alors pBkq1ďkďN forme un système complet d’évènements,
donc par la formule des probabilités totales,

PpAnq “
N
ÿ

k“1

PpAn|BkqPpBkq

“

N
ÿ

k“1

ˆ

k

N

˙n
1

N
.

Exercice.
Une information de type vrai/faux est transmise à l’intérieur d’une population. Avec une probabilité p,
l’information reçue d’une personne est transmise telle quelle à la personne suivante. Avec une probabilité
1 ´ p, l’information reçue d’une personne est transmise de façon contraire à la personne suivante. On note
pn la probabilité que l’information après n transmissions soit correcte.

1. Donner une relation de récurrence vérifiée par la suite ppnqnPN˚ .

2. En déduire la valeur de pn pour tout n P N˚.

3. Déterminer la limite de la suite ppnqnPN˚ et interpréter.

Solution.

1. On note An l’évènement ”l’information après n transmissions est correcte”. Puisque pAn, A
C
n q forme

un système complet d’évènements, par la formule des probabilités totales,

PpAn`1q “ PpAn`1|AnqPpAnq ` PpAn`1|A
C
n qPpACn q,

donc on en déduit pn`1 “ ppn ` p1´ pqp1´ pnq “ p2p´ 1qpn ` p1´ pq.

2. On trouve, sachant que p0 “ 1, pn “
1
2 `

1
2 p2p´ 1qn.

3. Si p “ 1, on a pn “ 1 pour tout n ě 1 et donc l’information est transmise presque sûrement correctement.
Résultat analogue si p “ 0. Si 0 ă p ă 1, alors la limite de la suite ppnqnPN est 1/2 et on n’a plus de
trace de l’information initiale.

Exercice (*) (lemme de Borel-Cantelli).
Soit pAnqnPN une suite d’évènements d’un espace probabilisé pΩ,F ,Pq.

1. Traduire sous forme ensembliste l’évènement A=”une infinité des évènements de la suite pAnqnPN sont
réalisés”, et vérifier qu’il s’agit bien d’un évènement.

2. On suppose que la série
ř

nPN PpAnq est convergente. Montrer qu’il est presque impossible qu’une
infinité de ces évènements soient réalisés.
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Solution.

1. On a A “
Ş

nPN
Ť

kěnAk.

2. On veut montrer que PpAq “ 0. La suite d’évènements p
Ť

kěnAkqnPN est décroissante pour l’inclusion,
donc par continuité décroissante, Pp

Ť

kěnAkq ÝÑnÑ8
PpAq. Or, Pp

Ť

kěnAkq ď
ř

kěn PpAkq ÝÑnÑ8 0 car la

série est convergente. Donc PpAq “ 0.

Rmq. Il s’agit ici du premier lemme de Borel-Cantelli. Le deuxième lemme de Borel-Cantelli donne une
réciproque partielle : si la série

ř

nPN PpAnq est divergente et si les pAnqn sont indépendants, alors PpAq “ 1.

16.2 Variables aléatoires

Exercice.
Soient n ě 1 et X,Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur t1, ..., nu.

1. Déterminer PpX “ Y q.

2. Déterminer PpX ě Y q.

3. Déterminer la loi de X ` Y .

Solution.

1. On a, par union disjointe et par indépendance de X et Y ,

PpX “ Y q “ PpDk P t1, ..., nu, X “ k et Y “ kq

“

n
ÿ

k“1

PppX “ kq X pY “ kqq

“

n
ÿ

k“1

PpX “ kqPpY “ kq “
1

n
.

2. On a, de façon similaire,

PpX ě Y q “ PpDk ě l, X “ k et Y “ lq

“
ÿ

kěl

PppX “ kq X pY “ lqq

“
1

n2
|tpk, lq P t1, ..., nu, k ě lu|

“
n2 ` 1

2n2
.

3. On a pX ` Y qpΩq “ t2, ..., 2nu et, pour tout k P t2, ..., 2nu,

PpX ` Y “ kq “ PpDl P t1, ..., k ´ 1u, X “ l et Y “ k ´ lq

“

k´1
ÿ

l“1

PpX “ lqPpY “ k ´ lq.

On a PpX “ lq “ 1
n si l P t1, ..., nu et PpX “ lq “ 0 sinon, et de même PpY “ k ´ lq “ 1

n si

k ´ n ď l ď k ´ 1. Ainsi, Si k ď n, alors PpX ` Y “ kq “ k´1
n2 . Si k ą n, alors PpX ` Y “ kq “

řn
l“k´n PpX “ lqPpY “ k ´ lq “ 2n`1´k

n2 .

Exercice.
Soient n ě 1 et X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur t1, ..., nu. On
note M “ minpX1, ..., Xnq.

1. Pour k P t1, ..., nu, calculer PpM ě kq, puis en déduire la loi de M .

2. Soit A l’évènement ”il existe i P t1, ..., nu tel que Xi “ 1”. Montrer que PpAq ě 1´ 1
e .
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Solution.

1. PpM ě kq “ Pp@i P t1, ..., nu, Xi ě kq “
śk
i“1 PpXi ě kq par indépendance des Xi, d’où PpM ě kq “

`

n`1´k
n

˘n
.

2. On a PpM “ kq “ PpM ě kq ´ PpM ě k ` 1q “
`

n`1´k
n

˘n
´
`

n´k
n

˘n
.

3. On a PpAq “ PpM “ 1q “ 1´
`

n´1
n

˘n
et en utilisant l’inégalité lnp1` xq ď x, on en déduit l’inégalité

demandée.

Exercice.
On lance deux dés équilibrés, et on note U1 et U2 les variables aléatoires correspondant aux valeurs obtenues.
On note X “ minpU1, U2q et Y “ maxpU1, U2q.

1. Donner la loi et l’espérance de X.

2. Exprimer X ` Y en fonction de U1 et U2, et en déduire ErY s.

3. Exprimer XY en fonction de U1 et U2, et en déduire CovpX,Y q. Les variables X et Y sont-elles
indépendantes ?

Solution.

1. Pour tout i P t1, ..., 6u, PpX “ iq “ PpAiYBiYCiq, où Ai “ pU1 “ iqXpU2 “ iq, Bi “ pU1 “ iqXpU2 ą iq
et Ci “ pU1 ą iq X pU2 “ iq. Par union disjointe et par indépendance de U1 et U2, on en déduit que
PpX “ iq “ 1

36 `
6´i
36 `

6´i
36 . On peut ensuite en déduire ErXs “ 91

36 .

2. On a X ` Y “ U1 ` U2. Ainsi, ErX ` Y s “ ErU1s ` ErU2s “ 7, donc on en déduit ErY s “ 161
36 .

3. On a XY “ U1U2, donc on en déduit CovpX,Y q “ 1225
1296 ‰ 0 : les variables ne sont donc pas

indépendantes.

Exercice (*).
On considère une puce qui se déplace sur la droite réelle. Initialement, elle est en X1 “ 0, puis se déplace à
droite ou à gauche en effectuant des sauts de longueur 1. On modélise sa position au temps n par

Sn “ X1 ` ...`Xn,

où Xi sont des variables indépendantes de loi uniforme sur t´1, 1u. Par convention, on pose S0 “ 0.
Déterminer la nature de la série

ř

nPN PpSn “ 0q.

Solution. On a déjà PpSn “ 0q “ 0 si n est impair, puisque pour revenir à sa position initiale la puce doit
effectuer autant de pas à droite qu’à gauche. Pour n “ 2k pair, on a, par indépendance des variables Xi,

PpSn “ 0q “ PpDI Ă t1, ..., 2ku, |I| “ k, @i P I, Xi “ 1, @i R I, Xi “ ´1q

“
ÿ

IĂt1,...,2ku, |I|“k

ˆ

1

2

˙k ˆ
1

2

˙k

“

ˆ

2k

k

˙

1

4k
,

donc d’après la formule de Stirling,

PpS2k “ 0q „
nÑ8

1
?
πk
,

donc la série est divergente.
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Rmq. On peut s’intéresser à la marche aléatoire sur R2 : Sn “
řn
i“1Xi où Xi sont des variables i.i.d.

de loi uniforme sur t´e1, e1,´e2, e2u, où pe1, e2q est la base canonique de R2. Dans ce cas, on trouve
PpS2n “ 0q „ 1

πn , donc la série est également divergente. Avec un peu plus de bagage probabiliste, cela
signifie que la puce va revenir une infinité de fois en l’origine.

Exercice.
On considère une puce qui se déplace sur la droite réelle. Initialement, elle est en X1 “ 0, puis se déplace à
droite ou à gauche avec équiprobabilité. On suppose que pour tout n ě 1, le n-ème saut est de longueur 1?

n
.

On modélise sa position au temps n par

Sn “ X1 ` ...`Xn,

où Xi sont des variables indépendantes de loi uniforme sur t´ 1?
i
, 1?

i
u. Par convention, on pose S0 “ 0. Soit

ε ą 0. Montrer que Pp|Sn| ě ε lnpnqq “ O
´

1
lnpnq

¯

.

Solution. Par linéarité de l’espérance, ErSns “ 0. Les variables Xi étant deux à deux indépendants, on a

VarrSns “
řn
i“1 VarrXis “

řn
i“1

1
i . Ainsi, on a Pp|Sn| ě ε lnpnqq “ PppSn ´ ErSnsq2 ě ε2 lnpnq2q ď VarrSns

ε2 lnpnq2

par l’inégalité de Markov. Puisque VarrSns „ lnpnq, on en déduit le résultat souhaité.

Exercice.
Soient n P N˚ et X1, ..., Xn des variables aléatoires qui admettent une variance finie. On définit la matrice
de covariance de la famille pX1, ..., Xnq par Σ “ pCovpXi, Xjqq1ďi,jďn.

1. Soient a1, ..., an P R. Exprimer la variance de la variable aléatoire a1X1 ` ...` anXn en fonction de Σ.

2. En déduire que les valeurs propres de Σ sont positives.

Solution.

1. On trouve tCΣC, où C est le vecteur colonne constitué des ai.

2. Si λ est une valeur propre de Σ et C “ pa1, ..., anq est un vecteur propre associé, alors 0 ď Varpa1X1 `

...` anXnq “
tCΣC “ λ}C}2, donc λ ě 0.

Exercice.
Soient X une variable aléatoire admettant une espérance finie à valeurs positives, pXnqnPN˚ une suite de
variables aléatoires i.i.d. de même loi que X, et a ą 0. Montrer que

Pp maxpX1, ..., Xnq ě anq „
nÑ8

nPpX ě anq.

Solution. On a Pp maxpX1, ..., Xnq ě anq “ 1 ´ Pp maxpX1, ..., Xnq ă anq, où Pp maxpX1, ..., Xnq ă anq “
Pp@i, Xi ă anq “

śn
i“1 PpXi ă anq “ PpX ă anqn, donc

Pp maxpX1, ..., Xnq ě anq “ 1´ PpX ă anqn “ 1´ exppn logPpX ă anqq,

et par l’inégalité de Markov, nPpX ě anq ÝÑ
nÑ8

0, d’où l’équivalence en faisant des DL.

Exercice.
Soient X,Y deux variables aléatoires à valeurs dans t1, ..., nu telles que pour tout 1 ď j ď n, PpY “ jq ą 0.
On considère la matrice A “ pPpX “ i, Y “ jqq1ďi,jďn. Montrer que X et Y sont indépendantes si et
seulement si la matrice A est de rang 1.
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Solution. Si X et Y sont indépendantes, alors pour tout 1 ď i, j ď n, PpX “ i, Y “ jq “ PpX “ iqPpY “ jq
donc on voit, en notant C1, ..., Cn les colonnes de A, que Cj est colinéaire à C1 pour tout j, donc la matrice
A est bien de rang 1. Réciproquement, on suppose que A est de rang 1. Alors pour tout j P t2, ..., nu, il
existe λj P R tel que Cj “ λjC1 (on a bien C1 ‰ 0 car la somme de ses coefficients vaut PpY “ 1q ą 0 par
hypothèse). Alors, en sommant les coefficients, on trouve

PpY “ jq “ λjPpY “ 1q,

donc on en déduit la valeur de λj , et donc pour tout 1 ď i, j ď n, on a

PpX “ i, Y “ jq “ λjPpX “ i, Y “ 1q “
PpY “ jq

PpY “ 1q
PpX “ i, Y “ 1q, (1)

donc en sommant sur j on obtient

PpX “ iqPpY “ 1q “ PpX “ i, Y “ 1q.

Ainsi, en réinjectant dans (1), on obtient PpX “ i, Y “ jq “ PpX “ iqPpY “ jq et les variables X et Y sont
bien indépendantes.

Exercice.
Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On répète l’opération suivante : on
tire aléatoirement une boule dans l’urne, on la remet et on rajoute une boule de la même couleur. On fixe
k ě 1 et on note Nk le nombre de boules blanches dans l’urne après la k-ème expérience. Déterminer NkpΩq
et montrer que Nk suit une loi uniforme sur NkpΩq.

Solution. Déjà, après la k-ème expérience il y a k ` 2 boules dans l’urne, et puisqu’il y a initialement une
boule noire, on a NkpΩq “ t1, ..., k ` 1u. Montrons la propriété souhaitée par récurrence sur k.

• P p1q est vraie puisqu’on tire une boule blanche avec probabilité 1{2 et une boule noire avec probabilité
1{2.

• On suppose P pkq. Soit 1 ď j ď n ` 1. Les évènements ”pNk “ iq1ďiďk forment un système complet
d’évènements, donc par la formule des probabilités totales, on a

PpNk`1 “ jq “
k
ÿ

i“1

PpNk`1 “ j|Nk “ iqPpNk “ iq.

Puisqu’on ajoute au plus une boule blanche d’une expérience à l’autre, on a PpNk`1 “ j|Nk “ iq “ 0
si i ‰ tj ´ 1, ju. Ainsi, si 2 ď j ď k ` 1, alors

PpNk`1 “ jq “ PpNk`1 “ j|Nk “ j ´ 1qPpNk “ j ´ 1q ` PpNk`1 “ j|Nk “ jqPpNk “ jq

1

k ` 1
pPpNk`1 “ j|Nk “ j ´ 1q ` PpNk`1 “ j|Nk “ jq q

“
1

k ` 1

ˆ

j ´ 1

k ` 2
`
k ` 2´ j

k ` 2

˙

“
1

k ` 2
.

Si j “ 1, alors PpNk`1 “ jq “ PpNk`1 “ j|Nk “ 1qPpNk “ 1q “ k`1
k`2

1
k`1 “

1
k`2 , et on raisonne de

façon analogue si j “ k ` 2. D’où P pk ` 1q.

Exercice.
Un concierge rentre d’une soirée. Il dispose d’un trousseau de n clés dont une seule ouvre son domicile.

1. Il essaie les clés les unes après les autres en mettant de côté chaque clé qui ne convient pas. Trouver le
nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne clé.

2. En réalité, la soirée était bien arrosée et après chaque essai le concierge remet la clé. Trouver le nombre
moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne clé.
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Solution.

1. On calcule PpX ą kq, où X est la variable aléatoire donnant le nombre d’essais à effectuer avant de
trouver la bonne clé. Par la formule des probabilités composées,

PpX ą kq “ PpAk|Ak´1qPpAk´1|Ak2q...PpA1q,

où Ai est l’évènement ”on effectue au moins i essais et le i-ème ne convient pas”. On trouve ensuite
PpX “ kq “ 1

n , donc X suit une loi uniforme et ErXs “ n`1
2 .

2. Cette fois, on reconnâıt une loi géométrique, i.e. loi du premier succès dans la répétition d’expériences
indépendants de loi de Bernoulli. Ici, le paramètre est 1

n et donc l’espérance est n.

Exercice (*).
Pour X variable aléatoire à valeurs dans t1, ..., nu, on définit

@t P R, GXptq “
n
ÿ

k“1

PpX “ kqtk.

1. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans t1, ..., nu et t1, ...,mu
respectivement, alors GX`Y “ GXGY .

2. Montrer qu’on ne peut pas piper deux dés indépendants pour que leur somme suive une loi uniforme
sur t2, ..., 12u.

Solution.

1. X ` Y est une variable aléatoire à valeurs dans t0, ..., n`mu, donc

GX`Y ptq “
n`m
ÿ

k“0

PpX ` Y “ kqtk

“

n`m
ÿ

k“0

k
ÿ

l“0

PpX “ l, Y “ k ´ lqtk “ GXptqGY ptq.

2. Supposons par l’absurde qu’il existe X,Y deux variables aléatoires indépendantes sur t1, ..., 6u telles
que S “ X ` Y suive une loi uniforme sur t2, ..., 12u. Alors, d’après la question 1, GS “ GXGY .
Puisque S suit une loi uniforme, on a

GSptq “
1

11

12
ÿ

k“2

tk “
t2

11

10
ÿ

k“0

tk.

D’autre part, on a

GXptqGY ptq “
6
ÿ

k“1

PpX “ kqtk
6
ÿ

k“1

PpY “ kqtk “ t2
5
ÿ

k“0

PpX “ k ` 1qtk
5
ÿ

k“0

PpY “ k ` 1qtk.

Donc, pour t ‰ 0, en divisant par t2 on obtient

1

11

10
ÿ

k“0

tk “
5
ÿ

k“0

PpX “ k ` 1qtk
5
ÿ

k“0

PpY “ k ` 1qtk.

Or, on a
ř10
k“0 t

k “ 11 si t “ 11 et
ř10
k“0 t

k “ 1´t11
1´t si t ‰ 1, et 11 est impair donc ce polynôme ne

s’annule jamais. Mais à droite, on a le produit de deux polynômes qui s’annulent sur R d’après le TVI
(car de limite `8 en `8 et ´8 en ´8), d’où la contradiction.

MPSI1 Henri IV 76 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

Exercice (*) (inégalité de Hoeffding).
Soient n P N˚, X1, ..., Xn des variables aléatoires indépendantes d’espérances nulles et a1, ..., an P R` telles
que pour tout i, |Xi| ď ai. On pose Sn “

řn
i“1Xi. On cherche à montrer : @ε ą 0,

PpSn ą εq ď exp

ˆ

´
ε2

2
řn
i“1 a

2
i

˙

.

1. Pour t P R et x P r´1, 1s, montrer que etx ď 1
2 p1´ xqe

´t ` 1
2 p1` xqe

t.

2. Soient t ą 0 et X une variable aléatoire telle que |X| ď 1 et ErXs “ 0. Montrer que expptXq est

d’espérance finie et que ErexpptXqs ď chptq. Dans la suite, on admettera que chptq ď et
2
{2.

3. Trouver une majoration de ErexpptSnqs, et en déduire que

PpSn ą εq ď exp

˜

´tε`
t2

2

n
ÿ

i“1

a2
i

¸

4. En déduire que

PpSn ą εq ď exp

ˆ

´
ε2

2
řn
i“1 a

2
i

˙

Solution.

1. On utilise la convexité de la fonction exp.

2. La variable expptXq est bornée (car X l’est) donc d’espérance finie. En utilisant la question 1, la
croissance et la linéarité de l’espérance on obtient ErexpptXqs ď 1

2 p1´ErXsqe´t` 1
2 p1`ErXsqet “ chptq

car X est centrée.

3. On a ErexpptSnqs “ EretX1 ...etXns “
śn
i“1 EretXis par indépendance des variables Xi. On a |Xi| ď ai,

donc |Xi{ai| ď 1, on peut donc appliquer la question 2 : EretXis “ Eretai
Xi
ai s ď et

2a2i {2. Ainsi

ErexpptSnqs ď exp

˜

t2

2

n
ÿ

i“1

a2
i

¸

.

La suite découle de l’inégalité de Markov et de l’égalité PpSn ą εq “ PpetSn ą etεq.

4. On cherche t qui minimise ´tε` t2

2

řn
i“1 a

2
i et on obtient l’inégalité demandée.

Exercice (*) (identité de Wald).
Soient N , X des variables aléatoires finies à valeurs dans N˚ et pXnqnPN˚ des variables aléatoires i.i.d. de

même loi que X. On pose S “
řN
k“1Xk. Exprimer ErSs en fonction de ErN s et ErXs.
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Solution. Pour tout k P N, on a

PpS “ kq “
ÿ

ně0

PpS “ k|N “ nqPpN “ nq

“
ÿ

ně0

P

˜

n
ÿ

i“1

Xi “ k

¸

PpN “ nq,

donc

ErSs “
ÿ

kPN
kPpS “ kq

“
ÿ

kPN
k
ÿ

nPN
P

˜

n
ÿ

i“1

Xi “ k

¸

PpN “ nq

“
ÿ

nPN
PpN “ nq

ÿ

kPN
kP

˜

n
ÿ

i“1

Xi “ k

¸

“
ÿ

nPN
PpN “ nqE

«

n
ÿ

i“1

Xi

ff

“ ErXs
ÿ

nPN
nPpN “ nq

“ ErXsErN s.

Rmq. Ici on peut intervertir les sommes car les variables aléatoires considérées sont les finies, donc les sommes
sont finies. On peut généraliser cette formule au cas des variables aléatoires à valeurs dans N à condition de
connâıtre le théorème de Fubini.

Exercice.
Soit n P N˚. Pour σ P Sn et i P t1, ..., nu, on note Xipσq l’ordre de i sous σ (i.e. le plus petit entier p tel que
σppiq “ i). On note Npσq le nombre d’orbites de la permutation σ.

1. Soit i P t1, ..., nu. Déterminer la loi de la variable aléatoire discrète Xi sur l’espace probabilisé
pSn,PpSnq,Pq où P est la probabilité uniforme.

2. Exprimer N en fonction des variables X1, ..., Xn.

3. Déterminer un équivalent du nombre moyen de cycles dans la décomposition d’une permutation aléatoire
de t1, ..., nu en cycles à supports disjoints.

Solution.

1. Puisque P est la probabilité uniforme, pour tout k,

PpXi “ kq “
|tσ P Sn, l’ordre de i sous σ est ku|

n!
“
pn´ 1q!

n!

2. On a N “
řn
i“1

1
Xi

.

3. ErN s “
řn
i“1

1
i „ lnpnq.
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17 Fonctions de plusieurs variables

17.1 Continuité et dérivées partielles

Exercice.
On considère la fonction f : R2 Ñ R définie par

fpx, yq “

#

sinpxyq
|x|`|y| si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon

La fonction f est-elle continue ? De classe C1 ?

Solution. La fonction f est continue sur R2 z tp0, 0qu et, en passant en coordonnées polaires,

fpx, yq “
sinpr2 cospθq sinpθqq

rp| cospθq| ` | sinpθq|
„

px,yqÑ0
r

cospθq sinpθq

| cospθ| ` | sinpθq|
ÝÑ
rÑ0

0

car la fonction θ ÞÑ cospθq sinpθq
| cospθ|`| sinpθq| est bornée, donc f est se prolonge par continuité sur R2. Si par l’absurde

f est de classe C1, alors ses dérivées partielles sont continues. Or en effectuant un DL on montre que
Bf
Bx p0, 0q “

Bf
By p0, 0q “ 0, et, pour x, y ą 0,

Bf

Bx
px, yq “

y cospxyqpx` yq ´ sinpxyq

px` yq2
,

en particulier, pour x “ y “ t ą 0, on a

Bf

Bx
pt, tq “

2t2 cospt2q ´ sinpt2q

4t2
ÝÑ
tÑ0

1

2
‰ 0,

donc f n’est pas de classe C1 sur R2 (on aurait aussi pu repasser en coordonnées polaires).

Rmq. Pour montrer la continuité de f en 0 on ne peut pas utiliser les dérivées partielles car cela ne garantit
pas la continuité de la fonction. Par exemple, la fonction

fpx, yq “

" xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon

admet des dérivées partielles (nulles) en p0, 0q, mais n’est pas continue en p0, 0q car pour a, b P R˚, fpah, bhq “
ab

a2`b2 , qui ne tend pas vers 0 lorsque hÑ 0. La bonne notion pour généraliser la dérivabilité d’une fonction
d’une variable réelle aux fonctions à plusieurs variables est celle de différentiabilité qui sera vue en deuxième
année.

Exercice.
Déterminer les fonctions f P C1pR2,Rq telles que pour tout x, y, t P R,

Bf

Bx
`
Bf

By
“ 0.

Indication : on pourra chercher une fonction g : RÑ R telle que g1ptq “ 0.

Solution. On pose gptq “ fpx` t, y ` tq. Alors g est de classe C1 et

g1ptq “
Bf

Bx
px` t, y ` tq `

Bf

By
px` t, y ` tq “ 0,

donc g est constante et en évaluant en 0 il vient l’égalité fpx` t, y ` tq “ fpx, yq.
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Réciproquement, on suppose pour tout x, y, t P R, fpx` t, y ` tq “ fpx, yq, alors en dérivant par rapport à t
on obtient

Bf

Bx
px` t, y ` tq `

Bf

By
px` t, y ` tq “ 0,

donc puisque la fonction px, yq ÞÑ px` t, y ` tq est bijective, on en déduit que
Bf

Bx
`
Bf

By
“ 0.

Exercice.
Déterminer la forme des fonctions f P C1pR2,Rq telles que

Bf

Bx
´ 3

Bf

By
“ 0.

Indication : on pourra chercher à faire un changement de variable de la forme ϕpx, yq “ pax` by, cx` dyq

Solution. On pose a “ 1, b “ 0, c “ 3 et d “ ´1, et F px, yq “ fpx, 3x´ yq, alors

BF

Bx
px, yq “

Bf

Bx
px, 3x´ yq ´ 3

Bf

By
px, 3x´ yq “ 0,

donc il existe h de classe C1 sur R telle que F px, yq “ hpyq, soit fpx, yq “ hp3x` yq.

Réciproquement, si f est de la forme fpx, yq “ hp3x` yq avec h de classe C1, alors on vérifie que

Bf

Bx
´ 3

Bf

By
“ 0.

Exercice.
Soit α P R. Déterminer la forme des fonctions g P C1pR2,Rq vérifiant

Bg

Bx
´
Bg

By
“ α.

Indication : on pourra chercher à faire un changement de variable de la forme ϕpx, yq “ pax` by, cx` dyq

Solution. On pose a “ b “ 1{2, c “ 1{2 et d “ ´1{2, et fpu, vq “ g

ˆ

v ` u

2
,
v ´ u

2

˙

. alors par composition,

on a

Bf

Bu
pu, vq “

1

2

Bg

Bx

ˆ

v ` u

2
,
v ´ u

2

˙

´
1

2

Bg

By

ˆ

v ` u

2
,
v ´ u

2

˙

“
α

2
,

donc il existe hpvq P R tel que fpu, vq “ αu
2 ` hpvq. Puisque f est de classe C1, il en est de même de la

fonction h, et donc

g

ˆ

v ` u

2
,
v ´ u

2

˙

“
αu

2
` hpvq,

donc par un changement de variables,

gpx, yq “
αpx´ yq

2
` hpx` yq.

Réciproquement, si g de la forme gpx, yq “ αpx´yq
2 ` hpx` yq où h est de classe C1 sur R. Alors

Bg

Bx
px, yq ´

Bg

By
px, yq “

α

2
` h1px` yq `

α

2
´ h1px` yq “ α.
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Exercice (*).
On dit qu’une fonction f : R2 Ñ R est homogène de degré α P R si pour tous px, yq P R2 et λ ą 0,

fpλx, λyq “ λαfpx, yq.

1. Montrer que les dérivées partielles d’une fonction homogène de classe C1 sur R2 sont aussi homogènes.

2. Soient f P C1pR2,Rq et α P R. Montrer que f est homogène de degré α si et seulement si

x
Bf

Bx
` y

Bf

By
“ αf.

Solution.

1. Soit f une fonction de classe C1 homogène de degré α sur R2. Soit λ ą 0. On a fpx, yq “ λ´αfpλx, λyq,
donc par composition

Bf

Bx
px, yq “ λ1´α Bf

Bx
pλx, λyq,

et de même pour la dérivée partielle par rapport à la deuxième variable. Ainsi, les dérivées partielles
de f sont homogènes de degré α´ 1.

2. On suppose que f est homogène de degré α. On fixe px, yq P R2 et on pose g : R˚` Ñ R définie par
gpλq “ fpλx, λyq, alors par composition g est de classe C1 et

g1pλq “ x
Bf

Bx
pλx, λyq ` y

Bf

By
pλx, λyq “ xλα´1 Bf

Bx
px, yq ` yλα´1 Bf

Bx
px, yq,

car les dérivées partielles sont homogènes de degrés α ´ 1. Puisque f est homogène, on a aussi
gpλq “ λαfpx, yq, donc g1pλq “ αλα´1fpx, yq. En égalant les deux expressions puis en divisant par
λ ą 0, on en déduit l’égalité.

Réciproquement, on suppose que

x
Bf

Bx
` y

Bf

By
“ αf.

On fixe px, yq P R2 et on pose gpλq “ fpλx, λyq. Alors de même on montre que

g1pλq “ x
Bf

Bx
pλx, λyq ` y

Bf

By
pλx, λyq “

α

λ
fpλx, λyq

donc il existe C P R tel que gpλq “ Cλα, et en évaluant en 1 il vient fpx, yq “ C, d’où fpλx, λyq “
λαfpx, yq.

17.2 Extrema

Exercice.
Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R2 Ñ R suivantes :

1. fpx, yq “ x2 ` xy ` y2 ´ 3x´ 6y.

2. fpx, yq “ x2 ` 2y2 ´ 2xy ´ 2y ` 1.

3. fpx, yq “ x3 ` y3.

4. fpx, yq “ px´ yq2 ` px` yq3.
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Solution.

1. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est p0, 3q et fp0, 3q “ ´9.
On a alors pour x, y P R2, en posant u “ x et v “ y ´ 3 :

fpx, yq “ x2 ` xy ` y2 ´ 3x´ 6y “ u2 ` v2 ` uv ´ 9 “ pu` v{2q2 ` 3v2{4´ 9 ě ´9 “ fp0, 3q,

donc p0, 3q est un minimum global de f .

2. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est p1, 1q et fp1, 1q “ 0.
Alors de même, pour x, y P R2, en posant u “ x´ 1 et v “ y ´ 1 :

fpx, yq “ pu´ vq2 ` v2 ě 0 “ fp1, 1q,

donc p1, 1q est un minimum global de f .

3. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est p0, 0q et fp0, 0q “ 0.
On remarque que si x ą 0, alors fpx, 0q “ x3 ą 0 mais si x ă 0, alors fpx, 0q “ x3 ă 0, donc p0, 0q n’est
pas un extrémum local de f .

4. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est p0, 0q et fp0, 0q “ 0,
mais comme dans la question précédente, pour y ą 0, on a fp0, yq ą 0 et pour y ă 0 on a fp0, yq ă 0,
donc p0, 0q n’est pas un extrémum local de f .

Rmq. À chaque fois, pour déterminer si les points critiques sont des extrema, on n’a pas d’autre choix que de
vérifier à la main. Des conditions suffisantes d’extrema seront vues en deuxième année utilisant les dérivées
partielles secondes.

Exercice.
Soit a ą 0. Montrer que la fonction f : R2 Ñ R définie par

fpx, yq “ x` y `
a

xy

admet un minimum strict sur pR˚`q2.

Solution. La fonction f est de classe C1 sur pR˚`q2. En calculant les dérivées partielles, on trouve que le seul

point critique de f est pa1{3, a1{3q. On pose α “ a1{3, alors fpα, αq “ 3α. On regarde alors pour px, yq P R2,

fpx, yq ´ fpα, αq “
x2y ` xy2 ` α3 ´ 3αxy

xy
.

On pose ϕpαq “ x2y`xy2`α3´3αxy, alors ϕ est de classe C1 sur R˚` et ϕ1pαq “ 3α2´3xy, donc ϕ possède
un minimum en α0 :“

?
xy, avec

ϕpα0q “ x2y ` xy2 ´ 2xy
?
xy “ xypx` y ´ 2

?
xyq “ xyp

?
x´

?
yq2 ě 0,

d’où l’on déduit fpx, yq ´ fpα, αq ě 0, donc pα, αq est un minimum global de f . En outre, il y a égalité si et
seulement si

?
x “

?
y et α “

?
xy, i.e. px, yq “ pα, αq, donc pα, αq est un minimum global strict de f .

Exercice (*).
Soit f une fonction convexe de classe C1 de R3 dans R. Montrer que tout point critique de f est un minimum
global de f .
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Solution. On procède par contraposée : soit x P R3 qui n’est pas un minimum global de f : il existe y P R3

tel que fpyq ă fpxq. Par convexité de f , on a pour tout t P r0, 1r,

fptx` p1´ tqyq ď tfpxq ` p1´ tqfpyq.

En effectuant un DL, on a également

fptx` p1´ tqyq “ fpx` p1´ tqpy ´ xqq “
tÑ1

fpxq ` p1´ tqx∇fpxq, y ´ xy ` op1´ tq,

d’où

p1´ tqx∇fpxq, y ´ xy ` op1´ tq ď p1´ tqpfpyq ´ fpxqq,

donc en divisant par 1´ t ą 0 puis en faisant tendre t vers 1 il vient :

x∇fpxq, y ´ xy ď fpyq ´ fpxq ă 0,

donc ∇f ‰ 0 et x n’est pas un point critique de f . D’où par contraposée, si x est un point critique de f alors
x est un minimum global de f .
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