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Exercices de colles Sacha Quayle

Avertissement :

Ce document comporte I’ensemble des exercices de colles posés en MPSI1 au lycée Henri IV en 2023-2024,
accompagnés d’éléments de correction. Une partie de ces exercices pourrait également convenir pour des
éleves en MP.

Les exercices contenant une étoile (*) sont selon moi des exercices classiques & connaitre, soit pour les résultats
qu’ils cherchent a démontrer, soit pour le type de raisonnement ou calcul qui peut servir dans d’autres con-
textes. La plupart du temps les exercices sont de difficulté croissante dans chaque sous-partie, mais cela reste
approximatif et subjectif.

Le choix de ces exercices est largement inspiré de feuilles de TD de professeurs de MPSI ou de pages d’autres

colleurs. Pour toute question ou pour toute erreur dans ce qui suit, n’hésitez pas a me contacter a ’adresse
suivante : sachaldot]quayle[at]ens-rennes.fr.

1 Ensembles, applications

Exercice.
Soient E, F des ensembles et f : F — F une application. Montrer que f est injective si et seulement si :

VA B, f-1(f(4)) = A.

Solution. On procede par double implication. Supposons que f est injective et soit A ¢ F.
e Sixe A alors f(x) € f(A), donc z € f~1(f(A)).

e Réciproquement, si f € f~1(f(A)), alors f(x) € f(A), donc il existe a € A tel que f(z) = f(a) et par
injectivité de f on a alors x = a € A.

Inversement, supposons : YA < E, f~1(f(A)) = A. Soient x,y € E tel que f(x) = f(y). En considérant
A=1{z}, on a f(A) = {f(1)}, donc y € F1(f(4)) = A = {z}, d'or = = y.

Exercice.
Soient F, F, G des ensembles de f : FF — G une application. Montrer que f est injective si et seulement si :

Vg,h: E—F, fog=foh = g=h.

Solution. On procede par double implication. On suppose que f est injective. Soient g,h : E — F des
applications telles que fog = foh. Alors, pour tout € E, f(g(z)) = f(h(z)), d’on par injectivité de f, on
a g(x) = h(z). Dot g = h.

Inversement, on suppose : Vg,h: E > F, fog= foh => g = h. Solent a,b € E tels que f(a) = f(b). On
consideére g, h : E — F définis par : Yo € E, g(x) = a et h(x) = b. Alors fog = f o h, donc par hypothese
g = h, et donc a = b. Donc f est injective.

Exercice.
Soient E, F' des ensembles et f : E — F une application.

1. Soient A, B des parties de E. Montrer que f(A n B) c f(A) n f(B).

2. Montrer que f est injective si et seulement si pour toutes parties A, B de E, f(An B) = f(A4) n f(B).

3. Donner un exemple ou l'inclusion est stricte.

Solution.

1. Soit y € f(An B) : il existe z € A n B tel que y = f(x), ainsi y € f(A) n f(B).
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2. On suppose d’abord f injective. Soient A, B des parties de E. On a déja I'inclusion directe. Soit ainsi
y € f(A) n f(B). 1l existe alors a € A et b € B tels que y = f(a) = f(b), ainsi par injectivité de f on
aa=be An B, et donc y € f(An B). Inversement, on suppose : pour toutes parties A, B de F,
f(An B) = f(A) n f(B). Soient z,y € E tels que f(z) = f(y). On pose A : {z} et B = {y}. Si par
Pabsurde x # y, alors An B =, donc = f(An B) = f(A) n f(B) = {f(z)} #, d’ou la contradiction.
Donc = = y.

3. Il suffit de prendre A, B disjoints et f constante.

Exercice.
Soient E un ensemble et f : E — F telle que fo fo f = f. Montrer que f est injective si et seulement si f
est surjective.

Solution. Si f est injective, alors f o f = id, donc f est surjective. Si f est surjective : soient x,y € E tels
que f(z) = f(y). Il existe a’,y’ dans E tels que z = f(z') et y = f(y'), et ainsi: z = f(a’) = fo fo f(2) =
f(f(@) = f(f(y)) = fofeof(y)=/fy)=y,donc f est injective.

Exercice.
Soient E et F' des ensembles et f : E — F une application.

1. Soient A, B des parties de E. Si f est injective sur A et B, 'est-elle sur A u B ?

2. Soit (Ay,)nen une suite de parties de E. On suppose que E = |J,.yAn et que la suite (4,), est
croissante pour l'inclusion. Montrer que si f est injective sur A,, pour tout n € N, alors f est injective
sur F.

Solution.
1. Non (faire un dessin).

2. On suppose que f est injective sur tous les A,. Soient z,y € E tels que f(z) = f(y). Puisque
E = U, en An, il existe ny,no € N tel que z € A, et y € A,,. Quitte a échanger les roles, on peut
supposer que ng = ni. Ainsi, par croissance de la suite (A, )nen, on a x € A,,,. D’ol par injectivité de
fsur A,,, on obtient = y. D’ou f est injective sur E.

2 Dénombrement

2.1 Raisonnements par récurrence

Exercice. 9
Montrer : Vn € N, ZZ:O K = (%) :

2
Solution. On démontre la propriété P(n) : "> ;_ k* = (%) ” par récurrence simple sur n > 0 :
e P(0) est vraie.

2
e Soit m > 0. On suppose P(n). Alors Y70 k3 = S0k + (n+1)3 = (%) + (n + 1)3, par

hypothese de récurrence. Or

(”(”2”)2+<n+1)3=(n+1)2 <’f+(n+1)) =<n+1>2(n;2>2’

d’ont P(n +1).
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Exercice.
On consideére (uy,)nen la suite définie par ug = 0, u3 = 1 et up42 = Supiq — 6u,. Montrer :

VneN, u, =3"—2".

Solution. On démontre la propriété P(n) : "u, = 3™ — 2™” par récurrence forte sur n > 0 :
e Par définition de la suite (un)n>0, on a P(0) et P(1).

e Soit n = 0. On suppose P(0), ..., P(n+1). Par définition, on a u,19 = Suyy1 — 6u,, donc par hypothese
de récurrence,
Upyo = 5(3"TE — 27+ —6(3" — 27)
=3"(15-6) — 2"(10 — 6)
=90.3"—4.2"
— 3n+2 _ 2n+27

d’ott P(n + 2) (on aurait aussi pu le démontrer par récurrence double).

Exercice.
Montrer que pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N :

1

l-nz<(1—2)" < .
1+nx

1

Solution. On démontre la propriété P(n) : "V € [0,1], 1 —nz < (1 —2)" < 17,7

n=0:

” par récurrence simple sur

e On al<1<1,donc P(0) est vraie.
e Soit n = 0. On suppose P(n). Soit x € [0,1]. D’une part,

I+ m+Dz)1—2)" =1 +n2)(1 —2)"(1 —2) +2(1 —2)" !
<1.(1—z)+z(l—2)"!

par hypothese de récurrence. On a aussi 1 —z < 1, donc (1—2)" ™ < 1. D’out (14 (n+1)x)(1—2)" Tt <
1—2+x =1, d’ou la deuxieme inégalité. Pour la premiere, on a

1-—z)"t=1—-2)"(1-2)>(1—nz)(l—2)

par hypothese de récurrence. Or (1 —nz)(1—2) =1— (n+ 1)z +nz? > 1— (n+ 1)z, d’ou la premiere
inégalité. D’ou P(n + 1).

2.2 Coeflicients binomiaux

Exercice.
Soit n € N*. Déterminer le cardinal des ensembles {(i,7) e N2, 1 <i < j <n}et {(i,j) e N2, 1 <i < j<n}.

Solution. On note A = {(i,j) e N2, 1 <i<j<n}, B={(i,j)e N}, 1<i=j<n}let C={(i,j)eN? 1<
j < i < n}. Les ensembles A, B et C' forment une partition de {1,...,n}2, donc |A| + |B| + |C| = n?, avec
|C| = |A| et |B] = n, donc on en déduit |A| = @’ puis [{(i,j) eN?, 1<i<j<n}=]|]AuB|= w

Exercice (*).
Soit n € N*. On considere les sommes S = )]

) et T=30 o impair () Calculer S+ T et S—T.
En déduire S et T.

> (
p=0, p pair \p
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Solution. On a S+ T = 37, (”) =1+1)" =2"et S—T = 3 pair (;) — Yoo—0.p impair (;) =

Z;L:O(—l)p(p) = (1—-1)" = 0. Ainsi on en déduit S =T et 25 = 2", d'ou S =T = 2" L.

Exercice.
Soit n € N*.

1. Justifier : Zp Op( ) Z: o(n— p)( ) En déduire la somme ZZ:OP(Z)'

2. Montrer : Vp € {1,...,n}, p(Z) = n(Zj) Retrouver ainsi la somme Z;;Op(Z).

3. Retrouver cette somme en dérivant la fonction ¢ — ZZ:O (p)tp.

Solution.

1. On réindexe la somme et on utilise la propriété de symétrie : ZZ Op(") = Zzzo(n —p) (nr_Lp) =
n

Yp—o(m—=p)(3). Onen déduit 2357 p(7) = X0 _n(}) = n2", donc 37 Op( ) =n2nt

p=0

2. On a : pour tout p € {1,...,n},

n\ n! - (n—1)!
p(k> =) T =Dl —p)!
. (n—1)! . n—1
=D —-1-(p-1)) (P—1>'
On en déduit 37 p(7) = 2,1 p(}) = Xp_ 1 n(3- D =Zz;én(";1) =n2" L,

3. Onmote f:t— 30 o (P)tP. Alors f(t) = (1 +1)" et 30 o p(7) = f'(1) =n(l +1)" 1 =n2"".

Exercice (*).

1. Montrer que pour tout p,q,7 € N3, 37 (11’) (Tzi) = (p;’q) (formule de Vandermonde).

2. Soit n € N*. Donner une expression simple de > 0 (")2

Solution.

1. On dénombre de deux fagons différentes le nombre de parties a r élements d’un ensemble a p + ¢
éléments, en découpant un tel ensemble comme la réunion deux ensembles disjoints a p et ¢ éléments

respectivement.

n 2 n , ,
2. Ona: >, (?) =2lico (TZ) (nriz) = (27?)
Rmg. On peut aussi démontrer la formule de Vandermonde par le calcul, en considérant le polynéme
P=(1+X)P*" = (14 X)P(1+ X)? en identifiant les termes de méme degré.

Exercice.
Soit E un ensemble de cardinal fini n. Déterminer le cardinal de

{(A,B) e P(E), Ac B}
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Solution. On a :

l{(A,B) e P(E), Ac B}| = > 1= ) o

{(A,B)eP(E), AcB} BeP(E) AeP(E),AcB
= Y, {AeP(E),AcB}|= > [P(B)
BeP(E) BeP(E)
=2 X B=x 2
k=0 BeP(E),|B|=k k=0 BeP(E),|B|=k

_” k:n_n
7;:]02 (k>3

Exercice.
Montrer que pour tout n = p,

26)-Gh)

n+1)n

Solution. On démontre par récurrence simple sur n > 0 la propriété P(n) : "Vp < n, EZ:p (’;) = (p+1

e La propriété P(0) est vraie.

e On suppose P(n) (n = 0). Soit p=n+ 1. Si p = n, alors

n+1 n
k k n+1 n+1 n+1 n+2

=\ 2 \p p p+ P p+
par 'hypothése de récurrence et la formule du triangle de Pascal. Et si p = n + 1, alors la relation est
aussi vraie. D’ott P(n + 1).

On peut aussi retrouver le résultat par des arguments de dénombrement : (Zﬁ) correspond au nombre de

parties a k + 1 éléments de {0, ...,n}. Or pour choisir cette partie, on peut commencer par choisir son plus
grand élément k (on aura alors k > p), puis on choisit une partie & p éléments de {0, ...,k — 1}.

Exercice (nombres de Bell).
Pour n € N, on note B,, le nombre de partitions d’un ensemble fini de cardinal n. On pose By = 1.

1. Calculer Bl, BQ, Bg.

2. Démontrer : Vn e N,

Solution.
1. OnaBlzl,BQ:ZetB3:5.

2. On fixe F un ensemble a n + 1 éléments. Pour choisir une partition de E, on choisit d’abord une
premiére partie A de F, de cardinal k entre 1 et n+ 1, puis on choisit une partition de I’ensemble E\ A,
qui est de cardinal n — k.
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3 Structures algébriques

3.1 Groupes
3.1.1 Sous-groupes

Exercice.
Montrer que H = {a + b\/2, a,be Q, (a,b) # (0,0)} est un sous-groupe de (R*, x).

Solution. On abien Hc Get1=1+04/2€ H. Soientz=a+b\/§eHety=a'+b’\/§eH. Alors :

zy = (a4 bvV2)(d' + b'V?2) = (ad’ + 2bV') + (ab’ + ba')V/2,

Avec aa’ +2bb',ab’ + ba’ € Q, et on n’a pas aa’ + 2bb’ = 0 et ab’ + ba’ = 0 (car sinon, on aurait xy = 0, donc
x =0ouy =0, ce qui est exclu par définition de H). Donc xy € H. D’autre part,

1 1 a—bv/2 a—byv2

T atb/2  (a+bv2)(a—bv2) 202
(on a bien a? — 2b% # 0 car /2 est irrationnel), ainsi

1 b
-4 V2

r  a2—202 a2-—2p2

avec —o, —ﬁ € Q\ (0,0), donc % € H. Donc H est un sous-groupe de G.

Exercice.
Soit (G, .) un groupe.

1. Si z € G, montrer que Cg(x) = {y € G, zy = yx} est un sous-groupe de G. Cg(z), formé des éléments
de G qui commutent avec x, est appelé le centralisateur de x.

2. Montrer que Z(G) = {z € G, Vy € G, zy = yzx} est un sous-groupe de G. Z(G), formé des éléments de
G qui commutent avec tous les éléments de G, s’appelle le centre de G.

Solution.
1. Ona C(G) c G et e € C(G) car ze = ex. Soient y, z € C(G). Alors
z(yz) = (zy)z = (yx)z = y(zz) = y(2z) = (y2)a,
donc yz € C(G). D’autre part,
zy=yr = y lx=ay ",

donc y~! € C(G). Donc C(G) est un sous-groupe de G.

2. OnaZ(G)cGetee Z(G) car : Yy e G, ey = ye. Soilent x1,x2 € Z(G). Alors :

Yy e G, (x122)y = y(x122),

donc x129 € Z(@G). De méme, 7' € Z(G). Donc Z(G) est un sous-groupe de G.
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Exercice (*) (opérations sur les sous-groupes).
Soient (G, .) un groupe et A, B des sous-groupes de G.

1. Montrer que A N B est un sous-groupe de G. Est-ce-que A U B est un sous-groupe de G 7
2. Montrer que A U B est un sous-groupe de G si et seulement si A € B ou B < A.

3. On note AB = {ab,a € A, b € B}. Montrer que AB est un sous-groupe de G si et seulement si
AB = BA.

4. On suppose que AB est un sous-groupe, que G est fini et que |A| + |B| > |G|. Montrer que AB = G.

Solution.

1. Ona An B c G,et e A, e € B car A, B sont des sous-groupes de G, donc e € A n B. Soient
z,y € A n B. Alors par propriétés des sous-groupes A et B, on a xy € A et xy € B, donc xy € A n B.
De méme, ! € An B. Donc An B est un sous-groupe de G. La propriété n’est plus vraie pour I'union
: par exemple, 27 et 3Z sont des sous-groupes de (Z, +), on a 2,3 € 2Z U 3Z, mais 2+ 3 = 5 ¢ 27 u 3Z.

2. Si A c B, alors A u B = B est bien un sous-groupe de G (de méme si B ¢ A). Réciproquement,
on suppose que A U B est un sous-groupe de G. Supposons par ’absurde que l'on ait ni A < B, ni
B c A. Tl existe alors x € A\ B et y € B\ A. Puisque z,y € A U B, alors par propriété de sous-groupe,
xye AU B : on a alors xy € A ou xy € B. Supposons par exemple zy € A : alors y = 2 'ay € A car
A est un sous-groupe de GG, d’ou la contradiction. Si I’on suppose xy € B alors on obtient de la méme
facon x € B, ce qui est contradictoire aussi. Donc on en déduit A ¢ B ou B c A.

3. On suppose AB = BA. Montrons que AB est un sous-groupe de G : on a AB c G et ¢ = e.e € AB.
Soient * = ab € AB et y = 't/ € AB. Alors xy = aba’l’, avec ba’ € BA = AB, donc il existe
a”,b" € A x B tel que ba’ = a”"b”. Ainsi

xy = aba'b’ = a(a”"V")b = (aa")(V"b) € AB.

On a également 2! = b~ la™! € BA = AB. Ainsi, AB est un sous-groupe de G.

Réciproquement, on suppose que AB est un sous-groupe de G. Soit © = ab e AB. Alors 27! € AB
(propriété de sous-groupe), et 271 = b~1a~!, donc il existe a’, b’ € A x B tel que b=ta=t = a'l/, et alors
x=ab="b"1a""'e BA. Dou AB c BA. Siy = ba € BA, alors y~! € AB, donc par propriété de
sous-groupe, y € AB. D’ou BA c AB. Donc AB = BA.

4. Si G est fini et |A| + |B| > |G|, soit x € G. On cherche a € A tel que a~ 1z € B. Si par 'absurde pour
tout a € A, a~lz ¢ B, alors {a7 'z, a € A} U B < G et donc |G| = [{a~ 'z, a € A}| + |B| = |A| + |B|,
d’ou la contradiction.

Exercice.
Soit (G, .) un groupe. Pour a € G, on note 7, : G — G défini par 7,(z) = ara™!. Montrer que 6 = {7,, a € G},
muni de la loi de composition, est un sous-groupe de l’ensemble End(G) des morphismes de groupes G — G.

Solution. On a bien § < End(G) : en effet, si a € G, Yo,y € G, 7o(r.y) = a(z.y)a™t = ava taya™' =

Ta(2)Ta(y), donc 7, est un morphisme de groupes. On a id = 7. € 6. Soient a,b € G. Alors : Vz €
G, 1o 0 Tp(x) = To(bxb™t) = abzb~ra™t = (ab)z(ab)™t = T4 (2), donc 7, o 7, € . En outre, L’application 7,
est bijective car : Yo € G, 7, 0 To-1(2) = Tge—1(x) = 2, et de méme 7,1 0 7,(x) = x, donc on en déduit que
Ta est bijective d’inverse 7,1 € 6. Ainsi, 6 est bien un sous-groupe de End(QG).
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3.1.2 Groupes finis

Exercice (*) (théoréme de Lagrange).
Soient (G,.) un groupe fini et H un sous-groupe de G.

1. On définit sur G la relation ~ définie par
r~y<dhe H, y=zh.
Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur G et déterminer les classes d’équivalence.
2. Montrer le théoréme de Lagrange : |H| divise |G].

3. En déduire que si z € G, alors z/¢l = e.

Solution.

1. La relation est réflexive (z ~ = car x = z.e), transitive (si & ~ y et y ~ z, alors y = zhy et z = yhs
avec hi,he € H, donc z = z(hihs) et & ~ z), et symétrique (si © ~ y, alors y = zh avec h € H, donc
x = yh~ !, donc y ~ x), donc ~ est bien une relation d’équivalence sur G. Pour tout = € G, la classe
d’équivalence de z est C(z) = {y € G,3he H, y = zh} = {ah, he H} = zH.

2. On note {z1,...,z,} un systéme de représentants pour la relation ~. Alors on a la partition disjointe
G =, C(z;), donc |G| = 337, |C(z;)] = X1 |x;H|. Or, pour tout € G, on a |H| = [zH]| : en
effet, Papplication f : H — H définie par f(h) = xh est une bijection (vérifier), donc |G| = > | |H| =
n|H|, donc |H| divise |G|.

3. On applique le théoreme de Lagrange a H =< = >.

3.2 Morphismes de groupes

Exercice (*).
Déterminer tous les morphismes de (Z, +) dans lui-méme. Lesquels sont injectifs ? Lesquels sont surjectifs ?

Solution. On effectue un raisonnement par analyse-synthese.

1. Analyse : Soit f : Z — Z un morphisme de groupes. Alors f(0) = 0 et pour tout n,m € Z, f(n+m) =
f(n)+ f(m). Ainsi, f(n) = f(1+...4+1) =nf(l) = na avec a € Z.

2. Synthese : Soit f : Z — Z de la forme f(n) = na avec a € Z. Alors f(0) = 0, et pour tout n,m € Z,
ona f(n+m)=(n+m)a=na+ma= f(n)+ f(m), donc f est bien un morphisme de groupes.

Ainsi, les morphismes de Z dans lui-méme sont les applications de la forme f,(n) = na avec a € Z. Pour
tout a # 0, si fo(n) = 0, alors na = 0, donc n = 0. Ainsi, les morphismes injectifs sont les f, pour a # 0.

On a f, surjectif < Vm € Z, In € Z, m = na < Za = Z < a € {—1,+1}. Donc les morphismes surjectifs
sont f_q et fi.

Exercice.
Soient G un groupe fini et ¢ : G — C* un morphisme de groupes. Calculer ), _. ().

Solution. Si ¢ est constante égale a 1, alors la somme vaut |G|. On suppose ainsi ¢ non constante. Alors il
existe g € G tel que p(g) # 1. L’application 2 — gz est une bijection de G, donc

Dioel@) =D elgr) = ¢(9) Y] (),

zeG zeG zeG
or p(g) # 1, donc Y, p(x) = 0.
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3.3 Le groupe symétrique

Exercice (*) (générateurs de S,,).
Soit n > 1. Montrer a chaque fois que S, est engendré par :

1. Les transpositions de 5,,.
2. Les transpositions de la forme (17) pour i € [2,n].

3. Les transpositions de la forme (i i + 1) pour i € [1,n — 1].

4. Les permutations (12) et (12...n).

Solution.
1. S, est engendré par les cycles, et tout cycle s’écrit comme produit de transpositions.
2. Pour tout (4,7) € [2,n], (ij) = (14)(15)(14).
3. Pour tout i € [1,n — 1], (14) = (12)(23)....(: — 1 9)....(23)(1 2).

4. On a : pour tout cycle (aj...ap) et pour tout o € S,,, (aj...ap)o~ = ((a1)...0(ap)). Ainsi, en notant
o= (12.n),ona (23) =0(12)071, (34) =a(23)0 ! = 0%(12)0~2, d’ou le résultat par récurrence.

Rmyg. La relation o(aj...ap)o0~ ! = (0(a1)...0(ap)) est & connaitre.

Exercice (groupe alterné).
Soit n = 1. On note A,, le groupe alterné.

1. Montrer que si n = 4, alors Z(A,,) = {id}.

2. Montrer que si n > 5, alors A,, est engendré par les 3-cycles, et que les 3-cycles sont conjuguées dans
Ap.

Solution.

1. Soit 7y # id un élément de A,, : il existe i tel que (i) # i. Puisque n > 4, il existe k ¢ {i,v(i),7?(i)}.
Soit o = (iy(i) k). Alors ov(i) = k et yo(i) = v%(i) # k, donc oy # 7o.

2. S, est engendré par les transpositions, et A, correspond aux permutations ayant un nombre pair de
transpositions dans la décomposition en produit de transpositions. Ainsi, il suffit de montrer que les
doubles transpositions s’écrivent comme produit de 3-cycles. Soient (i, j, k,1) € [1,n]. On considere la
permutation o = (i j) (k).

— Sii=ketj=1 alors o = (ij)? = id = 43 pour tout 3-cycle ~.

— Sii=ketj#1 alorso=(ij)(il) = (ijl).

— Sii,j,7,1 sont distincts, alors o = (i kj) (i k1).
Donc A,, est bien engendré par les 3-cycles. D’autre part, on sait que les 3-cycles sont conjugués dans
Sp (tous les cycles de méme longueur sont conjugués) : si 0,0’ € A, sont des 3-cycles, il existe v € S,
tel que o = yo'y~1. Siy e A,, c’est gagné. Sinon, puisque n > 5, il existe (i,75) € [1,n] qui ne sont
pas dans le support du 3-cycle o’. Si on pose 7 = (i j), on a alors

o= (yr)o'(vr)7, T e A,,

donc c’est gagné. D’ou les 3-cycles sont conjugués dans A,,.
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3.4 Anneaux, idéaux, corps

Exercice.
1. Montrer qu’un corps est integre. Est-ce-qu'un anneau integre est un corps 7
2. Montrer qu’un anneau integre fini est un corps.
3. Soit A un anneau non nul commutatif.

(a) Montrer que A est un corps si et seulement si les seuls idéaux de A sont A et {0}.

(b) On suppose que A est integre et n’a qu’un nombre fini d’idéaux. Montrer que A est un corps.

Solution.

1. Un corps est integre (c’est du cours). La réciproque est fausse en général (par exemple, Z est inteégre
mais n’est pas un corps).

2. Soient A est un anneau intégre fini, et x € A non nul. On consideére I'application f : A — A définie
par f(y) = zy. Alors f est injective par intégrité de A, donc puisque A est fini, f est bijective : en
particulier, il existe y € A tel que zy = 1, donc x est inversible et A est un corps.

3. (a) On suppose que A est un corps. Soit I un idéal non nul de A, montrons que I = A. Soit x € A.
I est non nul donc il existe y € I non nul, et puisque A est un corps y est inversible. On a alors
x = xy~l.y € I par définition d’un idéal, donc I = A.
Réciproquement, on suppose que les seuls idéaux de A sont A et {0}. Soit 2 € A non nul. Alors
xA est un idéal de A, et x non nul donc A # {0}, donc zA = A et en particulier il existe y € A
tel que xy = 1, donc x est inversible.

(b) Soit x € A non nul. Alors pour tout k € N, 2¥ A est un idéal de A. Puisque A n’a qu'un nombre
fini d’idéaux, il existe k < [ tels que z¥A = 2'A : il existe donc a,b € A tels que zFa = z'b, et
donc z.z'=%=1 = ab=!. Donc x est inversible et A est un corps.

Exercice (*) (anneau des entiers de Gauss).
On note Z[i] = {a + ib, (a,b) € Z?*}.

1. Montrer que Z[i] est un anneau.

2. Déterminer les endomorphismes d’anneaux Z[i] — Z et Z[i] — Z][i].

3. Déterminer Z[i]*.

Solution.

1. Ok.

2. Si par I'absurde ¢ : Z[i] — Z est un morphisme d’anneaux, alors 0 < ¢(i)? = ¢(—1) = —1, d’ot la
contradiction. Si ¢ : Z[i] — Z[i] est un morphisme, alors ¢(1) = 1 et ¢(i)? = ¢(i?) = ¢p(—1) = —1,
donc ¢(i) = i ou ¢(i) = —i. Dans le premier cas, on trouve ¢ : z — z et dans le deuxiéme cas on trouve
¢(z) = z. Inversement, ce sont bien des morphismes de Z[i].

3. Pour déterminer Z[i]*, on consideére pour tout z € Z[i], N(z) = |z|?. Alors pour tout z € Z[i], N(z) € N.
Ainsi, si z € Z[i]*, il existe 2’ € Z[i] tel que 22’ = 1, et donc N(z)N(z') = N(zz') = N(1) = 1, donc
N(z) = 1. Ainsi, si on écrit z = a + ib, on a a® + b*> = 1, donc (a,b) € {(0,1), (0,—-1), (1,0) (—1,0)},
c’est-a-dire z € {£i, £1}. Inversement, ces éléments sont bien des éléments inversibles de Z[i]. Donc
Z[i] = {+i, +1}.

MPSI1 Henri IV 12 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

Exercice (anneau de Boole).
Soit A un anneau non nul tel que pour tout x € A4, 2% = «.

1. Montrer que A est commutatif.

2. Déterminer A dans le cas ou A est integre.

Solution.

1. Siz,y € A, alors (z + y)? = = + y, donc en développant on obtient zy + yx = 0, donc xy = —yx. Or,
pour tout z € A, z = 22 = (—2)? = —z, d’otl zy = yx et A est commutatif.

2. On suppose A integre. Alors : Vo € A, x(x — 1) =0, donc = 0 ou z = 1. Ainsi, A = {0} ou {0,1}.

Exercice (idéaux premiers et maximaur).
Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A.

1. On dit que I'idéal I est premier si I # Aet: Vr,ye A, zyel = zelouyel.

(a) Montrer que I est premier si et seulement si 'anneau quotient A/ est integre.

(b) On suppose que tout idéal de A est premier. Montrer que A est un corps.

2. On dit que I'idéal I est maximal si pour tout idéal J tel que I < J, on a J =1 ou J = A. Montrer que
I est maximal si et seulement si A/I est un corps.

3. Quels sont les idéaux premiers de Z ? Les idéaux maximaux 7

Solution.

1. (a) On a xy € I si et seulement si 7y = 0, d’ot I’équivalence.

(b) Si 2 € A est non nul, alors I = 224 est un idéal de A, donc il est premier. On a 2% € I, donc x € [
: il existe a € A tel que = x%a, donc z(1 — xa) = 0. Or A est intégre car par hypothese I'idéal
{0} est premier, donc puisque = # 0 on a za = 1 et x est inversible. Donc A est un corps.

2. On suppose I maximal. Soit T € A/I non nul. On considere 'idéal J = I + x.A engendré par I et x.
OnalcJetJ#1 (carxz¢ ), donc J = A: en particulier il existe y € I et a € A tel que y + za = 1,
et donc Ta = 1, donc T est inversible. Réciproquement, on suppose que A/I est un corps. Soit J un
idéal tel que I < J et I # J : il existe x € J avec x ¢ I, donc T # 0, donc T est inversible : il existe
g€ A/I tel que Ty = 1, c’est-a-dire 1 —ay € I, donc 1 € J. Ainsi, J = A et I est maximal.
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4 Arithmétique

ll
Ut =
=
—
=
=

Exercice. On s’intéresse au systéme suivant dans Z : (1) { -

1. Trouver une relation de Bézout entre les entiers 3 et 11.

2. En déduire une solution particuliere du systeme (1).

3. Trouver toutes les solutions de (1).

Solution.
1. On trouve : 11.(—1) + 3.(4) = 1.

2. Si x est une solution de (1), on a alors © = 3k +1 = 11¢ + 5, ot k,q € Z. On a alors 3.k — 11.q = 4.
Or, d’apres la question 1, on a 11.(—4) + 3.(16) = 4, donc si on prend k = 16 et ¢ = 4, on obtient une
solution particuliere de (1) : xg = 49.

3. Soit z une solution de (1). On a alors = 1[3] et = 5[11]. On aalors x = 3k+1 = 11¢+5, ou k,q € Z,
donc 3k — 11g = 4. Puisque z¢ est une solution particuliere, on a également 3.(16) + 11.(—4) = 4, donc
en soustrayant les deux égalités, 3(k —16) — 11(¢ — 4) = 0. On obtient alors 3|11(¢ —4), or 3 et 11 sont
premiers entre eux, donc 3|(¢ —4), c’est & dire ¢ = 3n+4 ot n € Z. De la méme fagon, k = 11n’ + 16 ou
n' € Z. Finalement, x = 11(3n + 4) + 5 = 33n + 49. Réciproquement, tout entier de la forme 33n + 49
est congru a 1 modulo 3 et & 5 modulo 11.

Exercice (*).

1. Soit (G,.) un groupe abélien, et z,y € G. On suppose que = est d’ordre a, et y est d’ordre b, avec
a A b= 1. Montrer que zy est d’ordre ab.

2. Soit K un corps commutatif de cardinal fini n > 1. On note m le ppcm des ordres des éléments de
(K*,.). Montrer qu'il existe un élément dans K d’ordre m (indication : on commencera par décomposer
m en produit de nombres premiers).

Solution.

1. On note k l'ordre de xy. Puisque (zy)® = 2%y = 1 (car G est abélien), on a k|ab. Montrons que
ablk. On a (zy)* = 1, donc 2% = y=% et y* = 27%. On a ainsi 2** = 1 et y** = 1, donc a|kb et b|ka.
Or a et b sont premiers entre eux, donc alk et blk. De méme puisque a et b sont premiers entre eux, on
a donc ablk. Dot k = ab.

2. On écrit la décomposition de m en produit de nombres premiers : m = [[;_, pf*. D’aprés la question
précédente, si on trouve pour tout i € [1,7] un élément z; d’ordre p$'’, alors par récurrence, x = [ [i_; z;
est d’ordre m. Or, pour tout i € [1,7], par définition de m, il existe y; d’ordre p¥q;, ot ¢; est un entier
non multiple de p; et k = a; : en effet, pour tout y € G on peut écrire son ordre sous la forme pq

< . . . 5 . k r (e7] . .
ou p; ne divise pas g. Si par I'absurde on a toujours k < «;, alors p; Hj:1 jziPj serait un multiple
commun a tous les ordres des éléments de GG, d’ou la contradiction par définition du ppcm. Ainsi, il
existe y; d’ordre pfqi. Dans ce cas, I'élément = = y% est d’ordre p;*, et c’est gagné.
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Exercice (*) (indicateur d’Euler).
Sin > 1, on définit I'indicateur d’Euler de n par la formule :
o(n) ={ke[l,n], k An=1}.
1. (a) Déterminer les éléments inversibles de Z/nZ.
(b) Quel est le lien avec U'indicateur d’Euler ?
2. (a) Calculer ¢(p*) pour p premier et o > 1.
(b) Montrer que si n, m sont des entiers non nuls premiers entre eux, alors p(nm) = p(n)p(m).
(¢) En déduire ¢(n) pour tout n > 1.
3. (a) Pour tout d € D,, (I'’ensemble des diviseurs de n), on pose Ag = {k € [1,n], k An = d}. Déterminer
le cardinal de Aq.
(b) Démontrer la formule n = 3., ¢(d).
Solution.

1. C’est du cours. On a ¢(n) = [(Z/nZ)*|.

2. (a) Puisque p est premier, un entier k < p® est premier avec p si et seulement si p ne divise pas k. Ainsi,
o(p*) = p® — |D|, o D = {k € [1,p®],p|lk. Or un entier k € D s’écrit k = pl, avecl € [1,p*~],
dott [D] = p*~" et o(p*) = p* — p*~ .
(b) Les anneaux Z/nZ x Z/mZ et Z/nmZ sont isomorphes d’apres le théoreme chinois, donc on
en déduit |(Z/nZ)*| = |(Z/nZ)* x (Z/mZ)*| = (Z/nZ)*|.(Z/mZ)*]|, d’ou I'égalité d’apres la
question 1.

(c) On écrit la décomposition de n en produit de nombres premiers : n = [[;_, p*, alors d’apres les
deux questions précédentes, p(n) = [[/_, o(0%) = [ [/, —p& ) =n][_, (1 - pi)

3. (a) On a une bijection f: Aq — {l € [1,2], 1 A % = 1} donnée par f(k) = %, ainsi Ay est de cardinal
e(7)-
(b) On a la partition n = Ugep, Ag, donc n =3 ;.

Aq| = ZdGDn p(n/d) = ZdeDn ¢(d).

Exercice (*) (infinité de nombres premiers).
1. Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

2. (a) Montrer que si un entier n est congru a 3 modulo 4, alors il admet un facteur premier congru a 3
modulo 4.

(b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Solution.

1. Si par 'absurde il existe un nombre fini de nombres premiers pi,...,pny = 2, alors on considere n =
]_[f-vzlpi +1: n est un entier différent de py,...px, donc n n’est pas premier : il existe k tel que pg|n.

Or py| Hil\ilpi, donc on aurait p|1, d’ou la contradiction.

2. (a) On remarque pour commencer que tout facteur premier différent de 2 est congru & 1 ou 3 modulo
4, et n est congru a 3 modulo 4, donc est impair, donc 2 n’est pas un facteur premier de n. Ainsi,
si par I’absurde n est congru a 3 modulo 4, mais tous les diviseurs premiers de n ne le sont pas,
alors ils sont tous congrus a 1 modulo 4, donc leur produit aussi. D’otu la contradiction. Donc n
admet un facteur premier congru a 3 modulo 4.

(b) On suppose par 'absurde qu’il existe un nombre fini de nombres premiers congrus & 3 modulo 4,

on les note pq, ...,pn. On considere n = 4 Hivzl p; — 1, alors n est congru a 3 modulo 4, donc par la
question précédente, il existe k tel que py est congru & 3 modulo 4 et pg|n, ainsi on aurait pg| — 1,
d’ou la contradiction.
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Exercice (*).
Soit p = 2 un nombre premier.

1. Montrer que pour tout k € [1,p — 1], p|(£)

2. En déduire une autre preuve du petit théoréme de Fermat : Vn > 1, n? = n[p].

Solution.

1. Soit k€ [1,p—1]. Ona (}) = W, donc p|k!(?). Or, pour tout ! € [1,k], p Al = 1, donc
d’apres le théoreme de Gauss on obtient p|(%).

2. On démontre la propriété par récurrence sur n > 1 : si n = 1 c’est vrai. Si on suppose la propriété
vraie au rang n, alors
P
P\ k
(n+1)P=>] (k>n :
k=0

or d’apres la question 1, pour k € [1,p — 1], on a p|(%), donc (n + 1)P = n? + 1[p], et par hypothese de
récurrence on obtient donc (n + 1) =n + 1[p].
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5 Nombres complexes

Exercice (*) (noyaux de Dirichlet et de Féjer).
Calculer pour tout n > 1 et x € R les sommes suivantes :

SRS

D, (x) = Z et K, (z) =

k=—n

2 Dk(l‘)
k=0

Solution. Pour la premiere somme, si x € 277, alors la somme vaut 2n + 1. Sinon, on reconnait une somme

géométrique, on factorise ensuite par ’angle moitié au numérateur et au dénominateur pour faire apparaitre
. . _ sin((N+1/2)x)

le sinus et on trouve : Dy, (z) = G

Pour la deuxieme somme, on fait la méme distinction de cas, si x ¢ 277, on utilise ce qui précede, on écrit

sin(@) = Im(e') puis on utilise la linéairité de la partie imaginaire afin de se ramener & un calcul de somme

(N 2
géométrique, puis on trouve K, (z) = % (%) .

Exercice.
Soit n =1 et p = 1. On note U,, I’ensemble des racines n-emes de I'unité. Calculer :

Zw”, Hw, Z(1+w)", 2|w—1|.

wel, wel, wel, wel,

Solution. On a U, = {z*, k€ [0,n—1]} ol z = e*™/™. Ainsi, Diwey, WP = 22;3 2Ph = 2=l — () car 2" = 1.

zP—1
Ona[[,ey, w= ZERZ0k = gin(n=1) = (-1)""1. Ona

n—1 n—1 n n n n n—1
Z 14+w)" = Z(l-l—zk)": Z Z( )zkl—2< ) szl:2n,
wel, k=0 k=01=0 ! =0 ! k=0

d’aprés la premiére somme. Enfin, puisque pour tout k € [0,n— 1], on a |z¥ —1| = 2| sin(kn/n)| = 2sin(kt/n)
(en factorisant par ’angle moitié), on obtient

cos(7/2n)

n—1 n—1
|lw—1| = 2sin(km/n) =2 1Im Y e*™/m = 9= .
Z ,;0 I;O sin(7/2n)

wel,,
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6 Suites et séries

6.1 Suites numériques

Exercice.
Etudier la nature des suites suivantes et déterminer leur limite éventuelle :

_ Sn+(=D"
Loun = gy
2. wu, = In(n+e™)

_ (1+yn)
3. Up = In(14+n?)

Solution. Le principe est de factoriser a chaque fois par le terme dominant.

1. On factorise au numérateur par 5n et au dénominateur par 2n, on trouve que la suite converge vers
5/2.

n

2. On factorise par e dans le In puis on utilise le fait que ne™™ —— 0 par croissance comparée, donc la
n—0o0

suite converge vers 1.

3. On factorise par y/n et n? dans le In au numérateur et au dénominateur respectivement, on trouve que
la suite converge vers 1/4.

Exercice.
On fixe 2y € C et on considére la suite (z,), de nombres complexes défini par récurrence :

Zn—1 + ‘Zn71|

Vn>=1, 2z, = 5

Déterminer la limite de (zp,)n.

Solution. On écrit zy sous forme exponentielle : zg = re’® avec 6 €]0,27] (on pourrait aussi écrire zg = a + b
mais vu la forme de la relation de récurrence la premiere forme simplifie les calculs). Alors :

z1 = f(re’e +r) = 3619/2(610/2 + 6_10/2) = TCOS(@/Q)@ZQ/Q,

2

donc par récurrence, on obtient

Zn = rei?/?" 1_[ cos(6/2%).
k=1

Or, par récurrence et en utilisant la formule cos(a)sin(a) = 3 sin(2a), on a

1

sin(6/2™) H cos(0/2%) = on sin(0).
k=1

rsin(0)
27 sin(6/2™)

sin(x)

— 0, on obtient
z—0

sin(d) 6/2" £i0/2" 748111((9)
6 sin(6/2m) now 0

On trouve donc z,, = /2" donc, puisque

Zn =T

Exercice.
Montrer qu’une suite convergente a valeurs dans Z est stationnaire.
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Solution. Soit (z,), une suite & valeurs dans Z qui converge vers x € R : pour ¢ = 1/3 il existe N tel que
pour tout n = N, |z, —z| < 1/3. Alors :

V= N, [on — x| < Jog — o] + oy — o] < 2/3,

Or (xy,)y est une suite & valeurs dans Z, donc on en déduit : Vn > N, x,, = . La suite est bien stationnaire.

Exercice (critére de d’Alembert).

Un+1

n

Soit (un )nen une suite de réels strictement positifs telle que la suite ( ) N converge vers [ € R.
ne

1. Sil < 1, montrer que (uy,)pen converge et déterminer sa limite.

2. Sil > 1, montrer que (uy)nen diverge.

3. Que se passe-t-il sil =17

Solution.

Un 41
Un

particulier : u,.; < (6+1)u,. Par récurrence on obtient donc : pour tout n = N, u, 1 < (e +1)" Nuy.
On peut prendre pour commencer € > 0 tel que e +1 < 1 (c’est & dire ¢ < 1 —1), et dans ce cas on aura
alors u,4+1 — 0. Donc la suite est convergente vers 0.

n—0o0

1. On suppose que | < 1. Soit € > 0 : il existe IV tel que pour tout n = N,

l‘ < e. Ainsi, en

2. On suppose que [ > 1. Soit € > 0 : il existe N tel que pour tout n > N, % — l‘ < e. Ainsi, en

particulier : up41 = (I—€)u,. Par récurrence on obtient donc : pour tout n = N, up41 = (I—¢ )”_NuN.
On peut prendre pour commencer € > 0 tel que [ —e > 1 (c’est & dire e < [ —1), et dans ce cas on aura
alors u,, — 0. Donc la suite diverge.

n—ao0

3. Sil =1, on ne peut rien conclure : par exemple si u,, = n, on a ;‘:1 - 1, et la suite (u,), diverge.
n—
Et si u, = 1, alors “*** — 1, et la suite (u,), converge (car elle est constante).
n—0o0

Exercice (*) (suites de Cauchy).
Une suite de nombres complexes (uy,)nen est dite de Cauchy si :

Ve >0,INeN, Vn,m = N, |u, —un| <¢e
1. Montrer qu’une suite convergente est une suite de Cauchy.
2. Montrer qu'une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente est convergente.

3. Montrer la réciproque de la question 1.

Solution.

1. On suppose que (uy,), converge vers u € C. Soit € > 0. Il existe alors N = 0 tel que pour tout n = N,
|u, —ul < e/2. Alors : pour tout n,m = N, |uy — Up| < |ty — u| + |u—up| < e/2+ /2 =¢. Donc la
suite est de Cauchy.

2. Soit (uy)n une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente : il existe une extraction ¢ telle
que (Uy(n))n converge vers u € C. Soit € > 0. On a :

o Up(n) —> U donc il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, [ugm) — ul < /2.

e La suite (uy), est de Cauchy, donc il existe Ny € N tel que pour tout n,m = Na, |, — um| < &/2.
On pose N = max(Nj, N2). Alors pour tout n > N, on a ¢(n) < n < N, donc
[t — ul < |tup — Upm)| + |[tpm) —ul < 5/2+€/2—€

Donc la suite (uy,), converge.
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3. Si (un)n est une suite de Cauchy, alors montrons qu’elle est bornée : il existe N € N tel que pour tout
n,m = N, |up — um| < 1. On pose M = max{|ugl,..., |luy—1],1 + |uy]|}, alors on a par construction
que pour tout n € N, |u,| < M. Donc la suite (uy,), est bornée par M : par le théoreme de Bolzano-
Weierstrass, elle admet alors une sous-suite convergente. D’apres la question 2, elle est donc convergente.

Rmyg. C’est un exo classique sur les suites, une application de ces résultats a un théoreme de point fixe sera
donnée plus tard (c’est souvent plus facile de montrer qu’une suite est de Cauchy que de montrer directement
sa convergence puisqu’on n’a pas besoin de connaitre sa limite).

Exercice (*) (théoréme de Césaro).
Si (tn)nen est une suite de nombres complexes. Pour tout n = 1, on pose Sy, ZZ=1 Up, -

1. On suppose que u,, — > ae€ C. Montrer que S" — a.
n— n—o0

2. La réciproque est-elle vraie ?

Solution.

1. On suppose d’abord que a = 0. Soit £ > 0. Alors il existe N tel que pour tout n = N, |u,| < /2. Soit
> N. Alors :

Zuk+ Z Uk

k=N+1

1 n
- 13w -
k=1

k=N+1
C’
< 7N + ¢,
n
ouCn = chvzl |ug| est une constante indépendante de n. On a donc CTN - 0, donc il existe N € N
tel que pour tout n = N’, < €/2. Ainsi, pour tout n = max(N, N’) ‘S ! €/2+¢/2 = e. Donc
on a bien % —> 0. Sia# 0, alors on applique ce qui précede & la suite (u, — a)y.
n—0o0
2. Non : par exemple si u, = (—1)", alors 7" = 15 (=1)*, donc ST;” = 0 si n est pair et % ==

S.

sinon, donc 22 — 0, mais la suite (u,), ne tend pas vers 0.
’ n oo

Exercice.

Soit f : N* — N* une bijection telle que la suite (%) , converge vers un réel [. Montrer que [ = 1.
neN

Solution.

Exercice.

Soit (y)nen une suite de nombres réels. On suppose que u,41 — 4, —> 0. Montrer que ensemble des
n—aoo

valeurs d’adhérence de u est un intervalle.

Solution. Il faut montrer que si z,y sont deux valeurs d’adhérence de la suite u, alors tout élément de [z, y]
est une valeur d’adhérence de u.
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6.2 Séries numériques

Exercice.
Etudier la nature de la série de terme général u,,, avec :

_ 3"—p?
Loup, = 55=57, n =1
-1)"1
2.y, = EW M s

3. u, = (DY n>0.

Solution.

n s n N 7 N . zo
1. On a u, ~ (%) , et la série Y, (%) est convergente, donc d’apres le théoreme de comparaison des séries
& termes positifs (ici, tout est bien positif), la série >, u, est convergente.

2. Lasuite (uy,), est alternée, et (|u,|), est une suite décroissante qui tend vers 0, donc d’apres le théoréme
de convergence des séries alternées, la série >’ u, est convergente.

3.0na: Vn =1, u, = e V21?2 donc par croissance comparée, nu, — 0, donc u, = o (%), et la
n—0o0 n
série . % est convergente (car 2 > 1), donc d’apres le théoréeme de comparaison de séries a termes
positifs, la série Y. u,, est convergente.

Exercice.
Soient > u, et Y v, deux séries de termes positifs convergentes. Montrer que les séries > ./u,v, et
> max(up, v,) convergent.

Solution. Ona: Va,be R, 0 < (a—b)? = a?+b*—2ab, donc ab < @. Ainsi, on en déduit |/, v, < Yatte
or les séries > u, et v, convergent, donc la série Y. \/u,v, converge.

On a: Vn =0, max(u,,v,) < u, + v, car les termes des suites (uy, )y et (v,), sont positifs, donc de méme
on en déduit que la série Y max(u,, v,) converge.

Exercice.
Soit (un)nen une suite de réels positifs.

iy

T4 est croissante sur R..

1. Montrer que la fonction z —

2. Montrer que les séries  u,, et >, 3=~ sont de méme nature.
Solution.
1. La fonction est dérivable sur R, de dérivée x — (1+x)_2$ = —L_ >0, donc la fonction est croissante
(1+z) (14z)

sur R, .

2. Siu, — 0, alors u, ~ 11’; (ce qui nous amene donc a faire une distinction de cas sur si u,, — 0

n—o0 n n—o0
ou pas). Dans ce cas, le théoréeme de comparaison de séries & termes positifs s’applique. Sinon, la série
2. un est grossierement divergente. Montrons ainsi que la série ) #=— est divergente. La suite (un)n

n
ne converge pas vers 0, donc il existe € > 0 tel que pour tout N = 0, il existe n > N tel que u,, > €.

. N . . w, c . w,
Alors, par croissance de la fonction a la question 1, on obtient -2 donc la suite (1 _,_un)n ne

tend pas vers 0, et donc la série Y] ;52— est grossierement divergente, donc divergente.

Un

MPSI1 Henri IV 21 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

Exercice (critére de d’Alembert).

Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs telle que la suite (%

n

) converge vers [ € R.
n

1. Sil < 1, montrer que la série Y u, converge et déterminer sa limite.
2. Sil> 1, montrer que la série Y. u,, diverge.

3. Que se passe-t-il sil =17

Solution. Reprendre la démonstration du critére de d’Alembert pour les suites. Si [ = 1, on considére les
séries Y, - et Y, = : dans les deux cas, [ = 1 mais la premiére est divergente et la deuxi¢me convergente.

Exercice.
Sin =1, on pose u, = > ;_; ﬁ —2ynetuv, =3;_, ﬁ —2¢/n + 1.

1. Justifier que la série Z,@l ﬁ diverge. On se propose de trouver un équivalent de la suite des sommes

partielles.

2. Montrer que les suites (uy,), et (v,)n sont adjacentes.

3. En déduire un équivalent de 2221 ﬁ lorsque n — 0.

Solution.
1. Séries de Riemann.
2. On a:
o un—vn=2(\/ﬁ—\/ﬁ)n:)>00.
o gt~y = A — 2V T - V) = RV r on g —on — 14 2y/n(n+ 1) <

0= dn(n+1) < (2n+1)? < 4n? + 4n < 4n? + 4n + 1, ce qui est toujours vrai, donc (uy,), est
décroissante. Par un argument analogue, on montre également que (v,,), est croissante.

Donc les suites sont adjacentes.

3. On en déduit donc que les deux suites convergent vers la méme limite [, donc

Sk
2¢yn  now

don S, & ~ 2.

Exercice (sommation des relations d’équivalence).
Soient (uy), et (vy), deux suites de réels positifs. On note U, = Y/ ux et V,, = >/, vp les sommes
partielles associés. On suppose que la série Y v, diverge.

1. On suppose que u, = O(v,). Montrer que U, = O(V,).
n—o0 n

—00

2. On suppose que u,, = o(v,). Montrer que U, = = o(V},).
o0 n—0o0

n—

Solution. Utiliser les définitions des relations o et O ainsi que la définition de la divergence de séries (diver-
gence des sommes partielles).
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Exercice.
Soit a € R. Déterminer la nature de la série de terme général

B 1
D ke

Un

. . e atl . -
Solution. Par comparaison série-intégrale, pour o # —1, ZZ:1 kY ~ Sia>0,u, ~ ;YTTI, donc la série

> uy, est absolument convergente. Si —1 < a < 0, alors u,, ~ é’:ﬂl donc la série diverge. Si @ = —1, alors

Uy ~ ﬁ donc la série diverge. Si @ < —1, alors (uy,), ne tend pas vers 0 donc la série est grossiérement

divergente.

Exercice (*).
Soient (ty)n>1 et (vp)n>1 deux suites de nombres complexes. On note (Sy,),>1 la suite des sommes partielles
de la suite (vy)p>1-

1. On suppose que la série Y} _(un41 — uy) converge absolument, que u, — 0 et que la suite (S,)n>1
= n—0o0

est bornée. Montrer que la série Zn>1 Up Uy, cOnverge.

2. Soit A € R\27Z. Etudier la convergence de 3 cos(nf)

n

Solution. On utilise la formule de transformation d’Abel :

n n—1
Z URVE = Up Sy + Z (uk — uk+1)5k.
k=1 k=1

Exercice.
Soit & > 0. On pose pour n > 1,

k=n+1

Justifier que la suite (uy,)n>1 est bien définie, puis montrer la convergence de la série Y} _ up.

(-t
(1)

Solution. La suite est bien définie grace au critere des séries alternées. Si a > 1, alors |u,| <

—

= —na

donc la série converge absolument.
n+1

Si a < 1, alors d’apres les séries alternées, u, est du méme signe que ((71) et donc (par la formule

yCra
k
lz| = signe(z)z), |un| = (=1)"™1 307 (_k—la) La suite (un)nen+ est donc alternée et |u,| — 0. Pour
n—o0
appliquer le critére des séries alternées, il suffit donc de montrer que la suite (Juy|)n>1 est décroissante. On
montre :
o8]
1] = Jun| = (1) . v,
k=n+1

S k(1 1 - - . P .
ou vy = (—1) (k— — W) La série Y. vy, est encore une série alternée, de terme général qui tend en valeur

absolue vers 0, et

2 1 1
- - =<0
E+1)> (k+2)* ko

V1] — |vk| = (

par convexité de la fonction ¢ ~ L. Ainsi, la série Y vy est alternée, donc son reste est du signe de son

ta
premier terme, donc de (—1)"*! donc |uy41] — |un| < 0 et Y u, est alternée, donc convergente.
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Exercice.
Soit (@n)n>1 une suite de nombres complexes telle que »; _, 5= converge absolument. On suppose :

6]
Vk e N¥, Z%:o.

n=1

Que peut-on dire de la suite (ay)p>1 ?

Solution. Montrons que la suite est nulle : par 'absurde, si elle n’est pas nulle, on peut pose p le plus petit
entier tel que a, # 0. Ainsi, pour tout k € N*,

R

p n= p+1

an 0 P k B o0 D k— . IS
avec > 1 o = Dmept1 (2) a, = PYimepi1 (2) , donc 377 1 e 0, donc a, = 0, d’out la
contradiction.
Exercice.

Soit ) u, une série & termes > 0. On note pour tout n € N*, S,, = 37" wy.
. - Un,
1. Soit a > 1. Montrer que la série Z S—g converge.

u
2. Soit @ < 1. On suppose que la série > u,, diverge. Montrer que la série Z S—Z diverge. On pourra

n
utiliser le critere de Cauchy : si (v,)y, est une suite de réels, la série Y, v, converge si et seulement si
:Ve>0INeN,Vp>qg=N, ‘Zk LU ‘ge.

Solution.

w, _ Su=S. N
1. On a §a =T < SSW,_l Sp 7z dt, donc

donc la série est convergente.

2. La série Y, u, diverge, donc il existe N € N tel que Sy, = 1 pour tout n > N. On a alors pour g > p = N,

Shep Uk _ S4—=Sp
kasw/ Z:pg’;> kSZ =g =1- S—" Or, pour p > N, il existe ¢ > p tel que S, > 25,

donc :

Vp>= N Zq: >1/2,

?TQ

donc par le critere de Cauchy la série diverge.

Exercice.
Soit Y u, une série & termes positifs. On pose pour tout n € N,

1

Uy = ———.
"1+ n2u,

Si la série Y u, converge, déterminer la nature de la série > v,. Que peut-on dire si la série > u,, diverge ?
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Solution. Montrons que la série > v, diverge. Si nu, 2 +o0, alors v,, ~ n21un et \/unv, ~ % et la série
> A unvy, diverge. Or d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Q4um> DESI

donc la série Y vy, diverge. Si n?u, ne tend pas vers +oo, alors v, ne tend pas vers 0 et donc la série est
grossierement divergente.

M:

Exercice.
On pose pour n = 1, u, = (—1)"1n (1 + %) Montrer que la série Z u, converge, puis calculer sa somme.

n=1

. - -H"
Solution. La série converge car u,, = ( n) +0 (#) Pour calculer la somme, on a

2p+1 p P P
2n+1 2n + 2
7;1 Un = TLZ::I U2n + 7;0 U2n+1 = Z <10g < om > - IOg (27’L i 1)) - 10g(2),

n=1

donc _—

P 12

(2p+ 1)! )
>} =1og (5 ~ log(2) = 2log(vy)
oy 24 (ph)*(p + 1)
2p + 1)! 2 (2p+ 1\ 1
ol vy = @p+1) . Par la formule de Stirling, on a v, ~ \/7 P —, donc v, — 4/2,
2 PH/Q( N2Vp+1 ™ 2p e’ pooo VT

donc Z Up, = — In(7).

6.3 Suites et topologie sur R

Exercice.
Démontrer qu’une partie A de R est compacte (au sens des suites) si et seulement si elle est fermée bornée.

Solution. Si A est fermée bornée : puisque A est bornée, d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass de toute
suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de R, or A est fermée
donc d’apres la caractérisation par les suites, cet élément appartient & A. Donc A est compacte.

Réciproquement, on suppose que A est compacte. Soit (un)n e AN une suite qui converge vers [ € R, et mon-

trons que [ € A. Puisque A est compacte, il existe une extraction ¢ telle que (u,())n converge vers I’ € A. Or

on a aussi Ug(n,) — [, d’olt par unicité de la limite, | = I’ € A. Donc A est fermée. Supposons par 'absurde
n—0o0

que A n’est pas bornée. Alors pour tout n > 1, il existe u,, € A tel que |u,| = n. Alors toute suite extraite
(un)n n’est pas bornée, donc n’est pas convergen‘ce7 d’ou la contradiction car A compacte. Donc A est bornée.

Exercice.
Soit A « R. Montrer que A est égal & l'intersection des fermés de R contenant A. En déduire que A est le
plus petit fermé de R contenant A. En déduire que si A ¢ B, alors A ¢ B.

Solution. Montrons ainsi : A = N ferme. acp F- Soit = € A: il existe z,, € AN tel que z,, — . Soit F
k) n—0o0

un fermé de R contenant A. On a alors : Vn € N, z,, € I, donc d’apres la caractérisation des fermés par les
suites, on a € F. Donc z € (\p torme. acr F-

Réciproquement, on suppose que z ¢ A : il existe un ouvert O de R contenant z tel que O N A = &. Alors
O n A° = &, donc OF U A est un fermé de R contenant A et x ¢ O¢ n A. Donc = ¢ Ng formé, Acr F'-
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Exercice (caractérisation séquentielle de la densité).
Une partie A de R est dite dense si pour tout < y € R, Jz,y[nA # . Montrer que A est dense si et
seulement si pour tout x € R, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.

Solution. On suppose que A est dense. Soit 2 € R. Alors, pour tout n > 1, |z — %, T+ %[mA # ¥, donc il
1

existe r, €]z — -,z + %[mA. Alnsi, (x,), est une suite de A qui converge vers x.

Inversement, on suppose que pour tout x € R, il existe (x,), une suite d’éléments de A qui converge vers x.
Soit alors z < y € R et (uy), une suite qui converge vers ZX¥. Soit € > 0 tel que ¢ < ¥5%, alors il existe N
tel que |uy — *52| < ¢, alors on a uy €]z, y["A. Donc A est une partie dense.

Exercice (*) (caractérisation séquentielle des fermés).
Soit F' une partie de R. Montrer que F est fermée si et seulement si pour toute suite (x,), € FV, si

r, — r€R, alors x € F.
n—oo

Solution. On suppose que F' est fermée. Soit (x,), une suite & valeurs dans F' qui converge vers z € R.

Montrons que x € F. Supposons par 'absurde que = ¢ F. Alors en notant O = FY, 2 € O et O est une

partie ouverte, donc par définition il existe € > 0 tel que Jv —e,z + e[ O. Or z,, —> =z, donc il existe N tel
n—aoo

que, pour tout n > N, |z, — x| < e. Ainsi, pour tout n > N, x,, €]z — &,z + [, donc x,, € O, donc z,, ¢ F,
d’ou la contradiction. Donc z € F'.

Inversement, on raisonne par contraposée : on suppose que F n’est pas fermée : par définition O = F¢ n’est
pas ouverte, donc il existe x € O tel que pour tout € > 0, on n’a pas |z — e,z +e[c O, c’est a dire qu’il existe
Ye E]Jx —e,x + ¢[ tel que y. ¢ O, i.e y. € F. En prenant ¢ = % pour tout m > 1, on construit ainsi une suite
(yn)n d’éléments de F' qui tend vers z ¢ O. On a donc le résultat voulu.

Exercice (*) (valeurs d’adhérence).
Soit (n )nen une suite de nombres réels.

1. Montrer que si (u,)nen converge, alors elle admet une unique valeur d’adhérence.
2. La réciproque est-elle vraie ?

3. Montrer que si (up), est une suite bornée qui diverge, alors elle admet au moins deux valeurs
d’adhérence. Quelle condition doit-on donc rajouter pour que la réciproque de la question 1 soit
vraie ?7

Solution.

1. On suppose que la suite converge vers u € C. Soit [ une valeur d’adhérence : il existe une sous-suite de
u qui converge vers [. Or la sous-suite converge aussi vers u, donc par unicité de la limite, u = [. Donc
la suite admet une unique valeur d’adhérence.

2. Non : par exemple on considere la suite (u,), définie par : ug, = 1 et ugpr1 = p. Alors elle possede
une unique valeur d’adhérence qui est 1 : en effet, si ¢ est une extraction, alors ou bien ¢(n) est impair
pour un nombre infini d’entiers n, au quel cas la suite (uyn))n est divergente. Ou bien p(n) est impair
pour un nombre fini d’entiers n, auquel cas ¢(n) est pair pour tout n assez grand, donc (ug(,))n est
stationnaire égale a 1, donc convergente. Mais la suite ne converge pas, donc la réciproque est fausse.

3. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, la suite admet une valeur d’adhérence [ € C. Or la suite
diverge, donc ne tend pas vers [ : il existe € > 0 tel que pour tout NV € N| il existe n = N tel
que |u, —I| > €. On construit donc une extraction ¢ telle que : ¥n € N, |uy,,) — | > e. Alors la
suite (Uyp(n))n est bornée, donc admet une valeur d’adhérence I' # [ (car en passant & la limite, on a
|l = | > e > 0). En particulier, I’ est une valeur d’adhérence de (uy,),, donc la suite possede bien au
moins deux valeurs d’adhérence différentes. On en conclut donc que la réciproque de la question 1 est
vraie si on suppose que la suite est bornée.

MPSI1 Henri IV 26 2023-2024



Exercices de colles Sacha Quayle

7 Fonctions numériques

7.1 Limites et comparaisons

Exercice.

Déterminer les fonctions f : R — R périodiques vérifiant : I e R, f(x) — .
xr—00

Solution. Soit f : R — R une telle fonction. On note T une période de f : Vz € R, f(x + T) = f(x). Soit
reR,onaalors: Yn =1, f(r +nT) = f(x). Or x +nT —2 o, donc f(x) = f(z +nT) = I. Donc

f(x) =1. Ainsi, f est constante égale a .

Exercice (*) (théoréme de point fixe de Picard).
Soit f : R — R une fonction K-lipschitzienne avec 0 < K < 1 (on dit alors que la fonction f est contractante).
On se propose de démontrer que f admet un unique point fixe.

1. On fixe ug € R et on consideére la suite définie par récurrence par : Vn = 0, u,11 = f(u,). Montrer :
Vi =2, fupr — | < K'[f(ur) = f(uo)l-
En déduire que la suite de nombres réels (u,), est de Cauchy.

2. En déduire que f admet un unique point fixe.

3. Soit g : R — R tel qu'il existe p tel que gP (la p-composée de g) est contractante. Montrer que g admet
un unique point fixe.

Solution.

1. On commence par remarquer que, par récurrence :
VI =2, lupr —w| = | flw) — flu—1)| < Klw —wi—1| < K| f(ur) — f(uo).

Soient n > m € N. On calcule :

n—1 n—1 n—1 Km _ K"
|Un — U] = Z (w41 —w)| < Z w41 — w| < Z K[ f(ur) = f(uo)| = ﬁlf(ul) — f(uo)l,
l=m l=m l=m
Or Km_K™ K™

&k STE,, 0, donc la suite est bien de Cauchy.

2. La suite (uy,), est donc convergente : on note a sa limite. Alors, en faisant tendre n vers +oo dans la
relation u,+1 = f(u,) et par continuité de f, on obtient f(a) = a, donc f admet un point fixe. En
outre, si par Pabsurde b # a est un autre point fixe de f, alors |[a—b| = | f(a) — f(b)| < K|a—b| < |a—b],
d’ou la contradiction. Donc f admet un unique point fixe.

3. On applique ce qui précede a gP : il existe un unique a € R tel que ¢gP(a) = a. Ainsi : ¢P(g(a)) =
g(gP(a)) = g(a), donc g(a) est aussi un point fixe de g?, donc par unicité, on a g(a) = a. En outre, si
x est un point fixe de g, alors = est aussi un point fixe de gP, donc on a unicité : g admet un unique
point fixe.

7.2 Fonctions continues et uniformément continues

Exercice.
Soient A une partie de R, a € A et f : A — R une fonction. Montrer que f est continue au point a si et
seulement si pour toute suite (a,), € AN convergeant vers a, on a f(a,) — f(a).

n—00
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Solution. On suppose que f est continue au point a. Soit (a,), € AN telle que a,, —> a. Soit € > 0 : par
n—o0

continuité de f en a, il existe ¢ tel que pour tout = € A, si |z — a| < 4, alors |f(z) — f(a)| < €. Puisque
a, — a, il existe N tel que pour tout n = N, |a,, — a| < J, et ainsi :

n—ao0

Vn =N, |f(an)_f(a)| S6
donc f(an) oo f(a).

0
Réciproquement, on raisonne par contraposée : on suppose que f n’est pas continue au point a : il existe
€ > 0 tel que pour tout 6 > 0, il existe z € A tel que |z —a| < 6 et |f(z) — f(a)| > e. Ainsi : pour tout
n > 1, il existe a, € A tel que |a,, —a| < L et |f(an) — f(a)] > &. La suite (an)n € AV est donc une suite
convergeante vers a, mais (f(a,)), ne tend pas vers f(a).

Exercice (*).
Soit f: R — R telle que : Vz,y e R, f(xz +vy) = f(x) + f(y).

1. On suppose que f est continue sur R. Déterminer f.

2. On suppose que f est croissante sur R. Déterminer f.

Solution. D’apreés 'hypothese, on a: Vn € N, f(n) =nf(1). Ainsi: Vn,me N*, f(n) = f (mZ) =mf (Z),
donc f(2) = %") = 2 f(1). On en déduit : Yz € Q, f(x) = 2f(1).

1. Soit z € R : par densité de Q, il existe (z,), € QY telle que x,, —> 2. Par continuité de f, on a alors
n—o0

f(zn) - f(x). Or f(z,) = z,f(1) — xf(1), donc par unicité de la limite, f(z) = x. Ainsi, f est

—0
de la forme f(z) = xf(1), et réciproquement toute fonction de cette forme convient.

2. Soit € R. Par densité de Q, il existe (z,), € QY et (y,)n € QY des suites qui convergent vers
x telles que Vn, z, < z < y,. Par croissance de f, on a alors : Vn, f(z,) < f(z) < f(yn), or
flan) =z, f(1) — xf(1) et f(yn) = ynf(1) — xf(1), donc d’apres le théoreme des gendarmes, on

n—o0 n—o0

a f(x) =2 f(1).

Exercice.
Déterminer les fonctions continues f: R — R vérifiant : Vo e R, f(z) — f(5) = 5.

Solution. En appliquant la formule avec z/2, on voit que f(x/2) — f(xz/4) = 2/4. On montre par récurrence

que : Yz € R,Vn > 1, f(x) — f(5%) = Dr_1 o (formule sympa car on pourra exploiter la continuité de
1 1

f en faisant tendre n vers linfini). Ainsi : f(z) — f(z/2") = 22 -2"C _, 4 Or & — 0, donc
1— 1 n—00 2" powo

par continuité de f, on a f(57) — f(0), d’ott par unicité de la limite, on obtient f(z) — f(0) = z. Donc
n—0o0

f est dela forme f(z) = 2+ f(0). Réciproquement, toute fonction de cette forme vérifie la relation de I’énoncé.

Exercice.
Soit f : R¥ — R une fonction croissante telle que la fonction z —
fonction f est continue sur R .

f(z)

xT

est décroissante. Montrer que la

Solution. Soient z > 0, et (), € (R* )N une suite qui converge vers z. On suppose que Vn, x, < z. Alors,

par croissance de f, on a f(x,) < f(x). D’autre part, par décroissance de x — M, ona f(x,) = xn%”) >

x
J;n@ —> f(z), donc d’apres le théorémes des gendarmes, on a f(x,) — f(x). Si: Vn, z, > x, alors
n—0o0 n—0o0

on obtient le méme résultat par un raisonnement analogue. Sinon, on peut extraire deux suites (y,) et
(2n) avec y, < x et z, = x, alors d’aprés ce qui précéde, on a f(y,) — f(z) et f(zn) — f(z), donc
n—o0 n—o0

fxyn) — f(z). Donc, d’apres la caractérisation de la continuité par les suites, f est continue sur R*.
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Exercice.

Soit f : R — R une fonction périodique non constante. On se propose de démontrer que f admet une plus
petite période, c’est-a-dire qu’il existe T > 0 tel que f est T-périodique, et pour tout t < T, f n’est pas
t-périodique. On considére 'ensemble des périodes de f: A= {t>0,VzeR, f(x +1)= f(z)}.

1. Justifier que A admet une borne inférieure. On la note T' dans la suite.

2. Montrer que T' > 0. Conclure.

Solution.
1. f est périodique, donc A est non vide, et A est minorée (par 0), donc A admet bien une borne inférieure.

2. On suppose par 'absurde que T" = 0. On va montrer que dans ce cas, f est constante, ce qui serait

contradictoire. Il existe une suite (¢,), € AN telle que t, —> 0 et pour tout n, t, > 0. Soit z,y € R
n—0o0

avec © # y. Montrons : Ve > 0, |f(z) — f(y)] < e. La fonction f est continue, donc est continue

au point y : il existe § > 0 tel que pour tout z € R, si |z — y| < 4, alors |f(z) — f(y)] < e. Or

t, —> 0, donc il existe N tel que ty < 6. Or, il existe k € N tel que = + kity <y <z + (k + 1)tn,
n—o0

donc |(x + ktny) —y| <ty < 0, donc |f(x + kty) — f(y)] <e. Or ty € A, donc f est ¢y-périodique,
donc on en déduit |f(x) — f(y)| < e. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que f(x) = f(y)
et f est constante, d’ou la contradiction. Pour conclure, il reste juste & montrer que 7' € A : en

effet, il existe (t,), € A" telle que t,, —> T. Ainsi, en faisant tendre n vers +oo dans la relation :
n—aoo

Ve e R, f(x +t,) = f(x), on en déduit par continuité de f que T € A.

Exercice (*).

1. Soit f : R — R. Montrer que f est uniformément continue sur R si et seulement si pour toutes suites
(2p)n € RN et (y,)n € RN si 2, — yp - 0, alors f(z,) — f(yn) — O.
n— n—o0

2. Montrer que la fonction g : x — sin(z?) n’est pas uniformément continue sur R.

Solution. C’est une caractérisation séquentielle de 'uniforme continuité, la preuve étant trés similaire a la
caractérisation séquentielle de la continuité.

1. On suppose que f est uniformément continue : soient (x,, ), et (yn)n deux suites telles que x,,—y, —> 0.
n—0o0

Soit € > 0 : il existe 6 > 0 tel que pour tout z,y € R, |z —y| < = |f(z) — f(y)] < e Or

Tp = Yn —> 0, donc il existe N tel que pour tout n = N, |z, — yn| < 0, et alors |f(z,) — f(yn)]| <&,

done f(xn) — f(yn) - 0. Réciproquement, on suppose que f n’est pas uniformément continue sur R :

il existe ¢ > 0 tel que pour tout n > 1, il existe z,,, yn € R tel que |z, —y,,| < L mais |f(z,)— f(yn)| > €.
On a donc construit deux suites (), et (yn)n telles que z, — vy, — 0 mais f(x,) — f(yn) ne tend
n—o0

pas vers 0.

2. On pose z,, = 4/nT et y, = A/n7 + 7/2 : alors on montre que ,, —y,, —> 0 mais sin(z2) —sin(y?2) = 1
n—aoo
qui ne tend pas vers 0, donc la fonction g n’est pas uniformément continue.

Exercice.

1. Soient a € R, be R et f : [a,b[— R une fonction continue. On suppose que f admet une limite finie en
b. Montrer que f est uniformément continue sur [a, b[.

2. Soit f : R — R une fonction continue admettant des limites finies en —o0 et +00. Montrer que f est
uniformément continue sur R.
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Solution.

1. Si b e R, alors f se prolonge en une fonction continue sur [a, b] donc par le théoreme de Heine, f est
uniformément continue. On suppose b = +00. On note [ la limite finie : f(x) — . Soit € > 0 : il
r—00

existe A > 0 tel que Vz € [a, 4+, |[z] = A = |f(z) —1] < e. La fonction f est continue sur [a, A + 1]
donc est uniformément continue : il existe &' > 0 tel que pour tout z,y € [a, A+ 1], |z —y| < ¢ =
|f(z) — f(y)] < e/2. On pose § = min(d’,1). Soit z,y € [a,0[ tel que |z —y| < §. Montrons que
1) - F)l <e.

e Sixz € [a,A] ou y € [a,A], alors puisque |z —y| < § < 1, on a z,y € [0,A + 1], et alors on a
|z —y| <0 <, done |f(z) — f(y)| <e.

o Six,ye[A oo alors |f(z) = f(y)| < |f(2) =l +[fy) -l <&
Donc f est uniformément continue sur [a, oo|.

2. On utilise la question 1.

7.3 Suites de fonctions

Exercice.
Pour tout n > 0, on considere la fonction f,, définie sur Ry par : Vo € Ry, f,(z) = e " sin(nz). Etudier la
convergence uniforme de la suite de fonctions (fy,), sur R, puis sur [a, o[ avec a > 0.

Solution. On commence par montrer que la suite de fonctions converge simplement sur R, vers la fonction
nulle. Ainsi, 8'il y a convergence uniforme, c’est forcément vers la fonction nulle et donc ||f,]sc —> O.
n—00

On commence sur Ry : il y a un probleme en 0, en effet pour tout n > 1, on a f, (%) = ¢ ™2, donc

[fallo = ™2 > 0. Donc il n’y a pas convergence uniforme sur R,. Par contre, si a > 0, alors on a :
Vo = a, |fo(z)] <e ™, donc ||fr]o < e " e 0, donc il y a convergence uniforme sur [a, o[.
-

Exercice (*).
Soient a < be R, K > 0 et (f), une suite de fonctions K-lipschitziennes de [a,b] — R. On suppose que la
suite (fy,)n converge simplement vers une fonction f : [a,b] — R. Montrer que la convergence est uniforme.

Solution. On commence par montrer que f est K-lipschitzienne : soit x,y € [a,b]. On a: Vn =0, |f,(z) —

fn(y)] < K|z — y|, donc en faisant tendre n vers l'infini on en déduit que f est K-lipschitzienne. Soit € > 0.

On fixe une subdivision @ = ay, ...,a, = bde [a,b] de pas < 5. Pour tout k € {1,...,p}, on a fp(zx) — f(z),
n—aoo

donc il existe Ny, tel que pour tout n = N, |fn(zr) — f(x)] <e. On pose N = max(Ny,...,N,). Soit n = N.
Soit x € [a, b] : il existe k tel que = € [ag, ar+1][, ainsi :
(@) = F@)] < 1) = Falan)] + o) — Fla)| + 1) — F(@)
< Lz — op| + € + K|z —
=2K|z — x| + ¢
< 3e,

donc on en déduit ||f,, — fllo < 3¢, donc la convergence est bien uniforme.

Exercice (*) (un théoréme de Dini).

Soient a < b € R et (f,)n une suite croissante de fonctions continues sur [a,b] qui converge simplement sur
[a, b] vers une fonction f continue sur [a,b]. On souhaite démontrer que la convergence est en fait uniforme.
Pour € > 0 et n = 0, on pose

Kne={wzelab], f(z) = fulz) > €}

1. On suppose que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que K, . est vide. Montrer alors que la convergence
de (fn)n est uniforme.

2. Conclure.
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Solution.

1. On remarque que par croissance de la suite de fonctions, on a |f(x) — fn(z)| = f(z) — fu(z) et
K41, © K, ¢, donc pour tout € > 0, il existe ng = 0 tel que pour tout n = ng, K, . est vide, c’est a
dire | fn — flloo < e. Donc on a convergence uniforme.

2. Si par I'absurde la convergence n’est pas uniforme, alors par contraposée de la question précédente, il
existe € > 0 tel que pour tout n > 0, K,, . n’est pas vide : il existe z,, € K, .. On a une suite de [a, b]
compact, donc il existe une sous-suite convergente : x,,,) — [ € [a,b]. Par continuité de f, on a

n—0o0

F(@p(m)) — f(I) et de méme, sip e N, on a fp(z,0m)) - f(1). Ainsi, pour n assez grand (de sorte

que ¢(n) > p),
F@om)) = [o(@om)) = F(@om) = fom) (Tpm)) > &

donc en faisant tendre n vers l'infini, on obtient 0 > ¢, d’ou la contradiction.

7.4 Fonctions dérivables

Exercice.
Soit P € R[X] de degré impair, et f : R — R une fonction de classe C* telle que pour tout = € R et pour
tout n e N, |f(™)(z)| < |P(z)|. Montrer que la fonction f est nulle.

Solution. P est de degré impair donc possede au moins une racine. Quitte a translater on peut supposer que
P(0) = 0. On a alors pour tout n € N, f(™(0) = 0. Soit maintenant z € Ry : pour tout n € N, la fonction f
est de classe C™ sur [0, z], dérivable n + 1 fois sur ]0, z[, donc d’apres la formule de Taylor-Lagrange il existe

cn €]0, z[ tel que f(z) = (ftizl)!f("“)(cn). Or : pour tout n € N, [f*V(c,)| < |P(cy)| < sup |P(t)]| < oo,
te[0,z]

donc on en déduit en faisant tendre n vers 'infini que f(z) = 0. On applique le méme raisonnement si
z € R_. Donc f est nulle sur R.

Exercice.
Soit f: Ry — R une fonction continue, dérivable sur ]0, oo[ telle que f(0) = 0. On suppose que f(x) — 0.

r—00

Montrer qu'’il existe ¢ €]0, o[ tel que f/(c) = 0.

Solution. Si f est nulle, OK. Sinon, quitte & considérer —f, il existe a € Ry tel que f(a) > 0. On a
f(x) —> 0, donc par continuité de f, il existe b € R tel que f(b) = f(a). Ainsi, d’aprés le théoreme de Rolle
r—00

sur |a, b[, on en déduit le résultat.

Exercice.
Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C* telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que pour tout n > 1, il
existe 0 < 21 < ... < zp, < 1 tels que f/(x1) + ... + f(xn) = n.

Solution. On applique la formule des accroissements finis entre i/n et (i + 1)/n pour tout 0 < i < n — 1.

Exercice.
Soit n € N. On considere la fonction f : R — R définie par : Vo € [-1,1], f(z) = (1 —2?)" et f(x) = 0 sinon.
Déterminer la classe de f.
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Solution. On voit que pour tout k < n, f est de classe C* sur | -1, 1[, et ) (x) e 0, donc f*) se prolonge

en une fonction continue sur R, donc f est de classe C* sur R. Par contre, on peut montrer par récurrence

sur k < n que f*) est de la forme f*)(z) = (2z)*n(n—1)...(n —k+ 1)1 —2*)"* + P(z)(1 —2>)n — k + 1

oit P € R[X] est un polynéme. Ainsi, on a f(™ (z) ne tend pas vers 0 lorsque 2 — =+1, donc f n’est pas de
n—o0

classe C™.

Exercice.
Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose que les fonctions f et f” sont bornées sur R. Pour
toute fonction bornée g : R — R, on note |g|lc = sup |g(z)].

zeR

1. Montrer que la fonction f’ est bornée sur R.

2. Donner une majoration de |f’|« en fonction seulement de | f|x et || f”]o-

Solution.

1. On veut une inégalité faisant intervenir f, f’ et f” : on pense a I'inégalité de Taylor-Lagrange. Soit
x € R: pour tout A > 0, en appliquant la formule entre x et z+h, on obtient : |f(z+h)—f(z)—hf'(z)| <

2 . .
B oo, ainsi :

2]fll

h 1 h
Vz e R, |f'(@)] < SIS/ o + 5 1f (@ + 1) = f@)] < 51 o + =

donc f’ est bien bornée.

2 flleo
h

2. D’apres ce qui précede, on a |f'|o < %Hf””oo + pour tout h > 0. On cherche la meilleure

majoration possible : on fait une étude de la fonction h — 2| | + M : la fonction est de classe
C! sur R, et admet un minimum en h = 2 ””]fHH* donc en en déduit ||f’HOC 24/l F oo 1 f " Mo -

7.5 Fonctions convexes

Exercice (*).
Soient a < be R et f : [a,b] — R une fonction convexe de classe C! sur [a,b]. Montrer :

o-ar (%57 < jf it < - SO HI0.

Solution. Pour la premiére inégalité, on utilise le fait que f est au-dessus de sa tangente en GTH’, puis on

integre entre a et b. Pour la deuxiéme, on remarque que f est en-dessous de sa corde entre a et b, puis on
integre.
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Exercice (*).

1. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction convexe. Démontrer I'inégalité de Jensen : pour
tout n > 1, pour tout 1, ...,x, € I et pour tout A1, ..., A, € [0,1] tels que 37 _; Ay =1, on a

f (Z Akxk) < ) ARf (@)
k=1 k=1

2. Montrer que pour tout 21, ...,z, >0, 1+ ([Tr_, a)™ < (ITho (1 + ae) ™

3. Montrer que pour tout aq,...,a, > 0 et by,...,b, >0, on a

n 1/n n 1/n n 1/n
(1_[ ak> + (H bk) < <H(ak +bk)> .
k=1 k=1 k=1

Solution.

1. On raisonne par récurrence : le cas n = 1 et n = 2 est immédiat par définition d’une fonction convexe.

On suppose la propriété vraie au rang n : soient 1,...Tp41 € I et A,...; App1 € [0,1] tels que
R Ak = 1 Alors : f(S050 Meak) = F(SR2) Mk +AnTn) 0t Ay = At App et By = 2ot asidntt
Par hypothese de récurrence puisque ZZ: Mk + An = 1, on obtient f(ZZ: M) < ZZ;} Ao f(zg) +

Mo f (@) < Sptt A f ().

2. La fonction f : z +— log(1 + €%) est convexe (sa dérivée seconde est positive) donc si x1,...,z, > 0, il
existe ay, ..., a, tels que z = ¢?*. En appliquant I'inégalité de Jensen avec les a; et la fonction f on
obtient 'inégalité voulue.

n n n n n n l/n . .
3. On remarque que (], _,; ak)l/ + ([T bk)l/ = ([ Tpzy ak)l/ (1 + (szl Zf’;) ) puis on applique

la question 2.

Exercice (*).
Soient p,q = 1 tels que % + % =1.

1. Soient x,y > 0. Montrer que xy < % + %.

2. Soient ay,...,an > 0 et by,...,b, > 0. Montrer : >, arby < (31_; ai)l/p DIV bZ)l/q (inégalité de
Holder). Indication : on pourra commencer par le cas Y ;_, ab = >, _ bl = 1.

3. On suppose que p > 1. Montrer que (>, _, (ay + b)P)? < OI. aﬁ)l/p + Xy bﬁ)l/p (inégalité de
Minkowski).

Solution.
1. On utilise la concavité de la fonction log.

2. Onsuppose d’abord que >, af = >}, b} = 1. Alors d’aprés la question 1: >;_ | axby < %22:1 al +
ak
( ko1 ai)l/p

W, alors on a Y, _; arb < 1, d’olt I'inégalité voulue.
k=1"k

1 n q _ 1 1 _ 3 ‘2 Lo~
7 D1 bp = i 1, donc c’est OK. Dans le cas général, on pose a; = de sorte que

Y1 ar’ = 1. On pose de méme by, =

3. On écrit @ (ag +bx)P = (ay + bg)(ax + by )P, on obtient alors >, (ax +bx)? = > _; ar(ak +bk)P~ 1+
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Se_y be(ag + bg)P~! done d’apres la question 2,

i a;g + bk (
k=1

k=1
n 1/p n 1/p n 1_%
= <Z ai) +<2 bi) (Z (ar + bg) )
k=1 k=1 k=1

_1
D’olt en divisant par (3;_, (ax + bk)p)1 ? 1’inégalité voulue.

D=
=)
>
~_
S
~~
D=
=
ol
+
=3
)
|
-
=
~
=
~
R
=
S
~_
S
-~
D=

1/q
(ar + bk)(P_l)q>
k

1
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8 Algebre linéaire

8.1 Applications linéaires

Exercice (*).
Soient F un K-espace vectoriel et u € L(E).

1. Montrer : Ker(u)= Ker(u?) si et seulement si Ker(u)n Im(u) = {0}.

2. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que Ker(u) ® Im(u) = E < Ker(u?) = Ker(u) <
Im(u?) = Im(u).

3. On considére u l'application sur R[X] définie par u(P) = P’. Justifier que u € L(R[X]) et calculer
Im(u), Im(u?), Ker(u) et Ker(u?).

Solution.

1. On suppose que Ker(u) = Ker(u?). Soit x € Ker(u) n Im(u) : il existe y € E tel que z = u(y), et
u(x) = 0. Ainsi, u%(y) = 0, donc y € Ker(u?), donc y € Ker(u), d’ott # = 0. Donc Ker(u) nIm(u) = {0}.

Réciproquement, on suppose que Ker(u) n Im(u) = {0}. Si z € Ker(u), alors u?(z) = u(0) = 0, donc
Ker(u) < Ker(u?). Inversement, soit z € Ker(u?) : u(u(z)) = 0, donc u(z) € Ker(u) n Im(u) = {0},
donc on en déduit que z € Ker(u).

2. D’apres le théoreme du rang, Ker(u)n Im(u) = {0} si et seulement si Ker(u) ® Im(u) = E, donc on
obtient la premiere équivalence d’apres la question 1. Ensuite, si Im(u) = Im(u?), alors rg(u) = rg(u?)
donc d’apres le théoréme du rang, Ker(u) et Ker(u?) ont la méme dimension, or on a Ker(u) < Ker(u?),
donc on a égalité, et réciproquement par les mémes argments, si Ker(u) = Ker(u?) alors Im(u) = Im(u?),
d’ou1 I’équivalence des trois assertions.

Exercice (*).
Soient E un K-espace vectoriel et u € L(F) telle que pour tout x € E, la famille (x,u(z)) est liée. Montrer
que f est une homothétie.

Solution. Par hypothese, pour tout x € E il existe A, € K tel que u(z) = A\yz. Il suffit donc de montrer que
pour tout x,y € E non nuls, A\, = ;. Soient z,y € I non nuls.

1. Siz,y sont liés : il existe A € K tel que x = Ay. Ainsi : A\zz = u(x) = Au(y) = Ay = A\yz. Or z # 0,
donc on en déduit A\, = A,.

2. Si z,y sont libres : on a Apiy(x +y) = u(z + y) = u(x) + u(y) = Agxz + Ayy, d’ott 'on déduit puisque
la famille (z,y) est libre : Ay = Ay = Agpqy.

Exercice.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Montrer qu’il existe u € L(E) telle que Ker(u) =
Im(u) si et seulement si n est pair.

Solution. On suppose qu’il existe u € L(E) telle que Ker(u) = Im(u). Alors par le théoréme du rang, on
a n = dimKer(u) + dimIm(u) = 2dimKer(u), donc n est pair. Réciproquement, on suppose que n = 2p
est pair. Soit (ei,...,ezp) une base de E. On définit u € L(E) telle que pour tout i € {0,...,p — 1},
u(ezi+1) = €242 et ulezir2) = 0. Alors on voit que Ker(u) = Vect(eg, ey, ..., e2,) : Uinclusion réciproque
est évidente et si x € Ker(u), alors en écrivant x = Zi”;l xper, on obtient 0 = Zi;é Tokr1€2k+1 donc
puisque la famille (e, es, ..., e2,—1) est libre, on en déduit que zax41 = 0 et donc x € Vect(eg, ey, ..., €2p).
En outre, Im(u) < Vect(ez,éq,...,e2p) donc par un argument de dimension en en déduit que Im(u) =
Vect(esg, €4, ..., e2,) = Ker(u).
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Exercice.
Soient Ey, ..., E,, des espaces vectoriels de dimensions finies respectives ag, ...,a, € N*. On suppose qu’il

existe des applications fy, ..., fn_1 telles que :

1. Pour tout k € {0,...,n — 1}, fr € L(Ek, Ext1)-

2. fo est injective et f,,_1 est surjective.

3. Pour tout k € {1,...,n — 1}, Ker(fx) = Im(fr—1)-
Calculer Y, _(—1)*ay.

Solution. D’apres le théoréme du rang, on a : pour tout k € {1,....,n — 1}, ap = rg(fi) + dimKer(f;) =
rg(fx) + rg(fr—1) d’apres Phypothese 3. Ainsi :

n n—1

(—D*ar = ag + Y (~=1)*(eg(fx) + 18(fr-1)) + (~1)"an
k=0 k=1

= ag —rg(f1) —rg(fo) +re(f2) +rg(f1) + . + (=1)" " (rg(fu1) —18(fa-2)) + an
= ap —18(fo) + (=1)" " 'rg(fn-1) + (=1)"an

Or d’apres ’hypothese 2, fy est injective donc rg(fo) = ag et fr—1 est surjective, donc rg(frn—1) = an, d’out
ZZ:O(_l)kak =0.

Exercice (*).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit u € £(FE) nilpotent d’indice n, c’est a dire que
u™ = 0 et il existe z € E tel que u"!(z) # 0.

1. Montrer que 3 = (z,u(x),...,u" 1(x)) est une base de E.

2. Soit v € L(F) qui commute avec u. En écrivant v(z) dans la base [, montrer que v €
Vect(idg, u, ..., u™ ).

3. En déduire I'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec u.

Solution.

1. Montrons que la famille est libre : soit Ag, ..., \,_1 € K tel que Z:;S Aeu¥ (x) = 0. Alors en appliquant
u™~1, on obtient (puisque u™ = 0), Agu""!(z) = 0, or u"~(z) # 0, donc A\g = 0. En réitérant, on
obtient A\ = 0 pour tout k, donc la famille est libre. Puisque c’est une famille de n = dimFE éléments,
on en déduit que c’est une base.

2. On av(z) € E = Vect(z,...,u" ' (z)), donc il existe Ao, ..., \n_1 € K tel que v(z) = Sp_o ApuF(z).
Montrons que v = Zz;é Aru. Pour montrer que deux endomorphismes sont égaux, il suffit de montrer
qu’ils sont égaux sur une base de E : on regarde la base 8. En effet, pour tout [ € {0,...,n — 1}, on a,
puisque u et v commutent,

n—1 n—1
(! (@) = u'(v(@)) = u'( Y] M (@) = D) b (! (),
k=0 k=0

donc en en déduit bien v = Zz;é Apu¥, d’ou le résultat voulu.

3. Il suffit de montrer la réciproque de la question précédente qui est immédiate.
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Exercice.
Soient E un espace vectoriel, u € L(E) et p un projecteur de E. Montrer que u et p commutent si et seulement
si Im(p) et Ker(p) sont stables par w.

Solution. On suppose que u et p commutent. Soit y € Im(p) et montrons que u(y) € Im(p). Il existe
x € E tel que y = p(x), ainsi u(y) = u(p(x)) = p(u(y)) € Im(p). D’autre part, si y € Ker(p), alors
p(u(y)) = u(p(y)) = 0, donc u(y) € Ker(p). Donc Im(p) et Ker(p) sont bien stables par w.

Réciproquement, on suppose que Im(p) et Ker(p) sont stables par u. Soit € F et montrons que u(p(x)) =
p(u(z)). Siz € E, on peut écrire x = z—p(z) +p(x), avec z —p(z) € Ker(p) et p(x) € Im(p). Ainsi, on obtient
u(z) = u(x — p(z)) + u(p(z)) avec u(z — p(x)) € Ker(p) et u(p(x)) € Im(p) car on a supposé Im(p) et Ker(p)
stables par u. Or on a aussi u(z) = u(z) —p(u(z)) + p(u(x)) une autre décomposition sur E = Im(p) ®Ker(p),
et p est une projection donc par unicité on en déduit p(u(z)) = u(p(x)).

8.2 Matrices

Exercice.
Soit n = 1. Déterminer le centre de M, (R) (i.e. I'ensemble des matrices A € M, (R) telles que : VM €
M, (R), AM = MA).

Solution. Soit A € M, (R) qui commute avec tous les éléments de M, (R). Soit i,j € {1,...,n}. Alors, en
particulier, en notant F; ; 'élément de M, (R) dont tous les coefficients valent 0 sauf en position (4, j) ou il
yaunl,ona AFE;; = E; jA, donc en identifiant les coeflicients on obtient ax; = 0 pour k # i et a;, = 0
pour k # j, et a;; = a; ;. Ainsi, A = A\, avec A € K. Réciproquement, toute matrice de cette forme est
dans le centre de M, (R).

Exercice.
1. Soit n > 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 — 3X + 2.

0 1 -1
2. Soit A=|—-1 2 —1|. Calculer A" pour n > 2.
1 -1 2

Solution.

1. Par division euclidienne, il existe @ € R[X] et R € R1[X] tel que X" = (X2 —3X +2)Q(X) + R(X).
R étant de degré au plus 1, il existe a,b € R tels que R(X) = aX + b. On remarque que les racines
du polynéme X2 —3X + 2 sont 1 et 2. En évaluant 1’égalité X" = (X? —3X +2)Q(X) + R(X) en 1,
on obtient 1 = a + b et en évaluant en 2, on obtient 2" = 2a + b. On en déduit alors a = 2™ — 1 et
b=2-2" Dou R(X)=(2"—-1)X —2™.

2. On remarque que A% — 24 + 2 = 0, donc on obtient A" = R(A) = (2" — 1)A + (2 — 2")I5.

Exercice (*) (lemme de Hadamard).
Soit n > 1. Soit A € My(C) tel que : Vi € {1,...,n}, |a;i| > X, |ai;|. Montrer que la matrice A est
inversible.
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Solution. Soit X € Ker(A). Montrons que X = 0. Ona: Vie {1,..,n},0 = (AX), = Z?:l ai T, ol
Z1, ..., Ty sont les coordonnées de X,. Supposons par 'absurde X # 0, et posons ig € {1,...,n} tel que

Vje{l,..,n}, |z;| <|xi|. Puisque X # 0, on a |x;,| # 0. Alors :

n

Z Qig,j L5

Jj=1,j#i0

n

< D laigllzl

Jj=1,j#i0

|aio,ioxio| =

n

<lziol D) i

Jj=1,g#i0

< |ai07i0||xio‘>

d’ou la contradiction. Donc X = 0, et A est inversible.

Exercice. Soit f € L(R?) tel que f # 0 et f2 = 0.
1. Déterminer rg(f) et dim(Kerf).

2. En déduire qu’il existe une base de R? telle que la matrice de f dans cette base est

o O O
O OO
OO =

Solution.

1. D’apres le théoréme du rang, on a 3 = dim(R?) = dim(Ker(f)) + rg(f), donc dim(Ker(f)) = 3 —rg(f).
On a f # 0, donc rg(f) # 0, et f2 = 0, donc rg(f) # 3, on a donc dim(Ker(f)) € {1,2}. En outre,
puisque f2 = 0, on a Im(f) = Ker(f) et il n’y a pas égalité (car 3 est impair), donc rg(f) < dim(Ker(f)),
donc on en déduit que dim(Ker(f)) = 2 et rg(f) = 1.

2. Puisque rg(f) = 1 > 0, il existe x € Im(f) avec = # 0 : il existe z € R? tel que u(z) = z. On a aussi
x € Ker(f), donc on peut compléter (x) en une base (z,y) de Ker(f). Montrons que (z,y, z) est une
base de R? : soit (a,b,c) € R? tel que axz + by + cz = 0. Alors, en appliquant f, on a cu(z) = 0, avec
u(z) = x # 0, donc ¢ = 0. Puisque (z,y) est une base de Ker(f), on obtient alors a = b = 0. Donc
(7,7, ) est une base de R? et la matrice de f dans cette base est de la forme voulue.

Exercice (*).

1. Soient E un K-espace vectoriel et u € L(F) telle que pour tout = € E, la famille (z,u(x)) est liée.
Montrer que f est une homothétie.

2. Soit n =1 et M € M,(K) de trace nulle. Montrer que M est semblable & une matrice ayant des 0 sur
la diagonale.

Solution.
1. Voir l'exercice dans la section 8.1.

2. On montre la propriété par récurrence sur n > 1. Pour n = 1 c’est évident. On suppose la propriété
établie aux rang n — 1. Soit A € M, (K) de trace nulle. On note u € L(K™) 'application linéaire
associée.

e Si u est une homothétie (i.e. il existe A € K tel que A = AI,,), alors on obtient A = 0 donc la
propriété est vraie.

e On suppose que u n’est pas une homothétie. Par contraposée de la question précédente, il existe x €
K™ tel que la famille (2, u(z)) est libre. On peut donc la compléter en une base (z, u(z), e3, ..., e,) de

K™, et la matrice de u dans cette base est de la forme A’ = , donc A est semblable

a A’. Puisque Tr(A) = 0, on en déduit Tr(B) = 0, donc par hypothese de récurrence il existe
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Q e M, _1(K) tel que Q7' BQ a des 0 sur la diagonale. Alors, en notant P =

vérifie que PA’P~1 a des 0 sur la diagonale, d’ol1 la propriété au rang n.

Exercice (*).
Soit n > 1.
1. Soit A € M, (C) définie par : Vi, j € {1,...,n}, a;; = (J_}). Montrer que A est inversible et déterminer
A~ (on pourra reconnaitre la matrice dans la base canonique d’un endomorphisme de R,,[X]).

2. On dit qu’'une permutation o € 5, est un dérangement si elle n’a pas de point fixe. On note d, le
nombre de dérangements de S,,. Montrer que n! = ', (Z) di. En déduire une expression de d,.

Solution.

1. On vérifie que A est la matrice dans la base canonique de 'application linéaire u : R,[X] — R, [X]
définie par u(P) = P(X + 1). L’application u est inversible, d’inverse P — P(X — 1), donc A lest, et
A~ est la matrice dans la base canonique de P — P(X —1).

2.0nas, = Z;é Ag ou Aj est I'ensemble des permutations ayant exactement k points fixes, donc
n! = Z;& |A|, avec |Ag| = (})dn—r (en effet, on choisit les k points fixes, et ensuite on effectue

une permutation sans points fixes des n — k éléments restants), d’ou la formule demandée. On en
déduit que A.(dy, ..., d,) = (1,...,n!), et donc (dy,...,d,) = A71(1,...,n!), soit d,, = Y5 _; (=1)*(}) k! =

n —1)k
n!2k=1 : k!)

Exercice.
Soient n € N* et M € M, (R). Montrer que la matrice M est inversible ou nulle si et seulement si pour tout
Ae M,(R), rg(AM) = rg(MA).

Solution. Indication : soit r € [0,n] tel que : VB € M, (R), rg(BJ,) = rg(J,.B). Montrer que 1 <7 <n — 1.

Exercice.
Soient K un corps, n € N* ay,...,a, € Ket D = diag(ay,...,a,). On pose ¢ : M, (K) — M, (K) définie par
o(M) = DM — MD.

1. Déterminer le noyau et I'image de .

2. Préciser ces espaces lorsque les a; sont deux a deux distincts.

Solution.

Exercice.
Soient K un corps, n € N* et A € M,,(K) vérifiant A? = I,, avec p € N*. On pose B = %Zi;é AR

1. Calculer AB.
2. Vérifier que B? = B.

3. Montrer que Im(B) = Ker(A — I,,) et en déduire que dimKer(A — I,,) = 2 3P~ Tr(AF).

T p
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Solution.
1. Ona AB = B.
2. On montre par récurrence que A*B = B, puis on a alors B? = %ZZ;% AFB = B.

3. 51 Y eIm(B),Y = BX donc AY - Y = ABX —BX =0. SiY € Ker(A —1I,), alors on a BY =Y
donc Y € Im(B), donc dimKer(A — I,,) = rg(B) = TrB car B est un projecteur.
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9 Polynomes, fractions rationnelles

9.1 Polynémes

Exercice. X
. n X
Soit n>1let P, =), o7

1. Les racines de P, sont-elles simples ?

2. Déterminer le nombre de racines réelles de P,.

Solution.

1. On remarque que P, = P,_;. Soit a une racine de P,, on suppose par 'absurde que a est aussi racine
. 7 . n Y
de P}, alors a est racine de P, 1, donc on en déduit %y = 0, donc a = 0, or P,(0) = 1, d’ot la
contradiction. Donc les racines sont simples.

2. On montre par récurrence que si n est pair, alors P, n’a pas de racines réelles, et si n est impair, P, a
une unique racine.

Exercice (*).
Soient n > 1 et P € C[X] unitaire de degré n, que 'on note P = X" + ZZ;S arX*. On pose R =

n—1
max(1, >, |ax|)-

1. Montrer que toutes les racines complexes de P sont de module inférieur ou égal a R.

2. Soient P = nX" — ZZ;& X* et z une racine de P différente de 1. Montrer que |z| < 1.

Solution.

1. Soit z une racine complexe de P. Si |z| < 1, c’est gagné. Sinon, montrons que |z| < Zz;é lax|. On
a P(z) = 0, donc 2" = — Y770 agz®, donc |2" < 3020 |ag]|2|F < 2"t Spze lag| car |2] = 1. D'on
2| < 3720 |ag]| et done |2] < R.

2. On applique la question 1.

Exercice (*).
Soit m = 1. On note A, 'ensemble des polynémes P € Z[X] unitaires de degré n tel que toutes les racines
complexes de P sont de module inférieur ou égal & 1. Montrer que A,, est fini.

. . —1 . N
Solution. Soit P € A,, que 'on note P = X™ +ZZ:O apX*. On note 21, ..., z, les racines de P. Alors, d’apreés
3 3 3 . — . . Y1y -
les relations coefficients-racines, on a : Vk € {0,...,n — 1}, ar = 231 i . _i\ <y Zir-Ziy, d'OU

n
lax] < <k)

Or P est a coefficients entiers, donc a; ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Donc A,, est fini.

Exercice (*).
Soit P € R[X] unitaire de degré n > 1. Montrer que P est scindé sur R si et seulement si pour tout

zeC, [Im(2)|™ < |P(2)].
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Solution. On suppose que P est scindé sur R: P = [, _, (X —x) ot ) € R. Ainsi: pour tout z € C, |P(z)| =
[The, |z — zkl, avec |2 — 2| = \/Re(z — )2 + Im(z — 2)% = y/Re(z —zx)2 + Im(2)?2 > |[Im(z)], d’ott
[P(2)] = [Im(2)|™.

Réciproquement, on suppose que pour tout z € C, |[Im(z)|" < |P(z)|. P € C[X], donc P est scindé sur C.
Pour montrer que P est scindé sur R, il suffit donc de montrer que ses racines complexes sont réels. Or, si z
est une racine de P, alors 'inégalité donne I'm(z) = 0, donc z est réel, et P est scindé sur R.

Rmg. D’un point de vue topologique, ce résultat permet de montrer que I’ensemble des polynomes scindés
sur R (ou encore 'ensemble des matrices trigonalisables sur R) est fermé.

Exercice (*).
Soit n > 1. Factoriser le polynéome P = ZZ;(I) X* sur C. En déduire une formule de [T ;sin (k").

n

Solution. On sait que X" —1 = [[{_o(X — e2*7/m) et X" —1 = (X —1) 2320 X, doou :

n—1 n—1
Z Xk _ H (X _ e?ikﬂ'/n>.
k=0 k=1
En évaluant en 1, on obtient :
n—1 , n—1 ] ] ,
n= P(l) _ H(l _ eszw/n) _ 1_[ elkw/n(e—zk‘n—/n _ ezkﬂ/n)
k=1 k=1

im(n—1)n 1 n—l km 1 n—l kr
e 2 (=29)" H sin (| — | =2"" H sin [ — |,
k=1 " k=1 K

donc on en déduit [;— sin (&%) = 2.

n

Exercice (*).
Soit P € R[X] tel que pour tout x € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe A, B € R[X] tels que P = A? + B2,

Solution. On écrit P en produit de facteurs irréductibles : P = A Tj_, (X — @) [Tj_; (X2 + a; X + ;)"
olt z € R et aj,b; € R tels que X? + a; X + b; est irréductible sur R. Puisque P > 0, on a A > 0 et les
ay sont pairs (en effet, on a P ~ C(X — x;)® au voisinage de x;) : on peut écrire ap = 2v;. Puisque
X2+ a;X +b; est irréductible sur R, on peut écrire X2 +a; X +b; = (X — 2;)(X —%;) ol z; € C. Alors, en
posant @ = VAT Tr_y (X — )™ [ [, (X — 2)%, on a P = QQ = Re(Q)? + I'm(Q)?, donc A = Re(Q) et
B = Im(Q) conviennent.

Exercice (*).
Soit P € R[X] de degré n scindé & racines simples sur R.

1. Montrer que P’ est scindé a racines simples sur R.

2. En déduire que le polynome P? + 1 n’a que des racines simples.

3. Que se passe-t-il si I'on suppose seulement P scindé sur R ?
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Solution.

1. On note x1 < ... < x, les racines distinctes de P, on applique Rolle entre chaque ]z;, ;41| et on obtient
que P’ admet n — 1 racines distinctes ¥, ..., yn_1 avec x; < y; < T;41. Puisque P’ est de degré n — 1,
on en déduit que P’ est scindé & racines simples sur R.

2. On note Q = P? + 1. Puisque Q > 0, Q n’a pas de racines réelles. On a : Q' = 2PP’, donc une racine
de @’ est une racine de P ou P’, donc est réelle d’apres la question 1. Donc @ et Q' n’ont pas de racine
commune, donc ) n’a que des racines simples.

3. On montre que P’ est aussi scindé sur R en montrant que P’ posséde n racines réelles comptées
avec multiplicité. On note x1,...,x; les k racines réelles distinctes de P et on note my,..., my leurs
multiplicités respectives. Alors 1, ...,z sont racines de P de multiplicités respectives my—1,...,my—1,
ce qui fait n — k racines. Pour les k — 1 restantes, on applique Rolle entre chaque ]x;, 2;11[. Le reste
de la démonstration de la question 2 est alors la méme.

Exercice (*).
Soit P e C[X].

1. Montrer que P(C) < R si et seulement si P est constant.

2. A quelle condition a-t-on P(R) c R ?

3. A quelle condition a~t-on P(Q) € Q ? (on pourra penser aux polynémes interpolateurs de Lagrange)

Solution.

1. Si P est constant, on a bien P(C) ¢ R. Pour la réciproque, si par 'absurde P n’est pas constant,
alors par exemple Q = P — i est non nul, donc possede une racine z € C d’aprés le théoreme de
d’Alembert-Gauss. Ainsi P(z) =i ¢ R, d’ou la contradiction.

2. Si P € R[X], on a bien P(R) < R. Réciproquement, supposons P(R) c R et montrons que P € R[X].
11 suffit de montrer que P + P = 0. Or P — P est un polynéme réel admettant un nombre infini de
racines, donc c’est le polynéme nul. En notant P = > ax X", on a donc Y, _,(ax —ar) X" = 0, donc
ar € R et P e R[X].

3. On montre que P(Q) < Q si et seulement si P € Q[X] : le sens inverse est évident, et pour l'autre
implication, on note n le degré de P et on fixe xg,...,x, € Q deux a deux distincts, et Lg,..., Ly,
les polynomes interpolateurs de Lagrange associés & P(xg), ..., P(z,). Alors, par unicité, on a P =
Sh—o P(zr)Lg, et la formule donnant Ly nous dit que Ly, est & coefficients rationnels. Donc P € Q[X].

9.2 Fractions rationnelles

Exercice.
Décomposer les fractions rationnelles suivantes :

X242X45
l. =55 sw R
D) X2 43X 41

. m sur R.

3. ﬁ sur C.

Solution.

1. On commence par la partie entiere : X2 +2X +5 = (X2 —3X + 2) + (5X + 3) et par factoriser le

dénominateur : X2 —3X +2 = (X — 1)(X — 2), on a donc % =1+ 5% + %5 oua,beR
Pour a, on multiplie par (X — 1) et on fait tendre X vers 1: a = —8 et pour b, on multiplie par (X —2)

; - LOX242X 45 8 13
et on fait tendre X vers 2 : b = 13. D’ou Yoxe -l xat 33
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2. Il n’y a pas de partie entiere, on a (XXE&% = x5+ ﬁ +<%5. Pour b, on multiplie par (X —1)?
et on fait tendre X vers 1, et pour ¢ on multiplie par (X — 2) et on fait tendre X vers 2. Enfin, pour a,

on multiplie par X et on fait tendre X vers l'infini : on trouve ()(X_zfr)g% = —% — (X_%)Q + Xl—;

1 1 1 1 i
3. xim1 = 1 (X—l X T X X+i)'

Exercice.

En effectuant une décomposition en éléments simples, déterminer pour tout n > 1 la dérivée n-eme de la
. _ 1 NS . P

fonction f(r) = =575 (la ol elle est bien définie).

Solution. On trouve f(z) = — ﬁ donc par une récurrence on en déduit que f( () = (:(1;12);2!1 — (;:11))7;1!1 :

=5

Exercice.
Soit P € R[X] un polynome scindé & racines simples de degré n > 2 que 'on note P = [[;_, (X — ).

1. Si 0 n’est pas racine de P, calculer 22:1 m

2. Calculer Y_, ﬁ

Solution. On ala décomposition en éléments simples : % =30 m. On trouve donc Y ;'_; m =
1

ZOR En multipliant par X et en faisant tendre X vers U'infini, puisque le degré de P est > 2 on trouve

que la somme demandée vaut 0.

Exercice (*).

Soit P € C[X].

1. Décomposer en éléments simples P’/P.

2. Déterminer les polynomes P € C[X] tels que P’|P.

Solution.

. . TR . PR TSNP . P P m;
1. En notant ay, ..., a, les racines distinctes de P de multiplicités my, .., m;, on obtient & = >, Xoa

2. Soit P tel que P'|P : il existe A, a € C tels que AP/(X —a) = P. Alors %/ = ﬁ, donc d’apres la

question précédente on en déduit par unicité de la DES que a est I'unique racine de P, donc P est de
la forme P = ¢(X — a)™.

Exercice.

Soit f =]1,0[— R définie par f(x) = fﬁﬁ% En effectuant une décomposition en éléments simples,

déterminer la primitive de f sur ]1,0[ qui s’annule en 2.

Solution. Par des méthodes déja vues, on trouve f(z) = % + % - ﬁ pour > 1. Les primitives de

f sur ]1, o0 sont donc de la forme F(z) = 3In(z — 1) + 2In(z — 3) + 15 + C, donc pour que f s’annule en 2
il faut prendre C' = —21In(5) — 1.

Exercice.
Soit f =]0, o0[— R définie par f(z) = e +2+40’+2042 [y offectuant une décomposition en éléments simples,

xS+
déterminer Sf f(x)da.
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Solution. On effectue la décomposition en éléments simples sur C: f(z) =z +1+ % + 11zt 14

32— T 2 24;» donc sur

2
R on obtient f(z) = z+1+ 2 + Z*L On a donc 2f;zcd;zc: 2 4o+ 2In(z) + 2 In(2? + 1) + arctan(z) | .
x 241 1 2 2 1
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10 Calcul asymptotique

10.1 Développements limités et utilisation pour ’obtention de limites

Exercice (quelques développements limités).
Donner le développement limité de :

1. V/1+x—+/1—x alordre 4 en 0.

2. cos(z)In(1 + x) & 'ordre 4 en 0.

3. Z;I;g))ﬂ a l'ordre 2 en 0.

. In(sin(z)/z) a l'ordre 4 en 0.

4

5. exp(sin(z)) a 'ordre 4 en 0.
6. cos(z)*™(®) & 'ordre 5 en 0.
7

. In(z) al'ordre 3 en 2.

8. Vf}f a Pordre 3 en +0.

9. In(z + v/1 + 22) — In(z) & Pordre 4 en +oo.

Exercice.
En effectuant un développement limité, calculer les limites de :

1. (#)UI lorsque =z — 0.

9. exp(sin(z))—exp(tan(z))

sin(z)—tan(x) lorsque z — 0.

Exercice.
/(I)7 f(z)—£(0)

Soit f: R — R de classe C?. Calculer la limite de ffl lorsque z — 0.

Solution. On utilise la formule de Taylor pour en déduire un développement limité a l'ordre 2 de f et a
lordre 1 de f/, et on trouve que la limite est f”(0)/2.

Exercice.

1. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur un intervalle dont a est une extrémité finie ou infinie.
On suppose
F(@) — 1, et g(a)(f(z) — 1) — L€ R U {£o0}.
Tr—a

r—a

Déterminer la limite de f(z)9*) lorsque = — a.

, In(z)
2. Etudier la limite de (% + 111;1((2;))) lorsque & — 0.

Solution.

1. f tend vers 1 en a donc au voisinage de a, f(z) > 0. Ainsi, on peut écrire

F(2)?® = exp(g(x) log(f(x))) = exp(g(z)log(1 + f(x) — 1)),
l

avec log(1 4+ f(xz) — 1) ~ f(x) — 1 en a, et donc par composition des limites, f(2)9(*) — el

Tr—a

2. On applique ce qui précede avec f(x) = % + llnn(éf)) et g(x) = In(x) et on trouve que la limite vaut

Pos2) — 9,
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10.2 Application a ’étude de séries

Exercice. .
Déterminer la nature de la série de terme général (n + 1)»+1 — (n)

1
n

Solution. On a (n + 1)7#1 —(n)" = exp (%) — exp (@), avec @ — 0, donc en effectuant le
n—0o0

2 2
DL de la fonction exp au voisinage de 0 on trouve (n + 1)#1 —(n)w = _1og7£;L) +o0 (logn(?) )7 donc d’apres

les séries de Bertrand la série converge (on aurait aussi pu reconnaitre une série télescopique, et vu que la
suite associée converge, la série converge).

Exercice.
Soient a €]0,7/2[ et la suite (uy,)pen+ définie par récurrence par ug = a et u,41 = sin(u,) pour tout n € N.

L. Déterminer la limite de la suite (uy,)nen+ et en déduire la nature de la série 3} o (Unt1 — up)-

- 3
2. Montrer que la série >} - u; converge.

e 2 .
3. Montrer que la série 3} - u;, diverge.

Solution.

1. On commence par remarquer que (u, ), est une suite & valeurs positives car a €]0, 7/2[. Ainsi, puisque
sin(z) < x pour tout « > 0, la suite (uy,), est décroissante : elle est minorée, donc elle converge vers
I € Ri. En passant a la limite dans la relation w,y; = sin(u,), on en déduit par continuité de sin
que sin(l) = I, donc [ = 0. On en déduit d’apres les séries téléscopiques que la série ] o (unt1 — un)
converge.

3
. u N ’ N .
2. On a Upy1 — Uy = sin(uy,) —u, = ——¢+ car u, — 0, donc d’apres le théoreme de comparaison, la
n—aoo n—oo

série Y, _, ud converge.

3. On a u, - 0, donc In(uy,) — et la série >~ (In(upy1) — In(uy,)) diverge. Or In(upi1) —
In(u,) = In(sin(uy,)) — In(uy) =, In(u, — %?" + o(ud) — In(u,) = In(1 — “6;‘1) +o(ud) ~ —%3", donc

d’apres le théoreme de comparaison, la série Y., u, diverge.

Exercice (*) (développement asymptotique de la série harmonique).
Pour tout n > 1, on pose H, = >;_; 1.

1. Donner un équivalent de H,, lorsque n — c0.

2. On pose u, = H, —In(n) et v, = upt+1 — uy,. Déterminer la nature de la série > v, et en déduire que
la suite (uy,)n>1 converge. On note «y sa limite.

3. On pose k, = min{k € N, H; > n}. Déterminer un équivalent de k,, lorsque n — 0.
4. Pour tout o« > 1, donner un équivalent de R, = Zkoo:n 41 k—ly lorsque n — co.

5. En déduire un développement asymptotique lorsque n — oo de H,, comprenant 3 termes.

Solution.

1. La fonction ¢ — 1/t est décroissante, donc sommant, on en déduit : 1+ S;H %dt < H, < Sf Lat, soit

t
1+ In(n+1) —1In(2) < H, <1In(n), donc on en déduit que H,, ~ In(n).
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2. On a:

vy =—=7—In(n+1)—In(n) = 25— -In(1+ 1) =

n+1 n+1 1+ 57 n—00

1 1 1 1 1 1 1 1
o (1 ot O(Tﬂ)) — (i —ae +olR)) | =, —me T o),

donc on en déduit que la série Y v, converge, donc la suite (u, ), converge.

3. D’apres la question précédente, on peut écrire H,, = In(n) + v + &, ot &, —> 0. Par définition de k,,
n—aoo

ona H, >net H,, _1 <n, soit
In(k,) +v +ek, =0et In(k, — 1) +v+eg, -1 <O.

En passant a ’exponentielle, on en déduit que k,, ~ e"e™7.

1
tO(

® ] S|
J —dt<Rn<J dt,

n [ n+1 [

4. Par décroissance de la fonction ¢ — % et en sommant, on a

donc Rn ~ W

—ﬁ, et la série >, % converge, donc par

. . 4 . 0] 0 N .
sommation des relations d’équivalence, on a >}~ . vp ~ — >, ﬁ ~ —ﬁ, d’apres la question

précédente. Or Z,inﬂ v = klim ug — Up = v — H, +1n(n), donc on en déduit
o

5. En reprenant les notations de la question 2, on a v, ~

1 1
H, =oov+ln(n)+2n+o(>.

n— n

10.3 Etude asymptotique de suites de solutions d’une équation

Exercice.

1. Montrer que pour tout n > 1, I'équation 2™ + = — 1 = 0 admet une unique solution wv,, sur [0,1], et

déterminer lim v,,.
n—ao0

2. On note w,, = 1 —v,. Montrer que, pour n assez grand,

Indication : on pourra utiliser f : x — nln(l — x) — In(x).

3. Donner un développement asymptotique de v,, lorsque n — 0.

Solution.

1. En dressant le tableau de variations, on trouve que la fonction f, : x — x™ + x — 1 s’annule une unique

fois sur [0,1]. En remarquant que f,,(0) = —1 et f,(1) = 1, on a v, €]0,1[, donc v? > v7*! et donc
Sfrnr1(vn) < fn(v,) = 0, donc par croissance de fy,, v, < v,41 et la suite (v,), est croissante : elle est
de plus majorée, donc elle converge vers [ € [0,1]. Si par 'absurde [ # 1, alors en passant & la limite
dans v + v, —1 =0, on obtient [ = 1, d’ol1 la contradiction. Donc [ =1 et v, - 1.

2. Lafonction f,, est strictement décroissante, f,,(w,) = 0et f,(In(n)/2n) ~ In(n)/2 > 0et f,(21n(n)/n) ~
—1In(n) < 0, donc on en déduit le résultat voulu.
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3. On a v + v, —1 =0, donc v} =1 —v,, donc en passant au log on obtient nIn(vy,) = In(1 — v,), avec
In(v,) = In(14v,—1) ~ v, —1. Il reste alors & trouver un équivalent de In(1—wv,,). On utilise la question

précédente : en passant au log, on trouve que In(1 — v,) ~ —In(n), dou v, =1 — w +o (%)

Exercice.
On consideére 'équation tan(z) = x d’inconnue z € R.

1. Soit n € N. Montrer que cette équation admet une unique solution z,, dans I,, =] — /2, 7 /2[+nmr.

2. Donner un équivalent de la suite (2, )nen-

3. Donner un développement asymptotique a trois termes de z,, lorsque n — o0.

Solution.

1. La fonction  — tan(z) — = est continue et strictement croissante sur I,, de limites aux bords —oo et
+00, donc elle induit une bijection de I,, sur R, et admet donc une unique racine sur I,,.

2. On anm —7/2 <z, < nw + 7/2, donc x,, ~ nm.

3. On pose y, = £, —nm. On a alors tan(y,) = =, donc y,, = arctan(z,) — 7/2et x,, = 7/2+nm+0(1).
n—o0
Pour trouver le troisiéme terme, on pose z, = x, —7/2 —nn = arctan(x, ) —7/2 = —arctan(1/x,) =
n—o0

1

1 . 1 1
— arctan (m) ~——,dottw, =712+ nT -~ +o0 (E)

Exercice.
Pour n > 2, on considéere le polynéme P, = X" —nX + 1.

1. Montrer que P,, admet une unique racine réelle entre 0 et 1, notée x,,, et déterminer lim z,, ainsi qu’un
n—0o0
équivalent de x,, lorsque n — 0.

(I+e,)"

2. On pose &, = nx, — 1. Montrer que ¢,, = ~
n

et que (1 +¢,)" — 1.

n—0o0

3. En déduire un développement asymptotique a deux termes de x,, lorsque n — co.

Solution.

1. On étudie les variations. Puisque z,, € [0,1], on a 27 > 27*! donc P,.1(z,) < P(x,) = 0 et par
décroissance de P, ;41 < o, et la suite (z,), est décroissante, et elle est minorée donc elle converge
vers [ € [0,1]. Si par absurde I # 0, alors en passant & la limite dans P, (x,) = 0, on obtient —oo = 0,

N .. z 1
d’ou la contradiction. Donc ! =0et x, — 0. On a 2} —nx, +1 =0, et —= = ==~ — ( par
n—00 NTn . n—oo

croissance comparée, donc 27 = o(nz,) et z, ~ +.

2. La premiere égalité ne pose pas de probleme. On a €, — 0, donc pour n assez grand, 1 + ¢, < 2,
n—o0

n n n
donc (1 +&,)™ < 2", et donc par P'égalité, on a (1 +¢,)" = (1 + (1-:1#)) <(1+ in)n — 1.
3. On en déduit que &, ~ & et donc @, = &= + 1 = L4 Ly o(d)

Exercice.
On consideére la suite (uy,)n>0 définie par récurrence par ug € R et u,1 = up, + e % pour tout n € N. En
considérant v, = e, donner un développement asymptotique & deux termes de u, lorsque n — c0.
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Solution. La suite (u,), est croissante. Si elle converge vers [ € R, alors en passant a la limite on aurait

l=1+e! ce qui est absurde. Donc u,, —> +00. On pose v, = €%, alors v, = vnel/“”7 donc (vy,), est
n—0o0

croissante et diverge vers +00. On a ainsi

1 1 1
Un+1njwvn 1+’Ui+ﬁ+0 ? 3

donc vy11 — vy e 1 et d’apres le théoreme de Cesaro, v, ~ n. Ainsi, en reprenant le développement

. 1 Lo 1 3 . . sz .
asymptotique, vn11 — vy, — 1 ~ 5-, et la série )] -~ diverge, donc par sommation des relations d’équivalence,

v, —v1 — (n— 1) ~ £2 ~ In(n) et donc

puis
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11 Intégration

11.1 Intégration sur un segment

Exercice.
Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que So t)dt = 5. Montrer que f admet au moins un point
fixe.

Solution. On considere la fonction g(t) = f(t) — ¢, alors g est continue sur [0, 1] et Sog t)dt = 0, donc g
s’annule sur [0, 1].

Exercice (*) (lemme de Riemann-Lebesgue).
Soient a < beRet ¢ : [a,b] - R. On pose pour n > 1, u,, = SZ ©(t) sin(nt)dt.

1. Si ¢ est de classe C', montrer que u,, —> 0.
n—0o0

2. Si p est en escalier, montrer que u,, —> 0. Que se passe-t-il si ¢ est une fonction continue par morceaux
n—o0
2

Solution.

n n

1. On effectue une IPP : u,, = [Mgo(t)] + SZ g@’(t)%dt, donc [uy,| < lele 4 (ph—g)lele _, g

2. On note @ = a1 < ... < ay = b une subdivision adaptée a ¢ et ¢; la valeur de cp sur [ai,a;11[. Alors
onau, =St Sa”l sin(nt)dt = YNt osta)zcos@) oy Jy,,| < LN e — > 0. Sig

n
est continue par morceaux, on peut I’approcher par des fonctions en escalier et montrer que l'on a

également u,, — 0.
n—o0

Exercice.

1
0

(2”)') " lorsque n — o0.

n"n!

Déterminer la limite de u,, = (

Solution. On passe au log :

) — T (2N LR L - e
i) = 2 (22 n(Zl (#) 1())
_1 2 (ln(k)—ln(n))Z%Ehl(l‘k*)v
k=n+1 k=1

donc d’apres les sommes de Riemann, In(u,) — Sé In(1+ ¢)dt = 2In(2) — 1, d’ott u, — 2.

Exercice (*) (inégalité de Jensen pour les fonctions).
Soient a < b€ R, f: [a,b] — R continue et ¢ : R — R continue convexe. Montrer que :

b b
go(bi | f(t)dt) <5 | etranar

Solution. On utilise les sommes de Riemann, la continuité de g pour passer a la limite, et I'inégalité de Jensen
usuelle par convexité de g.
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Exercice (*) (intégrales de Wallis).
On pose pour ne N : I, = SS/Q sin” (z)dz.

1. Trouver une relation de récurrence vérifiée par (I,),.

2. Montrer que (I,,), est décroissante et que I, 41 ~ Ip.

3. Donner une expression explicite de I,, pour tout n = 0 et en déduire un équivalent de I,, lorsque n — 0.

Solution.

1. Pour n > 2, en effectuant une intégration par parties, on trouve
/2 /2
I, = |- cos(x) sin”fl(x)]o + f cos(z)(n — 1) cos(z) sin"?(z)dx
0

/2
=(n—-1) L (1 — sin?(z)) sin™ 2 (x)da

= (n - 1)(In—2 - In)a

N -1
don I, = 2217,

n

2. (I,)n est décroissante car pour z € [0,7/2], on a 0 < sin(z) < 1, donc sin™ ! (z) < sin”(z). On a ainsi
Inyo J ) Ing2 _ n+1l
Iyio < I,y <1, donc }n < } < 1, avec 7} = w2 T 1, donc I, ~ I,,41.

3. Par récurrence en utilisant la question 1 on en déduit, en sachant que Iy = w/2 et I; = 1: I, =

%1 et Iopt1 = %. On veut faire apparaitre des termes en factorielle pour
(2p)! 2%% (p!)?

simplifier les expressions, alors en complétant les trous on obtient I, = ﬁ 5 et Iy = Tty
On a (n+ 1)1, 411, = § donc on en déduit I,, ~ /7.

Exercice (*).
Soient n = 0 et f : [0,1] — R continue telle que : V& € {0, ...,n}, So (t)t*dt = 0. Montrer que f s’annule au
moins n + 1 fois sur ]0, 1].

Solution. D’apreés 'hypothese, par linéarité, on en déduit que pour tout P € R, [ So t)dt = 0. On
suppose par I’absurde que f s’annule moins de n fois. On note aq, ...,a; avec k < n leb 7éros dlbtlnctb de f ou
f change strictement de signe. On consideére alors P = Hi;l(X —a;) : PeR,[X] donc S(l) f@®)P(t)dt = 0.
Or P et f changent de signe en méme temps (les racines de P sont simples par construction, donc on n’a
pas de racine double), donc la fonction fP est de signe constant et d’intégrale nulle, donc on en déduit que
fP = 0. Ainsi, pour t ¢ {ay,...,ax}, on a f(t) = 0 puisque P(t) # 0. Donc f = 0, d’ou la contradiction.

Rmyg. Cet exercice permet également de montrer que si pour tout k € N, So tkdt = 0, alors f = 0. Ce
résultat s’obtient aussi en utilisant le théoreme de Weierstrass sur la densité des polynomeb dans I’espace des
fonctions continues sur [0, 1].

Exercice (*) (théoréme de Césaro fonctionnel).
Soit f : [0,0[— R une fonction continue telle que f(z) — a € R. Montrer que
r—00

1 T
> L FHdt > a.
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Solution. Soit € > 0. Par hypothese, il existe A tel que pour tout z > A, |f(z) — a| < e. Alors, pour z > A :

iJ:f(t)dt—a

1 A 1 (e

rz—A

1 1
< - +— 1 |f(t)—aldt+a
x T Ja

LA Ft)dt - 1‘

Or 1 ‘S? f(t)dt‘ T Oeta |% —1| 2 0, et L §%[f(t) —aldt < =4 < ¢, donc pour x assez grand on a

|1 55 f(t)dt — a| < 3e. D’ou L (7 f(t)dt - a

Exercice (*).
Soient a < beRet f:[a,b] — R une fonction continue. On pose M = sup |f(x)|. Montrer que

z€[a,b]
b n
(f (@) dx) —

1

1 1
Solution. On a (SZ |f(x)|”da:) " < M, donc linéO (SZ |f(x)|"da:) " < M. Soit e > 0. f est continue sur un

compact donc est bornée et atteint ses bornes : il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = M. Par continuité, il existe
d > 0 tel que pour tout = € [c — d,¢ + 0], |f(c) — M| < e (si ¢ est égal & I'une des bornes a ou b, il faut
remplacer ¢ — § ou ¢ + 0 par a ou b). Alors :

b c+6 c+6
[t@ra= [ i@ [ or -2 2000 -0,
a c—6 c—6

1
n n

> (20)Y™(M — ¢), avec (20)/™ — 1 et donc lim (SZ |f(:£)|”dm) > M — ¢, pour

n—o0

donc (SZ |f(x) |"d:r)

tout £ >0, d'ou lim (SZ |f(x)\"dx> "> M.

Exercice.
Soit f : [0,1] — R continue telle que Sé f =10. On note m et M le minimum et le maximum de f sur [0, 1].

Montrer que Sé 2 < —mM.

Solution. Par définition de m et M, f —m et M — f sont deux fonctions positives, donc S(l)(f—m)(M—f) =0,
soit (M + m) S(l) f—mM — S(l) f2=0. Or S(l) f =0, donc on obtient I'inégalité souhaitée.
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11.2 Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice.
Discuter suivant la valeur de « € R la convergence des intégrales :

L §y ttiltsml)t L.

2§ (e

3. §) =t

4. 5 (Vrr+ 22+ 11— 2(2® + az)/?)da.

Solution. A chaque fois, on note f la fonction sous l'intégrale.

1. En +o0, on a f(t) = O(t*“e™!), donc f est intégrable sur [1,c0[ (comparaison avec intégrales de
Riemann), donc l'intégrale Sio f est convergente. D’autre part, f(t) ~ t%l en 0, donc f est signe
constant au voisinage de 0, donc I'intégrale S(l) f est convergente ssi f est intégrable sur [0, 1[ ssia—1 < 1
i.e. a < 2. Donc l'intégrale Sgo f est convergente ssi o < 2.

2. La fonction f se prolonge par continuité en 0, donc l'intégrale Sé f est convergente. D’autre part,

ft) ~ tlgrl(i)l en +0. Si o < 1, alors j;;@l > 1 pour t assez grand, donc par le théoreme de

comparaison, 'intégrale S:O f est divergente. Si o > 1, alors il existe v tel que 1 < v < 2a — 1, et
In(t)
t2a 1
Sgo f est convergente ssi o > 1.

=0 (t%), donc par le théoreme de comparaison, 'intégrale S:O f est convergente. Donc 'intégrale

3. En1,ona f(l1+h)~ 72, donc f est intégrable sur ]1,2[ ssi h — 72— est intégrable sur 0, 1[ ssi
a—1<1ssia<2 Donc Sf f est convergente ssi a < 2. On remarque que si a < 0, alors U'intégrale
est divergente. On se place donc dans le cas a > 0. On a f(t) ~ ﬁ en +oo, donc f est de signe

constant au voisinage de +o0, et d’apres le théoreme de comparaison, S;C f est convergente ssi f est

intégrable sur [2, o[ ssi t — ﬁ est intégrable sur [2,c0[. On calcule alors S;‘ #dt et on trouve

une limite finie lorsque A — o0 ssi a > 1. Ainsi, l'intégrale 51 T (t)a dt est convergente ssi v €]1,2].

4. La fonction f est continue sur [2,0[. On effectue un développement limité en +oo et on trouve que

flt)=141-%+ (% + %) # + 0(4), ainsi I'intégrale est convergente ssi a = 3.

Exercice (*) (fonction Gamma d’Euler).

1. Déterminer pour quelles valeurs de x € R 'intégrale Sgo e~ tt*=1dt converge. Dans les cas otl I'intégrale
O —trr—1
converge, on pose alors I'(z) = So e ttr—1dt.

2. Donner une expression de I'(x + 1) en fonction de I'(x).

3. En déduire une expression simple de I'(n + 1).

Solution.

. , _ _ . . , oo _ _
1. Par croissances comparées, e 1t*~! = 0o(1/t?), donc par comparaison l'intégrale et 1dt est
’ ¢ ’ 1
—00

convergente. En 0, on a e %%~ ! ~ t%m, donc par le théoreme de comparaison de fonctions positives,

l’intégrale Sé e tt*~1dt est convergente ssi 1 — 2 < 1, i.e. 2 > 0. Donc l'intégrale SSO et 1dt est
convergente ssi z > 0.

2. On effectue une intégration par parties et on trouve I'(x + 1) = aT'(x).

3. On en déduit I'(n + 1) =
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Exercice (*) (intégrale de Dirichlet).

1. Montrer que 'intégrale Sio Sint&dt est convergente.

sm(t)

2. Pour ¢ € [1, 0], comparer |sin(t)| et sin(t)2. En déduire la nature de l'intégrale {,” dt.

3. Pour tout k£ € N, montrer que :

(k+1)m
J.

Retrouver ainsi la nature de 'intégrale S;C

sin(¢)
t

1 T

sin(t)
t

dt.

Solution.

1. On calcule I'intégrale SlA %dt avec A > 0 en effectuant une intégration par parties : SlA %dt =

o coslgA) +COS<1) . 3'114 cotsz)(t) sint(t)

dt, qui admet une limite finie lorsque A — o0, donc S;}O dt est convergente.

sm(f)

dt Sf iln(t) dt = A 1— co<(2t dt = S114 1dt— Aco<(2t dt Or

Sf 1dt o, Tooset Sl €053 4¢ admet une limite finie lorsque A — oo (on utilise le méme raisonnement
-0

2. On a |sin(t)| = sin(¢)?, donc on a Sl

t

qu’a la question 1), donc on en déduit que S1 Sint(t)

sin( t) ‘ dt s +00, donc la fonction ¢ —

A—o0

n’est pas

intégrable sur [1, oo].

3. On majore t par (k + 1), puls on utilise la périodicité de sin. On en déduit alors que SNW |m( Lsin®l gy =

N—1 ¢(k+1)m t
k=1 Jkr gm() dt >

méme que l’mtegrale est divergente.

Zk 1 (lc+1 §o |sin(t)|dt, or la série Y 1 est divergente, donc on trouve de

Exercice.
On souhaite démontrer I’égalité suivante :

1
In(t
Lt2—1 g 2n+1

1. Justifier la convergence de l'intégrale et de la série.

2. Pour tout k€ N, calculer I, = Sé t*In(t)dt, et en déduire une expression de Do m comme une
intégrale.

3. En déduire I'égalité voulue.

Solution.

1. La série converge : OK d’apres les séries de Riemann. On note f la fonction ¢ — i?‘j{ : f est de signe
constant sur |0, 1[. En effectuant un développement limité, on trouve que f se prolonge par continuité
en 1 par la valeur 1/2, et f(¢t) ~ —1In(¢) en 0, or In est intégrable en 0 (In(¢) = 0(\[)) donc l'intégrale

est bien convergente.

s 1 1

2. On trouve I = *ﬁ- On en déduit >, _, W = Yol = =500 ot = §, = In®) +dt +
S t%”i‘;(t{dt

3. 11 faut montrer que S t2”+2 ln(t) 7dt — 0. La fonction ¢ — tj;‘l(lt) se prolonge par continuité en 0 et

—00
1 par les valeurs respectives 0 et 1 /2. La fonction est donc bornée sur |0, 1[, disons par M > 0. On a

alors ‘Sé t2"+2%dt’ <M S(l) 2" — 0. On en déduit 'égalité voulue.

n—o0
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Rmgq. Cet exercice donne un exemple ol on peut intervertir somme et intégrale en passant pas des sommes
géométriques. En deuxieéme année, des conditions seront données dans le cadre général pour pouvoir inter-
vertir les deux symboles.

Exercice.

In(t
l-t-(tg dt.

1. Justifier la convergence de I'intégrale I = SO
2. Calculer I'intégrale I.

dx en +00.

3. En déduire un équivalent simple de la fonction z — Sw %ﬂw

Solution.

1. La fonction f : ¢t +— irjr(g est continue positive sur ]0,00[, on a f(t) ~ In(t) en 0, donc f(t) = O(1/4/1),
donc par comparaison f est intégrable sur ]0,1]. D’autre part, f(¢) ~ In(t)/t? en +oo, donc f(t) =

0(1/t3/?) et par comparaison f est intégrable sur [1,00[. Donc I est bien définie.

2. On effectue le changement de variable ¢t = 1/u, on trouve I = —I, donc I = 0.

3. On effectue une intégration par parties (ce qui est licite car la fonction entre crochets tend vers une

- "Ctin(x) dz = In(x) arctan(z) — I, avec I = 0 d’apres la question

limite finie aux bornes), et on trouve S
précédente, donc f(z) ~ 5 In(x) en +c0.

Exercice.

1. Soit a € R. Etudier 'intégrabilité sur ]0,7/2[ de la fonction f : ¢ — | In(sin(¢))|*.

/2

2. Justifier I'existence des intégrales I = Sg/2 In(sin(t))dt et J = §{;'* In(cos(t))dt.

3. Calculer I + J, et en déduire les valeurs de I et J.

Solution.

1. La fonction f est continue sur ]0,7/2[. En 0, on a f(t) ~ |In(¢)|%, donc f(t) = O(1/+/t), donc par
comparaison f est intégrable sur |0, 7/4[. En 7/2, on effectue un développement limité de f(m/2 — h)
lorsque & — 0% : on trouve f(w/2 —h) ~ ;a , donc f est intégrable sur [7/4,7/2[ ssi —2a < 1 ssi
a > —1/2. Donc f est intégrable sur |0, 7/2[ ssi o > —1/2.

2. On est dans le cas a =1 > —1/2 : d’apres la question 1 l'intégrale I est donc bien définie. On observe
que sin(7/2 — t) = cos(t) donc par un changement de variable affine on en déduit que I = J et donc J
est bien définie aussi.

/2 /2

3‘OnaI+J—S

de variable affine t =
3 S:/z In(sin(t))dt — 5 In

In(cos(t) sin(t))dt = §;
et on a alors I +J = 3§ In(sin(t))dt — 5 1In(2) = %Sg/z In(sin(t))dt +
)=2+2L—-ZIn(2),dom I =—-ZIn(2).

In(sin(2t))dt — 7 In(2). On effectue alors le changement

ro wls

Exercice.
1. Soit a € R. Etudier Pexistence de lintégrale I, = SSO Wl(lﬁ”)dt'
2. Lorsqu’elle existe, calculer 'intégrale 1.

3. Etudier 'existence et, lorsqu’elle existe, calculer 'intégrale J, = g /2 mdt.
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Solution.

1. Si a = 0, alors la fonction f se prolonge par continuité en 0, donc f est intégrable sur ]0,1]. En +o0,
on a f(t) ~ 7+, donc par comparaison f est intégrable sur [1,00[. Si o <0, alors en +0, f(t) ~ %,
donc par comparaison f est intégrable sur [1,0[, et en 0 on a f(t) ~ t*, donc f est intégrable sur ]0,1]
ssi @ > —1. Donc [, existe ssi a > —1.

2. On effectue le changement de variable ¢ = %, et on trouve I, = SBC %du =—I,+ SSC 1+ﬁdu,

donc I, = 7.

3. On effectue le changement de variable u = tan(z), et on trouve que J, = I, donc J, existe ssi o > —1
et dans ce cas, J, = 7.

Exercice (*) (étude théorique des fonctions intégrables).
Soient a € R, et f : [a,0[— R une fonction continue intégrable.

1. Montrer que si f admet une limite en 400, alors cette limite est nécessairement nulle.

2. Montrer que si f est de classe C2, avec f et f” intégrables, alors f’ tend vers 0 en 4+c0. En déduire que
f tend vers 0 en +o0.

Solution.

1. On suppose par 'absurde que f tend vers [ # 0 en +00. Quitte & considérer —f, on peut supposer
que I > 0, alors il existe A tel que pour tout t = A, f(t) = 1/2 > 0, donc pour z > A, Sz [f()|dt =
(z—A)l

5— — +00, donc f n’est pas intégrable, d’ou la contradiction.
T—00

2. Pour tout x, on a f'(z) = f'(0) + Sg f7(t)dt, et f” est intégrable, donc f’ admet une limite [ en +oc0.
Si par 'absurde [ # 0, par exemple | > 0, alors pour z assez grand, f’'(z) > {/2, donc f(x) = f(0) + %l
et donc f n’est pas intégrable, d’ou la contradiction. Ainsi, f’ tend vers 0 en +co0. La fonction ff’ est

2 2
donc intégrable sur [a, o[, or S(‘f ff = M, donc on en déduit que f admet une limite en +co.
Or f est intégrable, donc d’apres la question précédente, f tend vers 0 en +o0.

Rmgq. Garder en téte les résultats théoriques sur les fonctions intégrables, en particulier ce qui ne marche
pas (par exemple une fonction continue intégrable sur R, n’est pas forcément de limite nulle en +00, on
peut facilement trouver des contre-exemples, par contre si on rajoute (par exemple) 'hypothese que f est
décroissante ou que f admet une limite en +00, alors c’est vrai).
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12 Systémes linéaires, déterminants

Exercice.
1 1 1 -3
. 1 1 -3 1 . .
Soit A = 1 -3 1 1| Déterminer Ker(A) et Im(A).
-3 1 1 1

Solution. On résoud AX =Y d’inconnue X ou Y € R™ en utilisant la méthode du pivot de Gauss. On trouve
T+ a2 +x3—3T4 =UY1

—4xo + 4x4 =Y3s— 1
—4x3 + 41y =Y2—
0 =y1+Y2 + Y3+

Ainsi : si y; + y2 + y3 + ya # 0, alors il n’y a pas de solution et donc y ¢ Im(A). Et si y1 +y2 +ys +ya =0,
Y1/2 + y2/4 + y3/3

alors X € Xo + Vect(1111), ou Xo = Zlﬁ B gfﬁ . On en déduit ainsi que Ker(A) = Vect(1111)
1/4 =12
0

et Im(A) est 'hyperplan de R* d’équation y; + yo + y3 + y4 = 0.

Exercice (*) (matrice tridiagonale).
2 4 (0)
. . 1 2 -
Soient n € N* et A4,, = . Calculer A,, = det(4,,).
oy
(0) 1 2
Solution. En développant selon la premiere ligne, on trouve A, = 2A,_; — 4det(B,_1), ot l'on cal-

cule det(B,—_1) en développant selon la premiere colonne et on trouve det(B,_1) = A,_2. On a donc

une relation de récurrence du 2nd ordre, I’étude de ’équation caractéristique associée nous donne A, =
A2" cos(gn) + 2" sin(gn) et on trouve A =1, p = %

Exercice.
Soit n € N*.

1. Soit A € M, (C) tel que pour tout ¢, a;; € {—1,1} et pour tout i # j, a;; € 2Z. Montrer que A est
inversible.

2. Un paysan a 2n + 1 vaches. On suppose que, quelque soit la vache choisie, le paysan peut former deux
tas de n vaches chacun, de méme masse totale. Que peut-on dire des masses des vaches ?

Solution.

L Ona det(A) = X5, (0) [T @iy = [T s+ Sires, osia ©(0) [Ty @ia(y- Le premier terme st
impair (car il vaut 1 ou —1), mais le deuxieéme est pair par hypotheése. Ainsi, det(A) ne peut pas étre
nul et A est inversible.

2. Montrons que toutes les masses sont égales. On note my, ..., mo,+1 les masses des vaches. Par hypothese,
pour tout i, il existe (a;;)1<j<ant+1 € {—1,0, 1} tels que :

Pour i # j, a; ; € {—1,1}.

I, aij = =1} = {4, aij = 1}| = n.
2n+1

(d Z + Q4,515 =0.

j=1
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Cela se traduit par I'écriture matricielle Am = 0, ot m = (Mm;)1<i<on+1 €6 A = (a5 5)1<ij<on+1, ainsi
m € Ker(A). Par (c), le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales & 1 appartient au noyau
de A. 1l suffit donc de montrer que dim(Ker(A)) = 1, i.e. que A est de rang 2n. On essaye de
se ramener a la question 1 : le rang est inchangé par opérations sur les lignes et les colonnes, on
ajoute donc (par exemple) la premiere ligne & toutes les autres. Alors la matrice B = (b; ;)1<i,j<2n
extraite obtenue en enlevant la premiere ligne et la premiére colonne vérifie b; ; € {—1,1} et pour ¢ # 7,
b; ; € {—2,0,2}, donc d’apres la question 1 la matrice B est inversible. Ainsi, d’apres la caractérisation
du rang par les matrices extraites, A est de rang > 2n, donc A est de rang 2n et dim(Ker(A)) = 1.
Donc m € Vect((1,...,1)) et toutes les masses sont égales.

Exercice (*).
Soient n € N* un entier pair, A € M, (R) antisymétrique et J € M, (R) la matrice dont tous les coefficients
sont égaux a 1. Montrer que

Vi e R, det(A + tJ) = det(A).

Solution. On s’intéresse & la fonction A : ¢t — det(A + ¢J) : c’est un polynéme en ¢ par propriétés du
déterminant. En soustrayant (par exemple) la premiere colonne & toutes les autres, puis en développant selon
la premiere colonne, on remarque que A est de degré au plus 1, donc est de la forme A(t) = at + b avec
a,b € R. Par ailleurs, puisque A est antisymétrique, on a a;; = 0 et pour i # j, a; ; = —a;,;. En regardant
ainsi A(—t) et en utilisant la n-linéarité du déterminant, on montre que A(—t) = (=1)"A(¢) = A(t) car n
est pair, donc a = 0 et en évaluant en ¢t = 0 on trouve la relation souhaitée.

Exercice (*).
Soient n € N*, ay, ..., a,, des réels et b # ¢ € R. On considere les matrices

aq b b a1 b b

A= b et B = C
b : b
b ... b a, c ... C ap

1. Calculer det(A) en considérant les colonnes B = *(b...b) et C; = *(0...a; —b...0).

2. Soit P = det(XJ + B), ou J est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Déterminer le degré de
P puis calculer det(B).

Solution.

1. On a det(A) = det(B + C,..., B+ Cp) = det(Ch,...,Cp) + X1, det(Cy, ..., B, ,Cn) par caractere
n-linéaire alterné du déterminant (ot la colonne B est en i-éme position), avec det(C’l, ey C) =

bH?:l,j#i(aj —b).

2. Pour calculer P, on soustrait la premiére colonne a toutes les autres (ce qui élimine les X sur les autres
colonnes), puis on développe selon la premiere colonne : P est de degré au plus 1. Il existe donc «, 3 tels
que P = aX + (8. En évaluant en —b puis en —¢, on trouve P = (X + b)w + 115 (a; —b),
puis det(B) = P(0).
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Exercice.
a 0 ... 0 D
0 a (0) b 0
Soient a,be R, ne N* A, = | : ) . (0) :fet A, = det(A4,) (ou le coefficient du milieu vaut a + b
0 b (00 a 0
b 0 0 a

si n est impair). On se propose de calculer A,, par deux méthodes différentes.
1. Déterminer une relation de récurrence vérifiée par (A, ),. En déduire A,, pour tout n € N*.

2. Ecrire la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a A, dans une autre base de R™ bien
choisie. Retrouver A,, pour tout n € N*,

Solution.

1. En effectuant des développements par rapport aux lignes et aux colonnes, on trouve A,, = (a2—b2?)A,, o,
donc on en déduit Aoy = (a? — b?)F et Agpy1 = (a® — b*)*(a +b).

2. Onnote e, ..., e, les vecteurs de la base canonique de R™ et on considére la base ¢’ = (e1, en, €2,€n-1, ..., ).
C’est encore une base de R™, et la matrice de A,, dans cette base est diagonale par blocs, on en déduit
alors le méme résultat pour A,,.

Exercice (*) (matrice compagnon).

0 0 aon
1 : al
Soient n € N*, ag,....,an,_1€Cet A= | . . | Calculer le polynéme P = det(X1,, — A).
0
0 0 1 Ap—1
X 0 —ag
-1 : —Qaq
Solution. On cherche a calculer P = o . .. : . On développe selon la derniere
: . X :
0 ... 0 -1 X-—-apn

—1 , . . , . .
colonne et on trouve P = X™ + 37"~ ap X k (on aurait aussi pu effectuer des opérations sur les lignes et les
colonnes).

Exercice.
Soit n € N*. Calculer le déterminant de la matrice A = (¥7)1<; j<n-

Solution. On met i en facteur dans chaque ligne de la matrice, puis on reconnait une matrice de Vandermonde
:on trouve det(A) = n! [, o, i, (7 —9) = n![[]_,(j — 1! = 112L...nl.

Exercice (*).

Soient n € N* et A, B € M,(R). On suppose que A et B sont C-semblables (i.e. il existe P € GL,(C) tel que
A= PBP™'). On note P = P; + iP,. En considérant le polynéme A = det(P; + xP»), montrer que A et B
sont R-semblables.
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Solution. On a, en identifiant parties réelles et imaginaires : AB = AA. Pour montrer que A et B sont
R-semblables, il suffit donc de montrer qu’il existe z € R tel que A(z) # 0 : en effet, le polynéme A € R[X]
est non nul car A(7) = det(P) # 0, donc A admet un nombre fini de racines réelles.

Exercice (*).
Soient K un corps, n € N* et A e M, (K).

1. Rappeler la définition de la comatrice de A et la formule de la comatrice.

2. Calculer le rang de la comatrice de A en fonction de rg(A) (on distinguera les cas selon la valeur de
rg(4))

3. Calculer le déterminant de la comatrice de A en fonction de det(A).

1. Cours.

2. Sirg(A) = n, alors A est inversible et ‘Com(A) = .det(A)A~! est aussi inversible, donc rg(Com(A4)) =
n. Sirg(A) < n—2, alors les cofacteurs sont nuls (toute matrice extraite de taille n—1 est de déterminant
nul), donc Com(A) = 0 et rg(Com(A)) = 0. Si rg(A) = n — 1, alors puisque A*Com(A) = 0, on a
Im(*Com(A))  Ker(A), donc rg(Com(A)) € {0,1}, or rg(A) = n—1, donc au moins 1'un des cofacteurs
est non nul, donc Com(A) n’est pas la matrice nulle et rg(Com(A)) = 1.

3. Si A n’est pas inversible, alors Com(A) non plus et det(Com(A)) = 0. Sinon, puisque ‘Com(A) =
det(A)AL, alors det(Com(A)) = det(A)" 1.

Exercice (*).
Soit n € N*. Soit M € M, (Z). Montrer que M € GL,(Z) si et seulement si det(M) € {—1,1}.

Solution. On utilise la formule de la comatrice.

Exercice.
Soit n € N*,

1. Montrer que le polynéme P, = X” — X + 1 admet n racines complexes distinctes 21, ..., z,.

14+2 1 ... 1
2. Calculer le déterminant de A = 1
: 1
1 B N

Solution.

1. D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, P admet n racines complexes comptées avec multiplicité. Si
z est une racine de P, alors z"™ — z + 1 = 0. Montrons que P’(z) # 0 : si par 'absurde P’(z) = 0, alors
2"t =1 donc 2+ — 2+ 1 =0, donc z = 25, donc n™ = (n —1)"~!, d’olt la contradiction par strict
croissance de la fonction ¢ — ¢t

1 0
2. Onpose B= | " |et A, = | z; |, alors par caractére n-linéaire alterné du déterminant, on a det(A) =
1 0

[Tiy 2 + 252, T 17—y j» 25 et en utilisant les relations coefficients-racines on trouve det(A) = 2(—1)".
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Exercice (*) (déterminant de Cauchy).

Soient n € N* et aq,...,an, b1,...,b, des réels tels que pour tout 7, a; + b; # 0, et les a; sont deux a deux

1

distincts. On se propose de calculer A, := det(A,) ot 4,, = o
b5 /4

<i,j<n

H::f(bi - X)
H?:l(X + a;)

2. Effectuer des opérations sur les lignes de A,, pour faire apparaitre R(b1), ..., R(by,).

1. On considere la fraction rationnelle R = . Décomposer R en éléments simples.

3. En déduire A,, pour tout n € N*,

Solution.

1. R n’a que des poles simples (car les a; sont deux & deux distincts), et le degré du dénominateur est plus

grand que le numérateur, donc la partie entiere est nulle, donc la décomposition en éléments simples
— 3y A = L, (bitar)
donne R =3, X, avec A = T (aan)

1 1
ayb o o ayne

2. On effectue 'opération L,, — Ln+22;11 i—’ch, de sorte que A, = /\L det 1 : :
an—1+br T T an—1+b,
R(by) ... ... R(by)

Or R(b;) = 0 pour i < n, donc en développant selon la derniére ligne, on obtient A,, = R(bf)An_l. Par
récurrence, on en déduit ainsi que

[1;<;(a; —ai)(b; — bi).

A, =
[T j(ai + b5)
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13 Reéduction des endomorphismes

Exercice (*).
Soient n € N*, ag,...,an—1 € C, et A, J € M,,(C) définies par

ap ay Ap—1 0 ]. 0

A= Gn—1 : J =
: al 1
ay p—1 Qg 1 0

1. Calculer J* pour k < n.
2. Montrer que J est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

3. En déduire le déterminant de A.

Solution.
1. Faire le calcul (& chaque fois, ¢a décale les 1 d’une diagonale).

2. On remarque que J" = I, donc le polynéme X™ — 1, scindé a racines simples, annule J, donc J est
diagonalisable. On peut également montrer que X™ — 1 est le polyndme caractéristique de J, donc ses
valeurs propres sont exactement les racines de X™ — 1, i.e. les racines n-émes de I'unité.

3. On en déduit qu'il existe P € GL,(C) tel que J = PDP~! ou D est la matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont les racines n-émes de 'unité. D’apres la question 1, on a A = ZZ;& apJ* =

P(X7Z} apD¥)P~1, donc on en déduit facilement le déterminant de A.

Exercice (*).

0 a

1. Soit A = <b 0

sur R.

> € M>(R). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable

2. Soient p > 1 et aq, s aop € R Soit A = (@i,j)lsi,jg2p tel que Qiopti—i = ; si1 <1< 2p,eta;; =0
sinon. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable sur R.

Solution.
1. Le polynome caractéristique de A est x4 = X2 — ab.

e Siab > 0, alors x4 est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable.

e Supposons ab = 0. Si a et b sont nuls, alors A est évidemment diagonalisable. Supposons ainsi a
et b non tous nuls : alors 0 est la seule valeur propre de A, donc A n’est pas diagonalisable (sinon
A serait nulle).

e Supposons ab < 0, alors A n’a pas de valeurs propres réelles donc ne peut pas étre diagonalisable
sur R.

Ainsi, A est diagonalisable sur R ssi ab > 0 oua =b = 0.

2. On note (e, ...e2;) la base canonique de R?”, et on considere la base 3 = (e1, €2p, €2, €2p—1, -+ €p, €pi1)-
Alors dans cette base, la matrice de ’'endomorphisme canoniquement associé a A est diagonale par blocs,
avec des blocs A1, ..., A, de taille 2, ot A; = < 0 i

azpr1—i 0
si chaque A; est diagonalisable. D’apres la question 1, on en déduit donc que A est diagonalisable si et

seulement si pour tout i € {1,...,2p}, a; = agpr1—i = 0 ou ayagp1—; > 0.

> . A est donc diagonalisable si et seulement
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Exercice.
0 0 ¢

Soient n > 3 et a,b,c € C. On considére la matrice M = | - oo ocfe M, (C).
0 ... 0 ¢
b ... b a

1. A quelle condition la matrice M est-elle de rang 2 7 On suppose dans la suite cette condition remplie.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice M soit diagonalisable sur C.

Solution.
1. La matrice M est de rang 2 si et seulement si ¢ # 0 et b # 0.

2. On calcule le polynéme caractéristique de M : a la fin, on trouve xyp; = X" 2(X2 —aX — (n — 1)be).
Donc les valeurs propres de M sont 0 et les racines de X? —aX — (n—1)be. On note A = a® +4(n—1)be.

e Si A # 0, alors le polynome X2 — aX — (n — 1)bc admet 2 racines complexes distinctes, qui sont
donc valeurs propres de M de multiplicité 1. Puisque 0 est valeur propre de multiplicité n —2 (car
on est dans le cas ou M est de rang 2), on en déduit que M est diagonalisable.

e Si A =0, alors M a une valeur propre double égale & a/2. Puisque l'on a supposé M de rang 2
on a # 0, et M est diagonalisable si et seulement si dimKer(M — $1,,) = 2. Or M — $1,, possede
une matrice extraite inversible de taille n — 1, donc dimKer(M — §1,,) = 2 < 1, et donc M n’est
pas diagonalisable.

Exercice (*).
Soient n € N* E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(FE) de rang 1. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que f soit diagonalisable.

Solution. f est de rang 1, donc 0 est valeur propre de f d’ordre au moins n — 1, c’est-a-dire qu’il existe o € K
tel que x5 = X" (X — a). Puisque la somme des valeurs propres est égal a la trace de f, on a Tr(f) = a.
Si o = 0, alors 0 est la seule valeur propre de f, donc si f est diagonalisable alors f = 0, ce qui est exclu
car f est de rang 1. Si a # 0, alors f a deux valeurs propres, 0 et «, et dimEy + dimFE,, = n, donc f est
diaonalisable.
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14 Equations différentielles

Exercice (équations différentielles du second ordre).
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y +y=3e"%+ (6 + 5)e?®.
2.y — 4y + 3y = (22 + 1)e™ ™.

3.y =2y +y=e>.

Exercice.
Résoudre sur R 1'équation différentielle y(3) = y.

Solution. On pose g =y + 4y’ + 4", on trouve une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par g, on trouve g
puis on en déduit une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par f que I'on sait résoudre.

Exercice (*).
Déterminer les réels a,b € R tels que toute solution de 3" + ay’ + b = 0 soit bornée.

Solution. On détermine la forme des solutions en fonction du discriminant de ’équation caractéristique. Au
final, on trouve que les solutions sont bornées ssi a = 0, b = 0 et (a,b) # (0,0).

Exercice.
Soient a,b : R — R deux fonctions continues avec a impaire et b paire. Montrer que I’équation différentielle
y' + a(t)y = b admet une unique solution impaire.

Solution. Par le théoréme de Cauchy, il existe une unique solution, notée f, telle que f(0) = 0. Alors on
mountre que la fonction z — — f(—x) est également solution de I’équation différentielle avec la méme condition
initiale, donc par unicité f(z) = —f(—=z), donc f est impaire.

Exercice.
Soit f : R — R de classe C? telle que f” 4+ f > 0. Montrer que f(0) + f(r) = 0.

Solution. On pose g = f” + f, alors on a une équation du 2nd ordre vérifiée par f, donc en résolvant on en
déduit la forme de f en fonction de g, puis en utilisant ’hypothese g > 0 on en déduit le résultat.

Exercice (*).
Soient a € C*, T > 0 et f : R — C une fonction continue T-périodique. On s’intéresse & ’équation
différentielle (1) : v/ —ay = f.

1. Montrer qu'une solution y de (1) est T-périodique si et seulement si y(0) = y(T).

2. Déterminer en fonction de a le nombre de solutions T-périodiques de (1).

Solution.

1. On utilise I'unicité du probléme de Cauchy associé a I’équation (1) : I'implication directe est évidente
et réciproquement, si y est une solution telle que y(T") = y(0), alors on montre que g : z — y(T + x)
est solution avec la méme condition initiale, donc y = g et y est T-périodique.

2. On résoud 'équation pour trouver la forme de y : y(x) = (A + ng f(t)e~etdt)e®®, puis on résoud
y(0) = y(T). En fonction de a, on trouve soit 0 solutions périodiques, soit 1 solution, soit toutes les
solutions sont périodiques.
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Exercice (*).
Soit f : Ry — R une fonction continue intégrable. On considére I’équation (1) : y” + f(t)y = 0.

1. Montrer que si y est une solution bornée de (1), alors /() T 0.
—o0

2. Si y1,ys2 sont deux solutions de (1), calculer leur wronskien : W : ¢ — det (z,l

3. Montrer que (1) admet une solution non bornée.

Solution.

1. Si y est une solution bornée de (1), on a y/'(t) —y'(0) = — Sé f(uw)y(u)du, avec f intégrable et y bornée,
donc la fonction fy est intégrable et 3’ admet une limite finie en +00. La limite ne peut pas étre nulle
car sinon on peut montrer que y n’est pas bornée.

2. On montre que W’(t) = 0, donc W est constante.

3. Par Pabsurde, si (1) n’admet que des solutions bornées, alors on peut considérer ¥, ys deux solutions
bornées linéairement indépendantes. Alors leur wronskien est non nul, égal & une constante C' # 0
d’apres la question précédente. Ainsi : Vt, y1 (£)y5(t) — y2(t)y1(¢t) = C. Or, d’apres la question 1, v} et
y; sont de limite nulle & infini, donc puisque y; et yo sont bornées, on en déduit que C' = 0, d’ott la
contradiction.
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15 Espaces préhilbertiens et espaces euclidiens

Exercice.
Montrer que les formules suivantes définissent des produits scalaires :

L (f:9> = F(0)9(0) + 5y /'(£)g/(2) sur E = C*([0, 1], R).
2. (P,Q) =Y _o Plar)Q(ax) sur E = R,,[X] ot n € N* et ag, ...a, sont des réels deux & deux distincts.

Exercice.
Soient E = C([0,1],R) et a = (a,), une suite de réels de [0,1]. On pose, pour tout f,g € E,

o= Y e flandgan)
neN

Montrer que <{.,.) est bien définie, puis donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que {.,.)
définisse un produit scalaire sur E.

Solution. {.,.) est bien définie car pour tout f € E, f est bornée, et la série >’ QL converge. On vérifie

facilement que {.,.) est bilinéaire symétrique et positif. Il reste & vérifier que {.,.) est définie positive. Si
{f, f> =0, alors pour tout n € N, f(a,) = 0. Puisque f est continue, il suffit que la suite a soit dense dans
R. Vérifions la réciproque : si a n’est pas dense, alors il existe z < y € [0, 1] tel que ]z, y[ ne contienne aucun
des a,,. On construit alors une fonction continue nulle en dehors de ]z, y[ et non nulle sur |z, y[ : alors f #0
mais pour tout n € N, f(a,) = 0 donc {f, f) = 0. Donc {.,.) n’est pas définie positive.

Exercice.
Soient n € N et ag, ..., a, € R*!. On définit :

VP, Qe R,[X]?, 6(P,Q) = Y. Plax)Q(ax).
k=0

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les aj pour que ¢ définisse un produit scalaire sur
R,[X].
2. Calculer alors la distance euclidienne de X™ &

n

F ={PeR,[X], )] P(ax) = 0}.
k=0

Solution.

1. ¢ est bilinéaire symétrique positive. Si ¢(P) = 0, alors (on a une somme de termes positifs) pour tout
k € {0,...,n}, P?(ax) = 0, donc P(ay) = 0. Si les aj sont deux a deux distincts, cela implique que
P =0 car P est de degré au plus n, et donc ¢ est définie positive. Sinon, on note by, ..., b, les valeurs
distinctes de {ao, ...,a,} et on pose P = [[?_, (X — b;) € R,,[X] : on a ¢(P) = 0 mais P # 0, donc ¢
n’est pas définie positive.

2. F est un hyperplan (F = Ker(yp) olt ¢ : R,,[X] — R est définie par ¢(P) = >7_, P(ay)), donc il suffit
de trouver un vecteur dans F+ et on remarque par définition de ¢ que 1 € F-. Ainsi, d’apres le cours,

0o _ 16X 1) _ Yn
d(X" F) = o= = =t
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Exercice.
Soient n € N* et A = (a;)1<ij<n € On(R). On munit R™ de sa norme canonique notée |.||, et on note
(ei)1<i<n la base canonique de R™.

3/2

L. On note Ci,...C, les colonnes de A. Calculer 37, IC;1>. En déduire que Di<ijen @il < 02

Montrer que si n est impair et n > 1, alors 'inégalité est stricte.

2. Pour z € R", calculer {(z,u(z)), olt uy est 'endomorphisme canoniquement associé & A. En déduire

que X< j<n ai,j‘ < n. Etudier le cas d’égalité.

Solution.

1. Puisque A est orthogonale, |C;|? = 1 pour tout j, donc la somme demandée vaut n. On a Di<ij<n @il =
Y<i<nlCil, 1), en notant [C;] le vecteur colonne dont les coefficients sont les |a; ;|. Ainsi, d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 3, ; i, |aij| < ny/n. On a égalité si et seulement si pour tout i, C;
est colinéaire a 1, ce qui n’est pas possible.

2. Stz = Y7 Ajej, alors (zyuale)) = 314 i, Nidileiuale))) = X< jcn Midjaij. On en déduit
que pour z = 37, €;, ’Zl@,jén am‘ = [(z,ua(z)) < |z||ua(z)| = ||z|* = n, d’apres I'inégalité de

Cauchy-Schwarz et car uy € O(R™) donc uy conserve la norme. On a égalité si et seulement si u ()
est colinéaire a x, i.e. x est vecteur propre de A.

Exercice.
Soit n € N*. On munit M, (R) du produit scalaire usuel (A, B) = Tr(*AB), et on note |.| la norme associée.
Soit J € M, (R) dont tous les coefficients valent 1. Pour M € M, (R), calculer ( ibI)lfR2”M —al, —bJ|.

a,b)e

Solution. Il s’agit de calculer d(M, Vect(I,, J)) = |M—p(M)||, ot p(M) est la projection de M sur Vect(I,, J).
On peut écrire p(M) = al, + bJ, et en utilisant le fait que M — p(M) € Vect(I,,,J)* on trouve a et b.

Exercice (*).

1 2

1

Calculer inf J < —at® — bt — c) dt.
(a,b,e)er?® Jo \ 1+

Solution. On note E = C([0,1],R) muni du produit scalaire usuel. On note eg : t — 1, ey : t > t, eg : t — 12

et ' = Vect(eg, e1,e2). On cherche donc & calculer in}? If —g|? o f:t— %th’ c’est a dire d(f, F)?. Or
ge

d(f,F) = |f —pr(f)|, ot pr € F : on a donc pr(f) = aey + fe; + vyea. Il y a ensuite plusieurs manieres
de procéder : soit on utilise le fait que f — pr(f) € F* pour trouver des équations satisfaites par a, 3 et 7.
Soit on applique l'algorithme de Gram-Schmidt & la famille (eg, e1, e2) pour trouver une base orthonormale
(e(, €}, €5) de F, et on utilise la forme pr(f) = {ep, el + (e, fre} + {eh, [Heh.

Exercice.

1
Calculer (a,ibl)lefw L (t —acos(t) — bsin(t))2 dt.

Solution. Analogue & I'exercice précédent.

Exercice.
Soient E un espace préhilbertien réel et z,y € E. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si :

VAER, o+ My > [
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Solution. L’implication directe est évidente d’apres le théoreme de Pythagore. Réciproquement, on suppose
que YA € R, |z + Ay|| = |z|. En passant au carré et en développant, on a alors 2{x,y) + A?|y|? = 0, donc on
a un polynéme du 2nd degré positif, son discriminant doit donc étre négatif, c’est-a-dire 4{z, y)* > 0, donc
{x,y) =0 et x et y sont orthogonaux.

Exercice. ) ) )
Soit E = R3[X] muni du produit scalaire : VP = ZZ:O ar Xk, Q = Zz:o b XF (P,Q) = Z}i:o arbg. On
pose H={PeE, P(1) =0}.

1. Déterminer la dimension et une base de H.

2. Déterminer une base orthonormale de H.

3. En déduire la distance de X a H.

Solution.

1. H est un hyperplan de R3[X], donc est de dimension 3. On montre que (X — 1, X? — 1, X3 — 1) forme
une base de H : c’est une famille libre (car ce sont des polynémes échelonnés)

2. On applique le procédé de Gram-Schmidt a la famille de la question 1 pour trouver une base orthonor-
male (Pl,P27P3).

3. Ladistance vaut | X —p(X)|? ot p(X) est la projection orthogonale de X sur H : p(X) = Z?=1<Pi, X)P;.

Exercice (*).
Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire {f, g) = Sé f(@®)g(t)dt. On pose F ={feE, f(0)=0}.

1. Calculer Ft.

2. En déduire que F' n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Solution.

1. Si g € F*+, on considere la fonction 2 ~— zg(x) qui appartient & F : on a donc Sé zg(r)? = 0, or
la fonction  +— xg(x)? est positive, donc la fonction est nulle, et g(x) = 0 pour x €]0, 1], puis par
continuité de g on a aussi g(0) = 0, donc g = 0 et F- = {0}.

2. On a F' # FE, donc F n’a pas de supplémentaire orthogonal.

Rmyq. Cet exercice montre que I’égalité E = F @ F- n’est valable que si F' est de dimension finie.

Exercice.
Soient F un espace préhilbertien et (eq,...e,) € E des vecteurs de norme 1 de E tels que :

VzeE, ||z|* = Z<x7ek>2.
k=1

Montrer que E est de dimension finie n et que (eq, ..., e,,) est une base orthonormale de E.

Solution. Commengons par montrer que la famille est orthogonale (ceci montrera en particulier qu’elle est
libre) : pour tout i € {1,...,n}, on a 1 = |e;]? = X,_ {es, en)? = |eil® + Xy ieien)® = 14+ 35, {ei en)?,
donc pour k # i, {e;,exy = 0, donc la famille est orthogonale, donc libre. Il reste ainsi & montrer que la
famille est génératrice. Si la famille est une base orthonormale, alors pour tout z € E, x = Y7 {(z,€;)e;.
Pour montrer que la famille est génératrice, il suffit ainsi de montrer que = = >;_ (z,¢;)e; : en effet, en
notant y — Y (. e5)ei, on a [z — yl? = Yo @ — y,ex)® = Yy ((a, ex) — (g ean)? = 0, done @ — .
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Exercice (*).
Soient E un espace vectoriel euclidien non nul et p un projecteur de F.

1. On suppose : Yz € E, |p(z)| < ||z|. Siz € (Ker(p))*+. Montrer que (Ker(p))* = Im(p).

2. Montrer que p est un projecteur orthogonal de E si et seulement si pour tout = € E, |p(x)|| < |z|.

Solution.

1. Si x € (Ker(p))*, alors |z]? = |p(z)|? = |p(z) — = + z|? = |p(z) — > + |z|? d’apres le théoréme de
Pythagore car p(z) — x € Ker(p). Ainsi, |p(z) — x| = 0, donc p(x) = z et = € Im(p).

2. Si p est un projecteur orthogonal de FE, alors on a l'inégalité d’aprés le théoreme de Pythagore.
Réciproquement, il faut montrer que Ker(p)* = Im(p). Or on a une inclusion, et d’apres le théoreme
du rang dim(Im(p)) = dim(E) — dimKer(p) = dimKer(p)*, donc on a égalité et p est un projecteur
orthogonal.

Exercice (*).

Soient E un espace préhilbertien et (x1,...,x,) € E. On appelle matrice de Gram de la famille (x1, ..., zp)
la matrice M (z1,...,xp) = ({&s,%;))1<i,j<n, €t on appelle déterminant de Gram la quantité G(z1, ..., xp) =
det M(z1, ..., zp).

1. Montrer que la famille (z1,...,x,) est libre si et seulement si G(z1, ..., zp) # 0.

2. On suppose que la famille (1, ..., zp) est libre. On note F' = Vect(z1,...,xp). Soit z € E. En utilisant
la projection de x sur F, montrer que G(z, x1, ..., x,) = d(z, F)2G(x1, ..., zp).

Solution.

1. On suppose que la famille (z1,..,2,) est libre. On note Ci,...,C, les colonnes de M(x1,...,xp).
Soient (A1, ...,\p) € RP tels que Z§=1 A;C; = 0: pour tout 1 < i < p, 0 = Z:;:l ANlmi z) =
(w4, 201 Njwj), donc par bilinéarité, (33F_, Ajx;, >0 Ajz;) = 0, et donc par propriétés du pro-
duit scalaire, Z§:1 Ajz; = 0, donc puisque la famille (z1,...,2,) est libre, on a A; = 0 pour tout
j. Réciproquement, si la matrice M(z1, ..., x,) est inversible et Z§=1 Ajx; = 0, alors on montre que
2F_1 205 =0et donc \; = 0.

2. On décompose © = x — pp(z) + pr(x). Alors (z,z) = |z]|? = |z — pr(2)|? + |pr(2)|?* = d(z, F)? +
|lpr(z)|?, et pour tout 1 < i < p, {x;, ) = 0+{x;, pr(x)). La premiere colonne de M (z,x1, ..., x,) peut
donc s’écrire Cy +Cz, ou Cy = (d(z, F)?,0,...,0)T et Ca = (|pr(z)|?,{x1, pr(2)), ..., {¥p, pr(z)))T, donc
en utilisant la n-linéarité du déterminant, on a G(z, z1, ..., xp) = d(z, F)?G (21, ..., ) +G(pp(T), 21, ..., Tp)-
Or la famille (pp(z), 21, ..., ) est liée, donc d’apres la question 1, G(pp(x), x1, ..., p) = 0, et on obtient
I’égalité demandée.

Exercice.
Soient (F,{.,.y) un espace vectoriel euclidien et u € L(E).

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f* € L(E) tel que : Y(z,y) € E2, {f(z),y) = {z, [*(y))-
2. On suppose que : Yz € E, | f(z)| < |z]|.

(a) Montrer que : Yx € E, ||[f*(x)| < |||
(b) Montrer que Ker(f —idg) = Ker(f* —idg).
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16 Probabilités et variables aléatoires

16.1 Probabilités

Exercice.

On considere N urnes numérotées de 1 a N telles que I'urne k contient k boules blanches et N — k boules
noires. On choisit une urne uniformément au hasard, puis on effectue des tirages avec remise dans cette urne.
Calculer pour tout n € N la probabilité que les n premieres boules tirées soient blanches.

Solution. Pour n € N, on note A,, 'évéenement ”les n premieres boules tirées sont blanches, et pour 1 < k < N,
on note By I’événement ”on tire dans 'urne k7. Alors (Bg)i1<k<n forme un systéme complet d’événements,
donc par la formule des probabilités totales,

Exercice.

Une information de type vrai/faux est transmise & lintérieur d’une population. Avec une probabilité p,
I'information recue d’une personne est transmise telle quelle & la personne suivante. Avec une probabilité
1 — p, 'information regue d’une personne est transmise de facon contraire a la personne suivante. On note
pr la probabilité que 'information apres n transmissions soit correcte.

1. Donner une relation de récurrence vérifiée par la suite (py)nen+-

2. En déduire la valeur de p,, pour tout n € N*.

3. Déterminer la limite de la suite (py,)nen+ et interpréter.

Solution.

1. On note A,, I'événement ”l'information aprés n transmissions est correcte”. Puisque (4,, AS) forme
un systeme complet d’évenements, par la formule des probabilités totales,

]P(An+1) = ]P)(An+1|An)P(An) + P(An-%l‘Ag)P(Ag),
donc on en déduit Pn+1 = PPn + (1 - p)(l _pn) = (2p - l)pn + (1 _p)'
2. On trouve, sachant que py = 1, p, = % + %(Qp —1)".

3. Sip=1,onap, = 1pourtout n > 1 et donc I'information est transmise presque stirement correctement.
Résultat analogue si p = 0. Si 0 < p < 1, alors la limite de la suite (py)nen est 1/2 et on n’a plus de
trace de 'information initiale.

Exercice (*) (lemme de Borel-Cantelli).
Soit (Ap)nen une suite d’éveénements d’un espace probabilisé (2, F,P).

1. Traduire sous forme ensembliste I'événement A="une infinité des événements de la suite (A, )nen sont
réalisés”, et vérifier qu’il s’agit bien d’un évenement.

2. On suppose que la série »] P(A,) est convergente. Montrer qu'’il est presque impossible qu'une
infinité de ces évenements soient réalisés.

MPSI1 Henri IV 71 2023-2024




Exercices de colles Sacha Quayle

Solution.

L OnaA=,exyUpsn Ak

2. On veut montrer que P(A) = 0. La suite d’évenements (| J,,, Ak )nen est décroissante pour Iinclusion,
donc par continuité décroissante, P(| J,~,, Ax) — P(A). Or, P(Us>, Ak) < Do, P(Ax) — 0 car la
= n—o0 = = m

1—00
série est convergente. Donc P(A4) = 0.

Rmg. 1l s’agit ici du premier lemme de Borel-Cantelli. Le deuxiéme lemme de Borel-Cantelli donne une
réciproque partielle : si la série Y, _P(4,) est divergente et si les (4,,), sont indépendants, alors P(A) = 1.

neN

16.2 Variables aléatoires

Exercice.
Soient n = 1 et X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {1,...,n}.

1. Déterminer P(X =Y).
2. Déterminer P(X >Y).

3. Déterminer la loi de X + Y.

Solution.
1. On a, par union disjointe et par indépendance de X et Y,

P(X =Y)=P@ke{l,..,n}, X =ketY =k)

2. On a, de facon similaire,
PX=2Y)=PEkz2,X=ketY =1)
=Y P(X =k)n (Y =1)

k=l
1
n+l
2n?

3. Ona (X +Y)(Q) ={2,...,2n} et, pour tout k € {2,...,2n},
P(X+Y =k)=P@le{l,..k—1},X =letY =k—1)

_ kip(x —DP(Y = k—1).
=1

OnaP(X =1) =+ sile{l,..,n}et P(X =1) =0 sinon, et de méme P(Y = k —1) = L si
k—n<l<k-—1 Ainsi, Sik <n,aloss PIX+Y =k) =51 Sik>n alos (X +Y =k) =
e P(X = DP(Y =k — 1) = 203k

Exercice.
Soient n = 1 et X7, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur {1,...,n}. On
note M = min(Xy, ..., X,,).

1. Pour k € {1,...,n}, calculer P(M > k), puis en déduire la loi de M.

2. Soit A D'évenement il existe i € {1,...,n} tel que X; = 1”. Montrer que P(A) > 1 — 1.
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Solution.

1. P(M > ) P(Vie{l,..,n}, X; = k) = ]_[le P(X; = k) par indépendance des X;, d’ou P(M > k) =
(netl=k ntlok)”,

2. OnaP(M=Fk) =P(M=k)—P(M>k+1)= (2t=k)" _ (n=k)"

n

3.OnaPA)=PM=1)=1- ("771) et en utilisant I'inégalité In(1 + ) < z, on en déduit I'inégalité
demandée.

Exercice.

On lance deux dés équilibrés, et on note U; et U, les variables aléatoires correspondant aux valeurs obtenues.
On note X = min(Uy,Us) et Y = max(Uy, Us).

1. Donner la loi et 'espérance de X.
2. Exprimer X + Y en fonction de Uy et Us, et en déduire E[Y].

3. Exprimer XY en fonction de U; et Us, et en déduire Cov(X,Y). Les variables X et Y sont-elles
indépendantes 7

Solution.

1. Pourtouti € {1,...,6}, P(X =1i) =P(A;uB;uC;), 00 A; = (U =i)n(Uz =14), B; = (U1 = i)n(Uz > 7)
et C; = (U4 > z) (U2 = z) Par union disjointe et par indépendance de U, et Ug, on en déduit que

P(X =) = 36 + 36 + 636 . On peut ensuite en déduire E[X] = %-

2. Ona X +Y = Uy + Us. Ainsi, E[X + Y] = E[U;] + E[U] = 7, donc on en déduit E[Y] = 151

3. On a XY = UyUs, donc on en déduit Cov(X,Y) = % # 0 : les variables ne sont donc pas
indépendantes.

Exercice (*).
On considere une puce qui se déplace sur la droite réelle. Initialement, elle est en X; = 0, puis se déplace a
droite ou a gauche en effectuant des sauts de longueur 1. On modélise sa position au temps n par

Sn=X1+ ...+ X,

ou X; sont des variables indépendantes de loi uniforme sur {—1,1}. Par convention, on pose Sy = 0.
Déterminer la nature de la série > _(P(S, = 0).

Solution. On a déja P(S, = 0) = 0 si n est impair, puisque pour revenir & sa position initiale la puce doit
effectuer autant de pas a droite qu’a gauche. Pour n = 2k pair, on a, par indépendance des variables X

P(S, =0) =PAI < {1,...2k}, [I| =k, Vie I, X; =1,Vi¢ I, X; = —1)

RN ONG)
Ic{1, 2k},|1|=k 2 2

T\ k 4k’

donc d’apres la formule de Stirling,

donc la série est divergente.
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Rmgq. On peut s’intéresser a la marche aléatoire sur R? : S, = >, X; ot X; sont des variables i.i.d.
de loi uniforme sur {—ej,e;, —ea,e2}, ot (e1,e2) est la base canonique de R%. Dans ce cas, on trouve
P(Sy, = 0) ~ #, donc la série est également divergente. Avec un peu plus de bagage probabiliste, cela
signifie que la puce va revenir une infinité de fois en l'origine.

Exercice.
On considere une puce qui se déplace sur la droite réelle. Initialement, elle est en X; = 0, puis se déplace a

droite ou a gauche avec équiprobabilité. On suppose que pour tout n > 1, le n-éme saut est de longueur ﬁ
On modélise sa position au temps n par

Sn=X1+ ...+ X,

ou X; sont des variables indépendantes de loi uniforme sur {—%, %} Par convention, on pose Sy = 0. Soit

¢ > 0. Montrer que P(|S,| = ¢ln(n)) = O (ﬁ)

Solution. Par linéarité de lespérance, E[S,] = 0. Les variables X; étant deux & deux indépendants, on a
Var[S,] = S, Var[X;] = 3, . Ainsi, on a P(|9,] > eln(n)) = P((S, — E[S,])? > e2In(n)?) < 25105
par l'inégalité de Markov. Puisque Var[S,] ~ In(n), on en déduit le résultat souhaité.

Exercice.

Soient n € N* et X7, ..., X,, des variables aléatoires qui admettent une variance finie. On définit la matrice
de covariance de la famille (X7, ..., X,,) par & = (Cov(X;, X;))1<i j<n-

1. Soient ay, ..., a, € R. Exprimer la variance de la variable aléatoire ay X7 + ... + a, X, en fonction de X.

2. En déduire que les valeurs propres de ¥ sont positives.

Solution.
1. On trouve ‘CX.C, ot C est le vecteur colonne constitué des a;.

2. Si X est une valeur propre de ¥ et C' = (aq, ..., a,) est un vecteur propre associé, alors 0 < Var(a; Xy +
ot anX,) = t0XC = \|C|?, donc \ = 0.

Exercice.
Soient X une variable aléatoire admettant une espérance finie & valeurs positives, (X, )nen+ une suite de
variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X, et a > 0. Montrer que

P( max(Xy,...,Xp) = an) ~ nP(X > an).

n—0o0

Solution. On a P( max(Xy,...,X,) = an) = 1 — P( max(Xy, ..., Xp,) < an), ou P( max(Xy,...,X,,) < an) =
P(Vi, X; <an) = [[;_, P(X; < an) = P(X < an)™, donc

P( max(Xy,....,Xp) Zan) =1 —P(X <an)" =1 — exp(nlogP(X < an)),

et par l'inégalité de Markov, nP(X > an) — 0, d’on I’équivalence en faisant des DL.
n—o0

Exercice.
Soient X,Y deux variables aléatoires & valeurs dans {1, ...,n} telles que pour tout 1 < j < n, P(Y = j) > 0.

On considére la matrice A = (P(X = 4,Y = j))i<ij<n. Montrer que X et Y sont indépendantes si et
seulement si la matrice A est de rang 1.
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Solution. Si X et Y sont indépendantes, alors pour tout 1 < i,j <n, P(X =4,Y =j) =P(X =)P(Y = j)
donc on voit, en notant Ci, ...,Cy, les colonnes de A, que C; est colinéaire a C; pour tout j, donc la matrice
A est bien de rang 1. Réciproquement, on suppose que A est de rang 1. Alors pour tout j € {2,...,n}, il
existe A; € R tel que C; = A\;Cy (on a bien C7 # 0 car la somme de ses coefficients vaut P(Y = 1) > 0 par
hypothese). Alors, en sommant les coefficients, on trouve

P(Y =j) = \;P(Y = 1),
donc on en déduit la valeur de A;, et donc pour tout 1 < 4,7 < n, on a
P(X =i,Y =5)=NPX=4Y=1)=
donc en sommant sur j on obtient

P(X = i)P(Y =1) =P(X =i,V =1).

Ainsi, en réinjectant dans (1), on obtient P(X =4,V = j) = P(X = )P(Y = j) et les variables X et Y sont
bien indépendantes.

Exercice.

Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On répete I'opération suivante : on
tire aléatoirement une boule dans I'urne, on la remet et on rajoute une boule de la méme couleur. On fixe
k =1 et on note Ny, le nombre de boules blanches dans I'urne apres la k-éme expérience. Déterminer Ny, (£2)
et montrer que Ny, suit une loi uniforme sur N (2).

Solution. Déja, apres la k-éme expérience il y a k + 2 boules dans 'urne, et puisqu’il y a initialement une
boule noire, on a Ni(2) = {1,...,k + 1}. Montrons la propriété souhaitée par récurrence sur k.

e P(1) est vraie puisqu’on tire une boule blanche avec probabilité 1/2 et une boule noire avec probabilité
1/2.

e On suppose P(k). Soit 1 < j < n+ 1. Les événements ” (N = i)1<i<k forment un systéme complet
d’évenements, donc par la formule des probabilités totales, on a

k
P(Niy1 =) = D, P(Niy1 = jI N = )P(Ng = 4).

i=1
Puisqu’on ajoute au plus une boule blanche d’une expérience a lautre, on a P(Ngy1 = j|Ni =1i) =0
sii#{j—1,7}. Ainsi, si2<j <k+1, alors
P(Ni1 = j) = P(Nps1 = j|Ne = j = DP(N = j = 1) + P(Niy1 = j[Ni = j)P(Ni = j)
1
kE+1

_ L (i=1 kv2-g) _ 1

S k+1\k+2 E+2 ) kE+2
Sij =1, alors P(Ni11 = j) = P(Np1 = §|Nk = )P(N, = 1) = k—j_;k%rl = %-5-2’ et on raisonne de
fagon analogue si j = k + 2. D’ou P(k + 1).

(P(Npy1 = j|Ne =3 — 1) + P(Npy1 = j|Ne = ) )

E

Exercice.
Un concierge rentre d’une soirée. Il dispose d'un trousseau de n clés dont une seule ouvre son domicile.

1. Tl essaie les clés les unes apres les autres en mettant de c6té chaque clé qui ne convient pas. Trouver le
nombre moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne clé.

2. En réalité, la soirée était bien arrosée et apres chaque essai le concierge remet la clé. Trouver le nombre
moyen d’essais nécessaires pour trouver la bonne clé.
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Solution.

1. On calcule P(X > k), ou X est la variable aléatoire donnant le nombre d’essais a effectuer avant de
trouver la bonne clé. Par la formule des probabilités composées,

IP(X > k’) = P(Ak|Ak_1)P(Ak_1|Ak2)...P(A1),

ou A; est I’éveénement "on effectue au moins ¢ essais et le i-éme ne convient pas”. On trouve ensuite
P(X = k) = L, donc X suit une loi uniforme et E[X] = %L

2. Cette fois, on reconnait une loi géométrique, i.e. loi du premier succes dans la répétition d’expériences
indépendants de loi de Bernoulli. Ici, le parametre est % et donc l'espérance est n.

Exercice (*).
Pour X variable aléatoire & valeurs dans {1, ...,n}, on définit

n

VteR, Gx(t Z

1. Montrer que si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {1, ...,n} et {1,...,m}
respectivement, alors Gx 1y = GxGy.

2. Montrer qu’on ne peut pas piper deux dés indépendants pour que leur somme suive une loi uniforme
sur {2,...,12}.

Solution.
1. X +Y est une variable aléatoire & valeurs dans {0, ...,n + m}, donc

n+m
Gx+y<t) = Z P(X +Y = k)tk
k=0
n+m k
DMIYIPX =LY =k —D)tF = Gx(t)Gy (1).

k=0 1=0

2. Supposons par 'absurde qu’il existe X,Y deux variables aléatoires indépendantes sur {1,...,6} telles
que S = X 4+ Y suive une loi uniforme sur {2,...,12}. Alors, d’aprés la question 1, Gg = GxGy.
Puisque S suit une loi uniforme, on a

_1 S tk
*Tg 11Z

D’autre part, on a

Gx(t)Gy (t) = i P(X = k)t* i P(Y = k)tF = ¢ 2 P(X =k + 1)t* Z P(Y =k + 1)t*
k=1 k=1 k=0

k=0
Donc, pour t # 0, en divisant par ¢ on obtient

5

Ztk 2 —k+1)tkiP(Y=k+1)t’“
k=0 k=0

Or, on a 2;0:0 th = 11sit =11 et 2;0:0 th = 1141 sit # 1, et 11 est impair donc ce polynome ne

s’annule jamais. Mais a droite, on a le produit de deux polynomes qui s’annulent sur R d’apres le TVI
(car de limite +00 en +o et —o0 en —o0), d’ou la contradiction.
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Exercice (*) (inégalité de Hoeffding).
Soient n € N*| Xy ..., X, des variables aléatoires indépendantes d’espérances nulles et aq, ...,a, € R telles
que pour tout 4, | X;| < a;. On pose S, = >, | X;. On cherche & montrer : Ve > 0,

52
]P)(Sn > 8) < exp <_22na2> .
i=1"1

1. Pour t € R et z € [-1,1], montrer que ' < (1 —x)e™" + (1 + z)e’.

2. Soient ¢ > 0 et X une variable aléatoire telle que |X| < 1 et E[X] = 0. Montrer que exp(tX) est
d’espérance finie et que E[exp(tX)] < ch(t). Dans la suite, on admettera que ch(t) < e'’/2.

3. Trouver une majoration de E[exp(tSy)], et en déduire que
¢
P(S, >¢) <exp | —te + 5 Z a?
i=1

4. En déduire que

82
o> <o (a5ra)

Solution.
1. On utilise la convexité de la fonction exp.

2. La variable exp(tX) est bornée (car X l’est) donc d’espérance finie. En utilisant la question 1, la
croissance et la linéarité de 'espérance on obtient E[exp(tX)] < 1(1-E[X])e "+ $(1+E[X])e’ = ch(t)
car X est centrée.

3. On a E[exp(tS,)] = E[e!*X1...et%n] = ]I, E[¢!*¢] par indépendance des variables X;. On a |X;| < a;,

i=1

X
donc | X;/a;| < 1, on peut donc appliquer la question 2 : E[e!Xi] = E[em"’“fi] < et’@/2 Ainsi

2 n
Elexp(tS,)] < exp (2 Z a?) .

i=1

La suite découle de I'inégalité de Markov et de 1'égalité P(S, > ) = P(e!*" > et¢).

4. On cherche ¢ qui minimise —te + g Y., a? et on obtient I'inégalité demandée.

Exercice (*) (identité de Wald).
Soient N, X des variables aléatoires finies & valeurs dans N* et (X,,),en+ des variables aléatoires i.i.d. de

méme loi que X. On pose S = Zi\;l X},. Exprimer E[S] en fonction de E[N] et E[X].
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Solution. Pour tout k € N, on a

P(S =k) = > P(S = kIN = n)P(N = n)

n=0
= ZP(iXizk)P(Nzn),
n=0 =1

donc

keN

- ZkZP(iXi:k>IP(N=n)
keN neN =1

= > P(N =n) kP(in:k)
neN keN i=1

= Y. P(N =n)E Zn] Xi]
neN 1=1

Rmg. Ici on peut intervertir les sommes car les variables aléatoires considérées sont les finies, donc les sommes
sont finies. On peut généraliser cette formule au cas des variables aléatoires a valeurs dans N a condition de
connaitre le théoreme de Fubini.

Exercice.
Soit n € N*. Pour o € S,, et i € {1,...,n}, on note X;(o) 'ordre de i sous o (i.e. le plus petit entier p tel que
oP(i) = i). On note N (o) le nombre d’orbites de la permutation o.

1. Soit ¢ € {1,...,n}. Déterminer la loi de la variable aléatoire discrete X; sur l'espace probabilisé
(Sn, P(Sn),P) ou P est la probabilité uniforme.

2. Exprimer N en fonction des variables Xy, ..., X,,.

3. Déterminer un équivalent du nombre moyen de cycles dans la décomposition d’une permutation aléatoire
de {1,...,n} en cycles a supports disjoints.

Solution.
1. Puisque P est la probabilité uniforme, pour tout k,

|{o € S, l'ordre de i sous o est k}|  (n—1)!

P(Xi=k) = nl nl

2.0naN=3", 3.

3. E[N] = X, * ~ In(n).
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17 Fonctions de plusieurs variables

17.1 Continuité et dérivées partielles

Exercice.
On considere la fonction f : R? — R définie par

f(x,y)—{ TR i (2,y) # (0,0)

0 sinon

La fonction f est-elle continue ? De classe C! ?

Solution. La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} et, en passant en coordonnées polaires,

sin(r? cos(#) sin()) cos(0) sin(0) o

TE0) = eos(@)] + [sm@)] (w0 Teos(@] + [sin(d)]

% est bornée, donc f est se prolonge par continuité sur R2. Si par ’absurde
f est de classe C!, alors ses dérivées partielles sont continues. Or en effectuant un DL on montre que

%(0,0) = %(0,0) =0, et, pour z,y > 0,

of
ox

car la fonction 6 —

(z,y) = y cos(zy)(x + y) — sin(zy)
7 T +y)? :

—~

en particulier, pour x =y =¢ >0, on a

of
ox

2t2 cos(t?) — sin(t?) 1
(t,6) = 4t R

donc f n’est pas de classe C! sur R? (on aurait aussi pu repasser en coordonnées polaires).

Rmg. Pour montrer la continuité de f en 0 on ne peut pas utiliser les dérivées partielles car cela ne garantit
pas la continuité de la fonction. Par exemple, la fonction

si (z,y) # (0,0)

sinon

2$y2
flz,y) = { 0 ty

admet des dérivées partielles (nulles) en (0,0), mais n’est pas continue en (0, 0) car pour a,b € R*, f(ah,bh) =
—2b . qui ne tend pas vers 0 lorsque h — 0. La bonne notion pour généraliser la dérivabilité d’une fonction
a +b . . . . . . a7 . .
d’une variable réelle aux fonctions & plusieurs variables est celle de différentiabilité qui sera vue en deuxieéme
année.

Exercice.

Déterminer les fonctions f € C*(R?,R) telles que pour tout z,y,t € R,
0 0
ayor_y,
or Oy

Indication : on pourra chercher une fonction g : R — R telle que ¢'(t) = 0.

Solution. On pose g(t) = f(z +t,y +t). Alors g est de classe C* et

i Of of _
g ) = ax(ert,ert)Jr ay(:cht,ert)—O,

donc g est constante et en évaluant en 0 il vient 1'égalité f(z + t,y +1¢) = f(z,y).
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Réciproquement, on suppose pour tout z,y,t € R, f(z +t,y +t) = f(z,y), alors en dérivant par rapport a ¢
on obtient
af of

ax(“t’wt) + a—y(x+t,y+t) =0,
. . A s of 0
donc puisque la fonction (z,y) — (x + ¢,y + t) est bijective, on en déduit que . + Fole 0.
x Oy

Exercice.
Déterminer la forme des fonctions f € C*(R?,R) telles que

0 0

o 39,

or oy
Indication : on pourra chercher a faire un changement de variable de la forme p(z,y) = (ax + by, cx + dy)

Solution. On pose a = 1,b=0,c =3 et d = —1, et F(x,y) = f(z,3z — y), alors

oF _of
C ox

0
a?(x’y) (x73x_y>_3ai($73m_y): )

donc il existe h de classe C* sur R telle que F(xz,y) = h(y), soit f(x,y) = h(3z + y).

Réciproquement, si f est de la forme f(x,y) = h(3z + y) avec h de classe C!, alors on vérifie que

of _39f _

ox oy 0-

Exercice.
Soit a € R. Déterminer la forme des fonctions g € C*(R?,R) vérifiant

dg  dg

or 8yia

Indication : on pourra chercher a faire un changement de variable de la forme p(z,y) = (ax + by, cx + dy)

v+uU v—1u
2 7 2

Solution. On pose a =b=1/2, c=1/2 et d = —1/2, et f(u,v) =g (

) . alors par composition,
on a

87f( )71879 v+u v—u _1@ vtu v—u\ o«
W T\ T2 2 2oy \ 2 2 )~

[e %71

donc il existe h(v) € R tel que f(u,v) = %% + h(v). Puisque f est de classe C', il en est de méme de la
fonction h, et donc

donc par un changement de variables,

alz —y)

gla,y) = =5+ he +y).

Réciproquement, si g de la forme g(z,y) = O‘(zT_y) + h(x + y) ou h est de classe C! sur R. Alors

@ (x,y)=g+h'(x+y)+%7h'(x+y)=a.

(z,9) - 2
o Y oy 2
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Exercice (*).
On dit qu'une fonction f: R? — R est homogene de degré o € R si pour tous (x,y) € R? et A > 0,

f()‘xv Ay) = )‘af(xay)'
1. Montrer que les dérivées partielles d'une fonction homogene de classe C! sur R? sont aussi homogenes.

2. Soient f € C*(R% R) et a € R. Montrer que f est homogene de degré « si et seulement si

o o

xaeryay af.

Solution.

1. Soit f une fonction de classe C* homogene de degré o sur R2. Soit A > 0. On a f(x,y) = A= f(Az, \y),
donc par composition
of of
= = AL (A, A
ECE)) 35 AT AY),
et de méme pour la dérivée partielle par rapport & la deuxieéme variable. Ainsi, les dérivées partielles
de f sont homogenes de degré o — 1.

2. On suppose que f est homogene de degré a. On fixe (x,y) € R? et on pose g : R* — R définie par
g(\) = f(A\x, \y), alors par composition g est de classe C! et
of of

/ ) ZJ _ a—1
g\ = e (Az, Ay) + Yoy (Az, Ay) = zA

of
ox

0
(z,y) + yA“_lafi(x, Y),

car les dérivées partielles sont homogenes de degrés o — 1. Puisque f est homogene, on a aussi
g(\) = X¥f(x,y), donc ¢'(\) = aX*"!f(x,y). En égalant les deux expressions puis en divisant par
A > 0, on en déduit ’égalité.

Réciproquement, on suppose que

of 0
On fixe (z,y) € R? et on pose g(\) = f(Az, Ay). Alors de méme on montre que
of of «
/ _ 95 a] _ @
9N =25 O Ag) +y70 (e, Ay) = TF(Az, Ay)

donc il existe C' € R tel que g(A) = CA¥, et en évaluant en 1 il vient f(z,y) = C, d’ou f(A\zx,\y) =
A% f(z,y)-

17.2 Extrema

Exercice.
Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :
1. f(x,y) = 2% + 2y + y? — 3z — 6y.
2. f(z,y) = 2% +2y? — 20y — 2y + 1.
3. f(z,y) =a° +¢°
4. f(z,y) = (@ —y)* + (x +y)°.
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Solution.

1. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est (0,3) et £(0,3) = —9.
On a alors pour z,y € R%, en posant u = x et v =y — 3 :

flx,y) =2 +ay+19° =3z —6y=u’>+0v> +uv—9 = (u+v/2)? +30v2/4 -9 > -9 = £(0,3),
donc (0,3) est un minimum global de f.

2. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est (1,1) et f(1,1) = 0.
Alors de méme, pour z,y € R% en posant u =z —letv=y—1:

fl@y) = (w=0v)?+v?>0=f(1,1),

donc (1,1) est un minimum global de f.

=
o

=
I
o

3. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est (0,0) et f(
On remarque que si z > 0, alors f(x,0) = 2 > 0 mais si # < 0, alors f(z,0) = 2% < 0, donc (
pas un extrémum local de f.

=
(=}

=
bu
@
1}
=+

4. On calcule les dérivées partielles et on trouve que le seul point critique de f est (0,0) et £(0,0) = 0,
mais comme dans la question précédente, pour y > 0, on a f(0,y) > 0 et pour y < 0 on a f(0,y) <0,
donc (0,0) n’est pas un extrémum local de f.

Rmygq. A chaque fois, pour déterminer si les points critiques sont des extrema, on n’a pas d’autre choix que de
vérifier & la main. Des conditions suffisantes d’extrema seront vues en deuxieme année utilisant les dérivées
partielles secondes.

Exercice.
Soit @ > 0. Montrer que la fonction f: R? — R définie par

a
flx,y) =0 +y+ —
Ty

admet un minimum strict sur (R* )2

Solution. La fonction f est de classe C! sur (R*)?. En calculant les dérivées partielles, on trouve que le seul
point critique de f est (a'/3,a/?). On pose a = a'/3, alors f(a, a) = 3a. On regarde alors pour (z,y) € R2,

2%y + 2y + o® — 3axy
Y '

On pose p(a) = 2%y + zy* + o — 3azy, alors ¢ est de classe C! sur R¥ et ¢'(a) = 3a? — 3zy, donc ¢ possede
un minimum en «g = /Ty, avec

f(l'vy)_f(a’a) =

olag) = 22y + zy® — 2wy /Ty = ry(r +y — 2/ry) = 2y(v/x — \/§)2 >0,

d’ott Pon déduit f(x,y) — f(a,a) = 0, donc (o, ) est un minimum global de f. En outre, il y a égalité si et
seulement si \/z = \/y et o = \/xy, i.e. (z,y) = (o, ), donc (a,a) est un minimum global strict de f.

Exercice (*).
Soit f une fonction convexe de classe C' de R? dans R. Montrer que tout point critique de f est un minimum
global de f.
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Exercices de colles Sacha Quayle

Solution. On procede par contraposée : soit z € R qui n’est pas un minimum global de f : il existe y € R?
tel que f(y) < f(x). Par convexité de f, on a pour tout ¢ € [0, 1],

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

En effectuant un DL, on a également

[z + (1 =t)y) = flz+ (1 -y —2)) = fl&)+ A -t)V[(z),y—z)+o(l 1),

d’ou
(L =t)Vf(@),y —2)+o(l —t) < (1 = )(f(y) — f(2)),

donc en divisant par 1 —¢ > 0 puis en faisant tendre ¢ vers 1 il vient :

(Vf(x),y—x) < fly) — f(x) <0,

donc V f # 0 et = n’est pas un point critique de f. D’ou par contraposée, si x est un point critique de f alors
z est un minimum global de f.

MPSI1 Henri IV 83 2023-2024



	Ensembles, applications
	Dénombrement
	Raisonnements par récurrence
	Coefficients binomiaux

	Structures algébriques
	Groupes
	Sous-groupes
	Groupes finis

	Morphismes de groupes
	Le groupe symétrique
	Anneaux, idéaux, corps

	Arithmétique
	Nombres complexes
	Suites et séries
	Suites numériques
	Séries numériques
	Suites et topologie sur R

	Fonctions numériques
	Limites et comparaisons
	Fonctions continues et uniformément continues
	Suites de fonctions
	Fonctions dérivables
	Fonctions convexes

	Algèbre linéaire
	Applications linéaires
	Matrices

	Polynômes, fractions rationnelles
	Polynômes
	Fractions rationnelles

	Calcul asymptotique
	Développements limités et utilisation pour l'obtention de limites
	Application à l'étude de séries
	Étude asymptotique de suites de solutions d'une équation

	Intégration
	Intégration sur un segment
	Intégration sur un intervalle quelconque

	Systèmes linéaires, déterminants
	Réduction des endomorphismes
	Équations différentielles
	Espaces préhilbertiens et espaces euclidiens
	Probabilités et variables aléatoires
	Probabilités
	Variables aléatoires

	Fonctions de plusieurs variables
	Continuité et dérivées partielles
	Extrema


