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3.4 Théorème de convergence de Féjer Lp + application
Leçons : 209, 213, 241, 246.

Référence : [Amr] p190.

Prérequis : noyaux de Féjer et Dirichlet, produit de convolution, théorèmes de densité dans les espaces Lp,
théorème de Heine, espaces de Hilbert.

Notations : on note pKN qN le noyau de Féjer, et pour toute fonction f 2π-périodique on note σN pfq “ f ˚KN .

Lemme : Si f P Lp
2π, l’application a P R ÞÑ τaf est uniformément continue.

Théorème (Féjer) :
1. Si f P C2π, }σN pfq ´ f}8 ÝÑ

NÑ8
0 (admis).

2. Si f P Lp
2π, alors }σN pfq ´ f}p ÝÑ

NÑ8
0.

Application :
1. La famille penqnPZ est une base hilbertienne de L2

2π, et pour tout f P L2
2π, }f}22 “

ř

nPZ |cnpfq|2.

2. On a
ř

ně1
1
n4 “ π4

90 .

Preuve du lemme. Soit f P Lp
2π. Soit ε ą 0.

´ On suppose que f est continue. D’après le théorème de Heine, la fonction f est alors uniformément continue
sur r0, 2πs, donc il existe δ ą 0 tel que :

@a, b P r0, 2πs, |a´ b| ď δ ùñ |fpaq ´ fpbq| ď ε.

Ainsi, pour tout a, b P r0, 2πs tel que |a´ b| ď δ,

}τaf ´ τbf}pp “
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ aq ´ fpx´ bq|pdx

ď εp,

donc a ÞÑ τaf est uniformément continue sur r0, 2πs, donc sur R par périodicité.
´ Dans le cas général, par densité de C2π dans Lp

2π, il existe une fonction h P C2π telle que }f ´ h}p ď ε. Or
d’après ce qui précède, la fonction a ÞÑ τah est uniformément continue, on note δ la constante associée à
ε. Alors, pour tout a, b P r0, 2πs tel que |a´ b| ď δ, on a

}τaf ´ τbf}p ď }τaf ´ τah}p ` }τah´ τbh}p ` }τbh´ τbf}p ď 3ε.

D’où le lemme.

Preuve du point 2 du théorème. On a : pour tout N P N,

}σN pfq ´ f}pp “
1

2π

ż π

´π

|σN pfqpxq ´ fpxq|pdx

“
1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż π

π

pfpx´ tq ´ fpxqqKN ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

ď
1

2π

ż π

´π

1

2π

ż π

´π

|fpx´ tq ´ fpxq|pKN ptqdtdx,

d’après l’inégalité de Hölder appliqué à la mesure de probabilité donnée par µpdyq “
KN pyqdy

2π . Ainsi, d’après le
théorème de Fubini-Tonelli :

}σN pfq ´ f}pp ď
1

2π

ż π

´π

KN ptq
1

2π

ż π

´π

|fpx´ tq ´ fpxq|pdxdt

“ σN pgqp0q,

où gptq “ }τ´tf ´ f}pp. D’après le lemme, la fonction g est continue, donc d’après le point 1 du théorème de
Féjer, }σN pgq ´ g}8 ÝÑ

NÑ8
0, donc en particulier σN pgqp0q ÝÑ

NÑ8
gp0q “ 0. D’où }σN pfq ´ f}p ÝÑ

NÑ8
0.
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Preuve de l’application. Le premier point résulte du théorème de Féjer puisque pour tout f P Lp
2π, σN pfq P

VectppenqnPZq. Pour le deuxième point, on considère la fonction 2π-périodique f définie par :

@x P r´π, πs, fpxq “ x2.

La fonction f est continue sur R, donc en particulier f P L2
2π, le premier point nous donne alors

}f}22 “
ÿ

nPZ
|cnpfq|2,

avec :

´ }f}22 “ 1
2π

ż π

´π

x4dx “
π4

5
.

´ c0pfq “ 1
2π

ż π

´π

x2dx “
π2

3
.

´ Pour tout n ‰ 0,

cnpfq “
1

2π

ż π

´π

x2e´inxdx “
1

2π

„

´
x2

in
e´inx

ȷπ

´π

`
1

2π

2xe´inx

in
dx

“ 0 `
1

2πin

„

´2xe´inx

in

ȷπ

´π

`
1

2πin

ż π

´π

2einx

in
dx

“
2ip´1qn

n2
` 0

d’où π4

5 “ π4

9 ` 2
ř

ně1
4
n4 , et donc

ÿ

ně1

1

n4
“
π4

90
.

Complément (preuve du point 1 du théorème).

Soient f P C2π et N ě 1. Alors, pour tout x P r0, 2πs :

|σN pfqpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0

fpx´ tqKN ptqdt´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0

pfpx´ tq ´ fpxqqKN ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

Soit ε ą 0. La fonction f est continue sur le segment r0, 2πs donc d’après le théorème de Heine :

Dδ ą 0, @x, y P r0, 2πs, |x´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď
ε

2
.

De plus, la suite pKN qNě1 est une approximation de l’unité, donc
ż

|x|ěδ

KN ptqdt ÝÑ
nÑ8

0,

donc il existe N0 ě 1 tel que, pour tout N ě N0,
ş

|x|ěδ
KN ptqdt ď επ

2}f}8
. Alors, pour tout N ě N0 :

|σN pfqpxq ´ fpxq| ď
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

ď
1

2π

ż

|x|ěδ

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt`
1

2π

ż

|x|ăδ

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

ď
}f}8

π

ż

|x|ěδ

KN ptqdt`
ε

2

1

2π

ż

|x|ăδ

KN ptqdt

ď
ε

2
`
ε

2
“ ε,

d’où :

@N ě N0, }σN pfq ´ f}8 ď ε,

d’où le résultat voulu.
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