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3.4 Théoréme de convergence de Féjer LP 4 application

Lecons : 209, 213, 241, 246.
Référence : [Amr| p190.

Prérequis : noyaux de Féjer et Dirichlet, produit de convolution, théorémes de densité dans les espaces LP,
théoréme de Heine, espaces de Hilbert.

Notations : on note (Ky)n le noyau de Féjer, et pour toute fonction f 2m-périodique on note oy (f) = f+ Kn.

Lemme : Si f € L5 _, lapplication a € R + 7, f est uniformément continue.

27

Théoréme (Féjer) :
1. Si feCon, lon(f) = flw e 0 (admis).

2. Si fe Ll alors |on(f)— flp o 0.

27
Application :

1. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de L3, et pour tout f € L3, | f[3 = X,.o7 len(F)|*
4

_
2. Onaznzlm = 55-

Preuve du lemme. Soit f € L5 _. Soit € > 0.

— On suppose que f est continue. D’aprés le théoréme de Heine, la fonction f est alors uniformément continue
sur [0, 27], donc il existe § > 0 tel que :

Va,be [0,2r], [a—b] <6 = |f(a) — f(D)| <e.
Alinsi, pour tout a,b € [0, 27] tel que |a — b|] < §

27
Iruf =Sl = 3= | 15— ) = fla~D)Pda
< eP,

donc a — 7, f est uniformément continue sur [0, 27|, donc sur R par périodiciteé.

— Dans le cas général, par densité de Cor dans LY, il existe une fonction h € Ca, telle que || f — hl, <e. Or
d’aprés ce qui précede, la fonction a — 7,h est uniformément continue, on note ¢ la constante associée a
e. Alors, pour tout a,b € [0,27] tel que |a —b| < §, on a

HTaf - be“p ”Taf - 7'ah“p + HTa - Tbh”p + HTbh - beHp

D’ou le lemme.

Preuve du point 2 du théoréme. On a : pour tout N € N,

o)~ 11 = 5= [ low(1)@) ~ s(@)Pda
- [ if(f@:—t) F)Kn (o] do

< — j Py J (x—t) — f(z)|PKn(t)dtdz,

d’apres 'inégalité de Holder appliqué a la mesure de probabilité donnée par p(dy) = %. Ainsi, d’aprés le
théoréme de Fubini-Tonelli :

o) =11 < 5 [ K05 [ 1rto =) = o)t
=O0N (g) (0)7
o g(t) = |r—ef — fﬂg. D’aprés le lemme, la fonction g est continue, donc d’aprés le point 1 du théoréme de

Féjer, |lon(g) — gloc — 0, donc en particulier on(g)(0) — ¢(0) = 0. D’ou |lon(f) — fl, — O.
N— N—o N—o -
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Preuve de l'application. Le premier point résulte du théoréme de Féjer puisque pour tout f € L . on(f) €
Vect((en)nez)- Pour le deuxiéme point, on considére la fonction 27-périodique f définie par :
Vo e [-m, 7], f(z) = 2%
La fonction f est continue sur R, donc en particulier f € L2_, le premier point nous donne alors
1£15 = ] lenlHP,
nez
avec :
Iy 4 71_4
_ doe = —
I3 =3 | atae=7
us 2
— co(f) = %f w?dr = %
— Pour tout n # 0,
1 (™ 5 1 . 1 2gein®
. lnld _ < —inx o d
en(f) = 271'_[ e = 2w [ ine ] +27r in v
1 ) —inx 2 inT
=0+ [ e ] e. dz
2min 271'171 n
2i(—1
— # + O
n
d’on %4 =4 23,51 o1, et donc
2 1 - 71'4
= nt 90
O
Complément (preuve du point 1 du théoréme).
Soient f € Car et N = 1. Alors, pour tout z € [0, 27] :
1 27
lon () (@) — f(z)| = ’ [l —t)Kn(t)dt — f(z)
1 27 1 27
e [ -0~ fanmnat] < o [T 1 -0 - SR
T Jo 2 Jo
Soit € > 0. La fonction f est continue sur le segment [0, 27] donc d’aprés le théoréme de Heine :
36 >0, Vo,y e [0,27], |z —y| <6 = |f(z) — f(y)| < ;
De plus, la suite (Kx)ny>1 est une approximation de 1'unité, donc
J Ky (t)dt — 0,
|lz|=6 n—0o0
donc il existe Ng > 1 tel que, pour tout N > Ny, S|w|>5 Ky (t)dt < 2HfH . Alors, pour tout N > Ny
1 27
ox () = @) < 52 | 17~ 0) = f@) Kt
0
1 1
S o [f(x —1t) = f(2)|[Kn(t)dt + — |f(z —t) — f(z) | Kn(t)dt
21 Jp1>6 27 Jjzi<s
1
< %J Kn(t)dt + = — K (t)dt
T Jiz)=s 227 Jipi<s
<ELc_.
S22 7
d’ou :
VN > N07 HUN(f) - fHOC <€,
d’ot le résultat voulu.
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