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1 Leçons d’algèbre et géométrie

101 - Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Isométries du cube.

102 - Groupe des nombres complexes de module 1. Racines de l’unité. Applications.
• Structure des groupes abéliens finis.
• Irréductibilité des polynômes cyclotomiques.

103 - Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de
groupes quotients. Applications.

• Simplicité de An.
• Simplicité de SO3pRq.

104 - Groupes finis. Exemples et applications.
• Structure des groupes abéliens finis.
• Simplicité de An.

105 - Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
• Isométries du cube.
• Simplicité de An.

106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de
GL(E). Applications.

• Etude de Opp, qq.
• Théorème de Burnside.

108 - Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
• Simplicité de SO3pRq.
• Simplicité de An.

120 - Anneaux Z{nZ. Applications.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Structure des groupes abéliens finis.

121 - Nombres premiers. Applications.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Théorème des deux carrés.
• Critère d’Eisenstein.

122 - Anneaux principaux. Exemples et applications.
• Critère d’Eisenstein.
• Théorème des deux carrés.

123 - Corps finis. Applications.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Dénombrement des polynômes irréductibles sur un corps fini.
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125 - Extensions de corps. Exemples et applications.
• Irréductibilité des polynômes cyclotomiques.
• Dénombrement des polynômes irréductibles sur un corps fini.

126 - Exemples d’équations en arithmétique.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Théorème des deux carrés.

141 - Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et
applications.

• Critère d’Eisenstein.
• Irréductibilité des polynômes cyclotomiques.

142 - PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.
• Structure des groupes abéliens finis.
• Critère d’Eisenstein.

144 - Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et
applications.

• Irréductibilité des polynômes cyclotomiques.
• Dénombrement des polynômes irréductibles sur un corps fini.

148 - Exemples de décompositions de matrices. Applications.
• Réduction de Frobénius.
• Décomposition LU et Cholesky.

149 - Valeurs propres, vecteurs propres. Calculs exacts ou approchés d’éléments
propres. Applications.

• Suite de polygones.
• Théorème de Burnside.
• Méthode du gradient à pas optimal.

151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie).
Rang. Exemples et applications.

• Réduction de Frobénius.
• Théorème des extrémas liés.

152 - Déterminant. Exemples et applications.
• Déterminant de Gram.
• Suite de polygones.

153 - Polynômes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomor-
phisme en dimension finie. Applications.

• Réduction de Frobénius.
• Décomposition de Dunford.
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154 - Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes
d’un espace vectoriel de dimension finie. Applications.

• Réduction de Frobénius.
• Réduction des endomorphismes normaux.

155 - Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
• Décomposition polaire.
• Décomposition de Dunford.
• Suite de polygones.

156 - Exponentielle de matrices. Applications.
• Etude de Opp, qq.
• Surjectivité de l’exponentielle matricielle.

157 - Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
• Décomposition de Dunford.
• Théorème de Burnside.

158 - Matrices symétriques réelles, matrices hermitienne.
• Etude de Opp, qq.
• Méthode du gradient à pas optimal.

159 - Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.
• Enveloppe convexe de OnpRq.
• Théorème des extrémas liés.

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension
finie).

• Enveloppe convexe de OnpRq.
• Réduction des endomorphismes normaux.
• Décomposition polaire.

161 - Distances dans un espace affine euclidien. Isométries.
• Isométries du cube.
• Déterminant de Gram.

162 - Systèmes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorith-
miques et conséquences théoriques.

• Décomposition LU et Cholesky.
• Méthode du gradient à pas optimal.

170 - Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogona-
lité, isotropie. Applications.

• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Etude de Opp, qq.
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171 - Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.
• Etude de Opp, qq.
• Lemme de Morse.

181 - Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Appli-
cations.
Impasse.

190 - Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement.
• Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.
• Dénombrement des polynômes irréductibles sur un corps fini.

191 - Exemples d’utilisation des techniques d’algèbre en géométrie.
• Isométries du cube.
• Déterminant de Gram.
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2 Leçons d’analyse et probabilités

201 - Espaces de fonctions. Exemples et applications.
• Densité des fonctions continues nulle part dérivables.
• Théorème d’inversion de Fourier.

203 - Utilisation de la notion de compacité.
• Théorème de Weierstrass par la convolution.
• Densité des fonctions continues nulle part dérivables.

204 - Connexité. Exemples et applications.
• Simplicité de SO3pRq.
• Surjectivité de l’exponentielle matricielle.

205 - Espaces complets. Exemples et applications.
• Espace de Bergman du disque unité.
• Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz.
• Densité des fonctions continues nulle part dérivables.

206 - Exemples d’utilisation de la notion de dimension finie en analyse.
• Théorème des extrémas liés.
• Lemme de Morse.

208 - Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
• Théorème de Banach-Steinhaus + série de Fourier divergente.
• Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz.

209 - Approximation d’une fonction par des fonctions régulières. Exemples et ap-
plications.

• Théorème de convergence de Féjer.
• Théorème de Weierstrass par la convolution.

213 - Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
• Espace de Bergman du disque unité.
• Théorème de convergence de Féjer.

214 - Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et
applications en analyse et en géométrie.

• Surjectivité de l’exponentielle matricielle.
• Lemme de Morse.

215 - Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn.
• Lemme de Morse.
• Théorème des extrémas liés.

219 - Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
• Méthode du gradient à pas optimal.
• Théorème des extrémas liés.
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220 - Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de
solutions en dimension 1 et 2.

• Equation de Bessel.
• Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz.

221 - Equations différentielles linéaires. Systèmes d’équations différentielles li-
néaires. Exemples et Applications.

• Equation de Bessel.
• Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz.

223 - Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applica-
tions.

• Développement asymptotique de la série harmonique.
• Equivalent de Stirling par les intégrales de Wallis.

224 - Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.
• Développement asymptotique de la série harmonique.
• Equivalent de Stirling par les intégrales de Wallis.

226 - Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un`1 “

fpunq. Exemples. Applications à la résolution approchée d’équations.
• Méthode du gradient à pas optimal.
• Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz.

228 - Continuité, dérivabilité des fonctions réelles d’une variables réelle. Exemples
et applications.

• Densité des fonctions continues nulle part dérivables.
• Théorème de Weierstrass par la convolution.

229 - Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
• Méthode du gradient à pas optimal.
• Inégalité de Hoeffding.

230 - Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des
sommes partielles des séries numériques. Exemples.

• Théorème d’Abel angulaire et taubérien faible.
• Développement asymptotique de la série harmonique.

234 - Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.
• Espace de Bergman du disque unité.
• Théorème d’inversion de Fourier.

235 - Problèmes d’interversion en analyse.
• Théorème de Banach-Steinhaus + série de Fourier divergente.
• Théorème d’inversion de Fourier.
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236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonc-
tions d’une ou plusieurs variables.

• Formule des compléments.
• Théorème d’inversion de Fourier.

239 - Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et
applications.

• Formule des compléments.
• Théorème d’inversion de Fourier.

241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
• Théorème d’Abel angulaire et taubérien faible.
• Théorème de convergence de Féjer.

243 - Séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications.
• Théorème d’Abel angulaire et taubérien faible.
• Equation de Bessel.

245 - Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications.
• Formule des compléments.
• Espace de Bergman du disque unité.

246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.
• Théorème de Banach-Steinhaus + série de Fourier divergente.
• Théorème de convergence de Féjer.

250 - Transformation de Fourier. Applications.
• Théorème d’inversion de Fourier.
• Théorème central limite.

253 - Utilisation de la notion de convexité en analyse.
• Enveloppe convexe de OnpRq.
• Méthode du gradient à pas optimal.

261 - Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.
• Théorème central limite.
• Théorème de Cochran.

262 - Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples
et applications.

• Théorème central limite.
• Théorème de Cochran.

264 : Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.
• Théorème de Cochran.
• Marche aléatoire sur Zd.
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265 - Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.
• Formule des compléments.
• Théorème central limite.

266 - Illustration de la notion d’indépendance en probabilités.
• Marche aléatoire sur Zd.
• Théorème central limite.

267 - Exemples d’utilisations de courbes en dimension 2 ou supérieure.
• Théorème des extrémas liés.
• Formule des compléments.

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/ 9

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/


Préparation à l’agrégation 2022/2023

3 Développements

3.1 Densité des fonctions continues nulle part dérivables
Leçons : 201, 203, 205, 228.

Référence : [Goub] p401.

Prérequis : théorème de Baire.

Théorème : On note C l’ensemble des fonctions f : I “ r0, 1s Ñ R continues muni de }.}8. Alors l’ensemble
des fonctions de C nulle part dérivables est dense dans C.

Idée preuve. Pour ε ą 0 et n P N˚, on pose Uε,n “ t f P C, @x P I, Dy P I, 0 ă |y ´ x| ă ε et |fpxq ´ fpyq| ą

n|x´ y| u. On montre alors que :
1. Uε,n est dense.
2. Uε,n est ouvert.

On en déduit alors grâce au théorème de Baire que R “
Ş

ně1 U1{n,n est dense dans C, et on montre que toute
fonction de R est nulle part dérivable.

Questions :
1. Pouvez-vous donner un exemple de fonction continue nulle part dérivable ?
2. Comment retrouver le résultat de densité à l’aide de la question précédente ?

Réponses :
1. Voir [Roma] p198 ou [Hau] p163 pour un contre-exemple.
2. Si on se place sur I “ r0, 1s et qu’on dispose d’une fonction g : I Ñ R continue nulle part dérivable : pour

toute fonction f continue, il existe une suite de fonctions polynômes pPnqn qui converge uniformément
vers f (d’après Weierstrass). Alors en posant gn “ Pn `

g
n`1 , gn est continue nulle part dérivable et pgnqn

converge uniformément vers f .
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3.2 Théorème de Banach-Steinhaus + série de Fourier divergente
Leçons : 208, 235, 246.

Références : [Li] p112, [Goub] p405.

Prérequis : théorème de Baire, noyaux de Féjer et Dirichlet, applications linéaires continues.

Théorème (Banach-Steinhaus) : Soient E,F des EVN avec E un Banach. Soit pTiqiPI P LcpE,F qI . On
suppose : @x P E, sup

iPI
}Tix}F ă 8. Alors : sup

iPI
}Ti} ă 8.

Théorème : Il existe une fonction f P C2π continue 2π-périodique telle que sup
NPN

|SN pfqp0q| “ 8, i.e. la série

de Fourier de f en 0 diverge.

Idée preuve. Voir [Li] pour le théorème de Banach-Steinhaus. Pour le théorème, on considère pour tout N P N
l’application linéaire lN : C2π Ñ C définie par lN pfq “ SN pfqp0q. On montre que lN est une forme linéaire
continue, puis que sup

NPN
}lN } “ 8. On obtient alors le théorème par contraposée du théorème de Banach-

Steinhaus.
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3.3 Théorème du point fixe + Cauchy-Lipschitz
Leçons : 205, 208, 220, 221, 226.

Référence : [Rou] p ?.

Prérequis : normes équivalentes, espaces complets, notions de base EDO.

Théorème (point fixe) : Soit pE, dq un espace métrique complet non vide, f : E Ñ E k-contractante. Alors
il existe un unique a P E tel que fpaq “ a. En outre, si x0 P E et pxnqn est la suite définie par récurrence par
xn`1 “ fpxnq, alors pxnqn converge vers a et d(xn, aq ď kn

1´kdpx1, x0q.

Théorème (Cauchy-Lipschitz global) : Soient n ě 1, I un intervalle de R et f : I ˆ Rn Ñ Rn continue et
globalement lipschitzienne, c’est-à-dire : pour tout K Ă I compact, il existe k ą 0 tel que

@t P K, @y, z P Rn, }fpt, yq ´ fpt, zq} ď k}y ´ z}.

Alors, pour tout t0 P I et x P Rn, le problème de Cauchy y1 “ fpt, yq avec la condition initiale ypt0q “ x admet
une unique solution définie sur I tout entier.

Idée preuve. Voir [Rou] pour le théorème du point fixe. Pour le théorème de Cauchy-Lipschitz global, on se
ramène à un problème de point fixe, le problème de Cauchy étant équivalent à F pyq “ y, où F : E Ñ E (avec
E “ CpI,Rnq) est définie par :

@y P E, @t P I, F pyqptq “ x`

ż t

t0

fps, ypsqqds.

Puisque pE, }.}8q est un espace complet, pour montrer que F admet un unique point fixe il suffit de montrer
qu’elle est contractante, mais elle ne l’est pas pour la norme }.}8. On va donc introduire une norme "à poids"
sur E, équivalente à }.}8 (l’espace sera donc toujours complet), et qui rend la fonction F contractante.

Questions :
1. Donner des contre-exemples au théorème du point fixe.
2. En conservant les notations du théorème du point fixe, si une itérée de la fonction f est contractante, que

peut-on dire ?
3. Connaissez-vous d’autres preuves du théorème de Cauchy-Lipschitz que celle avec la norme à poids ?

Réponses :
1. (Voir [Rou] p ?)

´ Si E n’est pas complet : on considère E “s0, 1r et fpxq “ x{2, il n’y a pas existence.
´ Si la fonction n’est pas contractante : on considère E “ R et fpxq “

?
x2 ` 1, alors il n’y a pas

existence. Autre contre-ex : si fpxq “ x, il n’y a pas unicité.
2. Si une itérée fp est contractante, alors fp admet un unique point fixe a. On montre alors que fpaq est

aussi un point fixe de fp, donc fpaq “ a et f admet un point fixe, et par unicité pour fp on déduit l’unicité
pour f : f admet donc un unique point fixe.

3. On utilise la question précédente, en montrant qu’il existe p assez grand tel que F p est contractante pour
la norme infinie.

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/ 12

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/


Préparation à l’agrégation 2022/2023

3.4 Théorème de convergence de Féjer Lp + application
Leçons : 209, 213, 241, 246.

Référence : [Amr] p190.

Prérequis : noyaux de Féjer et Dirichlet, produit de convolution, théorèmes de densité dans les espaces Lp,
théorème de Heine, espaces de Hilbert.

Notations : on note pKN qN le noyau de Féjer, et pour toute fonction f 2π-périodique on note σN pfq “ f ˚KN .

Lemme : Si f P Lp
2π, l’application a P R ÞÑ τaf est uniformément continue.

Théorème (Féjer) :
1. Si f P C2π, }σN pfq ´ f}8 ÝÑ

NÑ8
0 (admis).

2. Si f P Lp
2π, alors }σN pfq ´ f}p ÝÑ

NÑ8
0.

Application :
1. La famille penqnPZ est une base hilbertienne de L2

2π, et pour tout f P L2
2π, }f}22 “

ř

nPZ |cnpfq|2.

2. On a
ř

ně1
1
n4 “ π4

90 .

Preuve du lemme. Soit f P Lp
2π. Soit ε ą 0.

´ On suppose que f est continue. D’après le théorème de Heine, la fonction f est alors uniformément continue
sur r0, 2πs, donc il existe δ ą 0 tel que :

@a, b P r0, 2πs, |a´ b| ď δ ùñ |fpaq ´ fpbq| ď ε.

Ainsi, pour tout a, b P r0, 2πs tel que |a´ b| ď δ,

}τaf ´ τbf}pp “
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ aq ´ fpx´ bq|pdx

ď εp,

donc a ÞÑ τaf est uniformément continue sur r0, 2πs, donc sur R par périodicité.
´ Dans le cas général, par densité de C2π dans Lp

2π, il existe une fonction h P C2π telle que }f ´ h}p ď ε. Or
d’après ce qui précède, la fonction a ÞÑ τah est uniformément continue, on note δ la constante associée à
ε. Alors, pour tout a, b P r0, 2πs tel que |a´ b| ď δ, on a

}τaf ´ τbf}p ď }τaf ´ τah}p ` }τah´ τbh}p ` }τbh´ τbf}p ď 3ε.

D’où le lemme.

Preuve du point 2 du théorème. On a : pour tout N P N,

}σN pfq ´ f}pp “
1

2π

ż π

´π

|σN pfqpxq ´ fpxq|pdx

“
1

2π

ż π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż π

π

pfpx´ tq ´ fpxqqKN ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

ď
1

2π

ż π

´π

1

2π

ż π

´π

|fpx´ tq ´ fpxq|pKN ptqdtdx,

d’après l’inégalité de Hölder appliqué à la mesure de probabilité donnée par µpdyq “
KN pyqdy

2π . Ainsi, d’après le
théorème de Fubini-Tonelli :

}σN pfq ´ f}pp ď
1

2π

ż π

´π

KN ptq
1

2π

ż π

´π

|fpx´ tq ´ fpxq|pdxdt

“ σN pgqp0q,

où gptq “ }τ´tf ´ f}pp. D’après le lemme, la fonction g est continue, donc d’après le point 1 du théorème de
Féjer, }σN pgq ´ g}8 ÝÑ

NÑ8
0, donc en particulier σN pgqp0q ÝÑ

NÑ8
gp0q “ 0. D’où }σN pfq ´ f}p ÝÑ

NÑ8
0.
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Preuve de l’application. Le premier point résulte du théorème de Féjer puisque pour tout f P Lp
2π, σN pfq P

VectppenqnPZq. Pour le deuxième point, on considère la fonction 2π-périodique f définie par :

@x P r´π, πs, fpxq “ x2.

La fonction f est continue sur R, donc en particulier f P L2
2π, le premier point nous donne alors

}f}22 “
ÿ

nPZ
|cnpfq|2,

avec :

´ }f}22 “ 1
2π

ż π

´π

x4dx “
π4

5
.

´ c0pfq “ 1
2π

ż π

´π

x2dx “
π2

3
.

´ Pour tout n ‰ 0,

cnpfq “
1

2π

ż π

´π

x2e´inxdx “
1

2π

„

´
x2

in
e´inx

ȷπ

´π

`
1

2π

2xe´inx

in
dx

“ 0 `
1

2πin

„

´2xe´inx

in

ȷπ

´π

`
1

2πin

ż π

´π

2einx

in
dx

“
2ip´1qn

n2
` 0

d’où π4

5 “ π4

9 ` 2
ř

ně1
4
n4 , et donc

ÿ

ně1

1

n4
“
π4

90
.

Complément (preuve du point 1 du théorème).

Soient f P C2π et N ě 1. Alors, pour tout x P r0, 2πs :

|σN pfqpxq ´ fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0

fpx´ tqKN ptqdt´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0

pfpx´ tq ´ fpxqqKN ptqdt
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

Soit ε ą 0. La fonction f est continue sur le segment r0, 2πs donc d’après le théorème de Heine :

Dδ ą 0, @x, y P r0, 2πs, |x´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď
ε

2
.

De plus, la suite pKN qNě1 est une approximation de l’unité, donc
ż

|x|ěδ

KN ptqdt ÝÑ
nÑ8

0,

donc il existe N0 ě 1 tel que, pour tout N ě N0,
ş

|x|ěδ
KN ptqdt ď επ

2}f}8
. Alors, pour tout N ě N0 :

|σN pfqpxq ´ fpxq| ď
1

2π

ż 2π

0

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

ď
1

2π

ż

|x|ěδ

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt`
1

2π

ż

|x|ăδ

|fpx´ tq ´ fpxq|KN ptqdt

ď
}f}8

π

ż

|x|ěδ

KN ptqdt`
ε

2

1

2π

ż

|x|ăδ

KN ptqdt

ď
ε

2
`
ε

2
“ ε,

d’où :

@N ě N0, }σN pfq ´ f}8 ď ε,

d’où le résultat voulu.
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3.5 Théorème de Weierstrass par la convolution
Leçons : 203, 209, 228.

Référence : [Goub] p284.

Prérequis : produit de convolution, approximation de l’unité, théorème de Heine.

Lemme : Si f : R Ñ C est continue à support compact, et pχnqn est une approximation de l’unité sur R, alors
pf ˚ χnqn converge uniformément sur R vers f .

Théorème (Weierstrass) : Soit J un segment de R et f : J Ñ C continue, alors f est limite uniforme sur J
de fonctions polynômes.

Application : Soit f : r0, 1s Ñ C continue telle que : @n P N,
ż 1

0

fptqtndt “ 0. Alors f “ 0.

Idée preuve. On démontre le théorème de Weierstrass pour toute fonction continue f : R Ñ C nulle en dehors
de r´1{2, 1{2s, en utilisant l’approximation de l’unité définie par pnptq “

p1´t2q
n

an
si |t| ă 1 et pnptq “ 0 sinon,

où an “

ż 1

´1

p1 ´ t2qndt. On a alors convergence uniforme de pf ˚ pnqn vers f , et on montre que f ˚ pn est une

fonction polynôme. Si f est une fonction continue sur un segment quelconque ra, bs de R, on la prolonge en une
fonction continue nulle en dehors de rc, ds (avec c ă a ă b ă d) puis on effectue un changement de variable pour
se ramener à r´1{2, 1{2s.
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3.6 Théorème d’inversion de Fourier
Leçons : 201, 234, 235, 236, 239, 250.

Référence : [Amr] p116.

Prérequis : propriétés de base transformation de Fourier, théorème de dérivation sous le signe intégral, théo-
rème de Fubini, approximation de l’unité, Riesz-Fischer.

Lemme : On considère pour tout s ą 0 le noyau de Gauss γs : x ÞÑ 1
?
2πs

d exp
´

´
}x}

2

2s

¯

. Alors γ̂s “
`

2π
s

˘d{2
γ1{s.

Théorème (inversion de Fourier) : Soit f P L1 tel que f̂ P L1. Alors : @x P Rd,
ˆ̂
fpxq “ p2πqdfp´xq.

Application : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy de paramètre 1. Alors la fonction
caractéristique de X est φX : t ÞÑ e´|t|.

Preuve du lemme. On commence par le cas d “ 1 (le cas d ě 2 se déduit grâce au théorème de Fubini). On
applique le théorème de dérivation sous le signe intégral à γ̂s et on trouve l’équation différentielle :
@ξ P R, γ̂s1

pξq “ ´sξγ̂s, donc γ̂spξq “ γ̂sp0qe´sξ2{2 “

b

2π
s γ1{spξq.

Preuve du théorème d’inversion. Soit f P L1 tel que f̂ P L1. On notera également Fpfq pour f̂ . On démontre
la formule d’inversion par étapes :

1. Pour les noyaux de Gauss : d’après le lemme, on a, pour tout ξ P Rd,

ˆ̂γspξq “

ˆ

2π

s

˙d{2

yγ1{spξq “

ˆ

2π

s

˙d{2

p2πsq
d{2

γspξq “ p2πqdγsp´ξq,

par parité de γs, d’où la formule d’inversion.
2. Pour les f ˚ γs : on a, pour tout a P Rd,

{

{f ˚ γsp´aq “

ż

Rd

{f ˚ γspxqeixx,aydx

“

ż

Rd

f̂pxqγ̂spxqeixx,aydx

“

ż

Rd

fpxqFpγ̂spxqeixx,ayqdx

“

ż

Rd

fpxq ˆ̂γspx´ aqdx

“ p2πqd
ż

Rd

fpxqγspa´ xqdx

“ p2πqdf ˚ γspaq,

d’où la formule d’inversion.
3. Enfin, pour f , on utilise le fait que pγsqsą0 est une approximation de l’unité : on a alors }f ˚γs ´f}1 ÝÑ

sÑ0
0.

D’après le théorème de Riesz-Fischer, il existe une suite extraite psnqně1 tel que pf ˚γsnqn converge presque

partout vers f . Montrons que p
{

{f ˚ γsnqn converge presque partout vers ˆ̂
f. On a :

}
{

{f ˚ γsn ´
ˆ̂
f}8 ď } {f ˚ γsn ´ f̂}1

“

ż

Rd

| {f ˚ γsn ´ f̂ |,

or | {f ˚ γsn ´ f̂ | “ |f̂ ˆγsn ´ f̂ | ÝÑ
nÑ8

0, et | {f ˚ γsn ´ f̂ | ď 2|f̂ | P L1, donc d’après le théorème de convergence
dominée

ż

Rd

| {f ˚ γsn ´ f̂ | ÝÑ
nÑ8

0,
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soit }
{

{f ˚ γsn ´
ˆ̂
f}8 ÝÑ

nÑ8
0 et donc p

{

{f ˚ γsnqn converge presque partout vers ˆ̂
f. En faisant tendre n vers

`8 dans l’égalité
{

{f ˚ γsn
p.p.
“ p2πqdf ˚ γsnp´.q,

on obtient ainsi la formule d’inversion pour f .

Preuve de l’application. On note f la densité de X et on pose gpxq “ e´|x|. Alors g P L1pRq, et pour tout ξ P R :

ĝpξq “

ż

R
e´|x|e´ixξdx “

ż 0

´8

exp1´iξqdx`

ż 8

0

e´xp1`iξqdx

“
1

1 ´ iξ
`

1

1 ` iξ

“
2

1 ` ξ2
“ 2πfpξq,

et f P L1, donc d’après la formule d’inversion, on a : pour tout x P R, ˆ̂gp´xq “ 2πgpxq, soit φXpxq “ e´|x|.

Questions :
1. Connaissez-vous une autre démonstration du lemme ?

Réponses :
1. Par l’analyse complexe (voir [Amr] p156).
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3.7 Equivalent de Stirling par les intégrales de Wallis
Leçons : 223, 224.

Référence : [Goub] p126 et p211.

Prérequis : intégration par parties, équivalents de suites, théorème de comparaison.

Lemme : On a l’équivalent suivant : 1
p

´

4pp!2

p2pq!

¯2

„
pÑ8

π.

Théorème (Stirling) : On a l’équivalent suivant : n! „
nÑ8

?
2πn

`

n
e

˘n.

Preuve. Voir [Goub].
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3.8 Développement asymptotique de la série harmonique
Leçons : 223, 224, 230.

Référence : [FGNc] p156.

Prérequis : sommation de la relation d’équivalence, séries téléscopiques, comparaison série-intégrale.

Théorème : On note pHnqn la suite des sommes partielles de la série harmonique. Alors on a le développement
asymptotique : Hn “

nÑ8
lnpnq ` γ ` 1

2n ´ 1
12n2 ` o

`

1
n2

˘

.

Corollaire : Si kn “ min t k P N, Hk ě n u, alors kn „
nÑ8

en´γ .

Preuve. Voir [FGNc].
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3.9 Formule des compléments
Leçons : 236, 239, 245, 265, 267.

Référence : [SS] p79 et p164.

Prérequis : théorème de prolongement analytique, théorème des résidus.

Lemme : On pose, pour 0 ă α ă 1, Iα “

ż 8

0

vα´1

1 ` v
dv. Alors Iα “

ż

R

eαx

1 ` ex
dx “

π

sinpπαq
.

Théorème : Pour tout z P C tel que 0 ă ℜpzq ă 1, ΓpzqΓp1 ´ zq “ π
sinpπzq

.

Idée preuve. Pour le théorème, il suffit de montrer le résultat pour 0 ă α ă 1 d’après le théorème du prolonge-
ment analytique. On montre alors par un changement de variable que, pour tout 0 ă α ă 1, ΓpαqΓp1 ´ αq “

I1´α “
π

sinpπp1 ´ zqq
“

π

sinpπzq
, d’après le lemme. Pour la preuve du lemme, on effectue d’abord un change-

ment de variable, puis on applique le théorème des résidus à la fonction fpzq “
eαz

1 ` ez
au contour rectangulaire

entre ´R, R et 0, 2π.

Questions :
1. Comment interpréter géométriquement l’indice ?
2. Applications ?

Réponses :
1. Nombre de tours (dans le sens direct).
2. On retrouve la valeur de l’intégrale de Gauss en évaluant en 1/2, on peut aussi montrer que la fonction ζ

se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont le seul pôle, 1, est simple (voir [AM]).
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3.10 Espace de Bergman du disque unité
Leçons : 201, 205, 208, 213, 234, 245.

Référence : [Berb].

Prérequis : formule de Cauchy, topologie de la convergence uniforme sur tout compact, coordonnées polaires,
espaces de Hilbert.

On note D le disque ouvert unité de C, et on définit L2pDq, l’espace de Bergman des applications de D dans
C, holomorphes et de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire usuel x., .y de L2.
Pour tout n P N, on pose en P L2pDq défini par enpzq “

b

n`1
π zn.

Lemme : Pour tout f P L2pDq et pour tout K Ă D compact, on a

max
zPK

|fpzq| ď
1

?
πdpK, BDq

}f}2.

Théorème :
1. pL2pDq, x., .yq est un espace de Hilbert.
2. La famille penqn en est une base hilbertienne.

Preuve. Voir [Berb].

Questions :
1. Détailler la topologie sur CpΩq et HpΩq.
2. Donner une CNS sur les coefficients du développement en série entière d’une fonction pour qu’elle soit

dans l’espace de Bergman.

Réponses :
1. Voir [AM] et [Berb].

2. La CNS est : la série
ř |an|

2

n`1 converge.
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3.11 Théorème d’Abel angulaire et taubérien faible
Leçons : 230, 241, 243.

Références : [Berb], [Goub] p252.

Prérequis : séries entières, transformation d’Abel, théorème de Cesaro.

Théorème (Abel angulaire) : Soit fpzq “
ř

anz
n une série entière de rayon de convergence 1 telle que

la série
ř

an converge. On fixe θ0 P r0, π{2r et Aθ0 “ t 1 ´ ρeiθ, θ P r´θ0, θ0s, ρ ą 0 u X Dp0, 1q. Alors
fpzq ÝÑ

zÑ1,zPAθ0

ř8

n“0 an.

Théorème (Tauber faible) : Soit fpzq “
ř

anz
n une série entière de rayon de convergence 1. On suppose

qu’il existe S P C tel que fpxq ÝÑ
xÑ1´

S. Si an “ o
`

1
n

˘

, alors la série
ř

an converge et S “
ř8

n“0 an.

Preuve. Voir [Goub].

Remarque : Ici on démontre Tauber faible qui est une réciproque partielle du théorème d’Abel. Il existe une
version forte sous l’hypothèse an “ Op1{nq, c’est Tauber fort.

Questions :
1. Pourquoi se restreint-on à un domaine ?
2. Qu’en est-il de la réciproque du théorème d’Abel angulaire ?
3. Que se passe-t-il si le rayon de convergence est ą 1 ? Si la série

ř

an est absolument convergente ?

Réponses :
1. On a besoin de fixer le domaine angulaire pour faire une majoration dans la preuve puisque cospθ0q ‰ 0,

mais on peut prendre θ0 ‰ π{2 aussi proche de π{2 que l’on veut.
2. La réciproque du théorème d’Abel est généralement fausse : par exemple si fpzq “

ř

p´1qnzn “ 1
1`z , on

a fpzq ÝÑ
zÑ1

1{2, mais la série
ř

p´1qn ne converge pas.

3. Si la série
ř

an est absolument convergente ou le rayon de convergence est ą 1, le théorème d’Abel
angulaire est vrai.
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3.12 Equation de Bessel
Leçons : 220, 221, 243.

Référence : [FGNd].

Prérequis : notions de base EDL, wronskien, dérivation séries entières, intégration relations d’équivalence,
dérivation sous le signe intégral.

Théorème : On considère l’équation pEq : xy” ` y1 ` xy “ 0.
1. Il existe une unique fonction développable en série entière autour de 0 et valant 1 en 0 solution de pEq,

c’est f0 : x ÞÑ
ř

ně0
p´1q

n

4nn!2 x
2n.

2. Si f est une solution de pEq sur un intervalle s0, ar, bornée au voisinage de 0, alors pf, f0q est liée sur s0, ar.

3. On a : f0pxq “ 1
π

ż π

0

cospx sin θqdθ.

Preuve. Voir [FGNd].

Questions :
1. Applications ?

Réponses :
1. En développant le cos en série entière et en intégrant terme à terme, on retrouve les intégrales de Wallis

d’ordre pair.
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3.13 Paul-Lévy, théorème central limite et applications
Leçons : 250, 261, 262, 265, 266.

Références : [GK].

Prérequis : transformation de Fourier, fonction caractéristique, formule de Taylor, lemme de Slutsky. Pour
l’application 1 : loi Gamma. Pour l’application 2 : estimateurs, intervalles de confiance.

Définition : Xn
L
Ñ

nÑ8
X si : pour toute fonction f continue bornée, ErfpXnqs ÝÑ

nÑ8
ErfpXqs.

Lemmes (admis) :

1. Xn
L
Ñ

nÑ8
X ô pour toute fonction f continue à support compact, ErfpXnqs ÝÑ

nÑ8
ErfpXqs.

2. Si pznq P CN tel que zn ÝÑ
nÑ8

z, alors
`

1 ` zn
n

˘n
ÝÑ
nÑ8

ez.

Théorème (Paul-Lévy) : Xn
L
Ñ

nÑ8
X si et seulement si la suite de fonctions pφXn

qn converge simplement
vers φX sur R.

Théorème (TCL) : Soit pXnqn suite de variables aléatoires réelles i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. On
note m l’espérance commune, σ2 la variance commune et Sn “

řn
k“1Xk. Alors

Sn ´ nm
?
nσ2

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Application 1 : Formule de Stirling.

Application 2 : Intervalle de confiance pour le paramètre d’un n-échantillon d’une loi de Poisson.

Remarque : On ne peut pas présenter tous les résultats démontrés ici, il faut choisir les résultats que l’on
démontre en fonction de la leçon. Voir le [ZQ] pour les résultats admis.

Preuve théorème de Paul-Lévy. On suppose Xn
L
Ñ

nÑ8
X. Alors, pour tout t P R, la fonction ft : x ÞÑ eitx est

continue bornée, donc ErftpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErftpXqs, c’est-à-dire φXn
ptq ÝÑ

nÑ8
φXptq.

Inversement, on suppose que pφXn
qn converge simplement vers φX . Soit f une fonction continue à support

compact.
´ On suppose que f est de classe C8 à support compact. Alors f P SpRq (l’espace de Schwartz), donc par

bijectivité de la transformée de Fourier, il existe g P SpRq tel que f “ ĝ. Alors : pour tout n P N,

ErfpXnqs “ E
„

ż

R
e´itXngptqdt

ȷ

“

ż

R
Ere´itXnsgptqdt,

d’après le théorème de Fubini. Or, pour tout t P R on a Ere´itXns “ φXnp´tq ÝÑ
nÑ8

φXp´tq “ Ere´itX s, et

|Ere´itXnsgptq| ď |gptq| avec g P SpRq Ă L1pRq, donc par convergence dominée : ErfpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErfpXqs.

´ Dans le cas général, si ε ą 0, par densité il existe une fonction h de classe C8 à support compact tel que
}f ´ h}8 ď ε, alors :

|ErfpXnqs ´ ErfpXqs| ď |ErfpXnq ´ hpXnqs| ` |ErhpXnqs ´ ErhpXqs| ` |ErhpXq ´ fpXqs|

ď 2ε` |ErhpXnqs ´ ErhpXqs|,

d’où ErfpXnqs ÝÑ
nÑ8

ErfpXqs d’après ce qui précède, puis Xn
L
Ñ

nÑ8
X d’après le lemme 1.

Preuve TCL. Quitte à centrer réduire, on peut supposer que m “ 0 et σ2 “ 1. D’après le théorème de Paul-
Lévy, il suffit de montrer que la suite de fonctions pφ Sn?

n
qn converge simplement vers φN p0,1q : t ÞÑ e´t2{2. Or,

pour tout t P R et n ě 1, par indépendance on a :
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φ Sn?
n

ptq “ φřn
i“1

Xi?
n

ptq “

n
ź

i“1

φ Xi?
n

ptq “ φX1

ˆ

t
?
n

˙n

.

La variable X1 admet un moment d’ordre 2, donc la fonction φX1
est de classe C2 et d’après la formule de

Taylor,

φX1

ˆ

t
?
n

˙n

“

ˆ

φX1
p0q `

t
?
n
φ1
X1

p0q `
t2

2n
φ2
X1

p0q `
εn
n

˙n

,

où εn P C ÝÑ
nÑ8

0. Or φX1
p0q “ 1, φ1

X1
p0q “ EriX1s “ 0 et φX1

p0q2p0q “ ´ErX2
1 s “ ´1, d’où

φ Sn?
n

ptq “

ˆ

1 ´
t2

2n
`
εn
n

˙n

ÝÑ
nÑ8

e´t2{2,

d’après le lemme 2. D’où
Sn
?
n

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Preuve application 1. On considère pXnqn des variables i.i.d. de loi Ep1q. On note Sn “
řn`1

k“0 Xk. Alors d’après
le théorème central limite,

Sn ´ pn` 1q
?
n` 1

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Or
b

n`1
n ÝÑ

nÑ8
1 et 1?

n
ÝÑ
nÑ8

0, donc d’après le lemme de Slutsky,

Sn ´ n
?
n

“
Sn ´ pn` 1q

?
n` 1

c

n` 1

n
`

1
?
n

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

On calcule alors lim
nÑ8

ż 1

0

fnptqdt, où fn est la densité de Sn´n?
n

, de deux manières différentes :

1. On utilise ce qui précède, la convergence en loi étant équivalente à la convergence simple des fonctions de
répartition au points de continuité de la fonction de répartition limite, on obtient :

lim
nÑ8

ż 1

0

fnptqdt “
1

?
2π

ż 1

0

e´t2{2dt.

2. On utilise la loi Gamma, puisque Ep1q „ Γp1, 1q, on a : Sn „ Γpn` 1, 1q, donc
ż 1

0

fnptqdt “

ż 1

0

?
nfSn

p
?
nt` nqdt

“

?
n

Γpn` 1q

ż 1

0

p
?
nt` nqne´pn`t

?
nq1tě´

?
ndt

“

?
n

n!

´n

e

¯n
ż 1

0

ˆ

1 `
t

?
n

˙n

e´t
?
ndt,

avec
ż 1

0

ˆ

1 `
t

?
n

˙n

e´t
?
ndt ÝÑ

nÑ8

ż 1

0

e´t2{2dt par convergence dominée, donc par unicité de la limite on

déduit
?
n

n!

´n

e

¯n

ÝÑ
nÑ8

1
?
2π
,

d’où la formule de Stirling.

Preuve application 2. On considère des VA pXnqn i.i.d. de loi Ppλq où λ ą 0 est à estimer. On note Xn “
1
n

řn
k“1Xk. D’après le théorème central limite, on a

c

n

λ
pXn ´ λq

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.
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Or, d’après la loi des grands nombres, Xn est un estimateur fortement consistant de λ et par stabilité de la
convergence presque sûre par les fonctions continues,

b

λ
Xn

ps
Ñ

nÑ8
1, donc en particulier

b

λ
Xn

P
Ñ

nÑ8
1. Ainsi,

d’après le lemme de Slutsky,

c

n

Xn

pXn ´ λq “

c

n

λ
pXn ´ λq

d

λ

Xn

L
Ñ

nÑ8
N p0, 1q.

Ainsi, si α Ps0, 1r, et q est le quantile d’ordre 1 ´ α{2 de la loi N p0, 1q, alors on a

P
ˆ

´q ď

c

n

Xn

pXn ´ λq ď q

˙

ÝÑ
nÑ8

1 ´ α,

ce qui donne l’intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 ´ α pour λ :
»

–Xn ˘ q

d

Xn

n

fi

fl

Questions :
1. Est-ce-que convergence en loi implique convergence en probabilité en général ?
2. Pourquoi a-t-on besoin du lemme 2 ?

Réponses :
1. Non, on a l’implication si la limite est constante.
2. Pour éviter le recours au log complexe.
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3.14 Marche aléatoire sur Zd

Leçons : 264, 266.

Référence : [Ben].

Prérequis : définition et propriétés de base chaînes de Markov, états récurrents/transcients, formule de Stirling,
théorèmes de Fubini.

La marche aléatoire sur Zd est définie par récurrence par X0 “ 0, et Xn`1 “ Xn`θn`1, où pθnqn est une suite de
VA i.i.d. de loi uniforme sur les vecteurs de la base canonique t˘e1, ...,˘edu. On admet les deux lemmes suivants :

Lemme 1 (admis) : L’état x est récurrent si et seulement si
ř

kě0 P
kpx, xq “ 8, où P kpx, yq est la probabilité

d’arriver sur y en partant de x en k étapes.

Lemme 2 (admis) : Soit ϕ : R Ñ R une fonction mesurable, }.} une norme sur Rd. Alors la fonction ϕ ˝ }.}
est intégrable si et seulement si la fonction d’une variable réelle positive t ÞÑ td´1ϕptq est intégrable.

Théorème : Pour d “ 1 et 2, la marche aléatoire est récurrente. Pour d ě 3, elle est transciente.

Preuve. La marche aléatoire est irréductible, donc tous les états sont de même nature. Il suffit ainsi de regarder
la nature de l’état 0, c’est à dire la nature de la série

ř

kě0 P
kpx, xq “

ř

kě0 PpXk “ 0q d’après le lemme 1. Or,
on peut montrer par récurrence que pour tout n ě 0, }Xn}1 “

řd
j“1 |X

pjq
n | est de même parité que n, donc pour

tout k impair, PpXk “ 0q “ 0. On s’intéresse donc à la série
ř

kě0 PpX2k “ 0q.

1. Pour d “ 1 : pour n “ 2k pair, pour revenir en 0 en n étapes il faut se déplacer autant de fois à gauche
qu’à droite. Ainsi :

PpXn “ 0q “

ˆ

2k

k

˙ ˆ

1

2

˙2k

“
p2kq!

k!24k
,

donc d’après la formule de Stirling,

PpXn “ 0q „
nÑ8

1
?
πk
,

donc la série
ř

kě0 PpX2k “ 0q est divergente et l’état 0 est récurrent.
2. Pour d “ 2 : on note pour tout k ě 0, Xk “ pX1

k , X
2
kq et θk “ pθ1k, θ

2
kq. On considère les variables aléatoires

définies par
Sk “ θ1k ` θ2k, Tk “ θ1k ´ θ2k.

On peut montrer, en dressant le tableau des valeurs possibles pour θk, que Sk et Tk sont des variables
aléatoires indépendantes et de même loi de Rademacher, et ainsi p

řn
k“1 Skq

n
et p

řn
k“1 Tkq

n
définissent

des marches aléatoires sur Z. On en déduit alors :

PpX2k “ 0q “ PpX1
2k “ X2

2k “ 0q

“ PpX1
2k `X2

2k “ X1
2k ´X2

2k “ 0q

“ P

˜

2k
ÿ

i“1

Si “

2k
ÿ

i“1

Ti “ 0

¸

“ P

˜

2k
ÿ

i“1

Si “ 0

¸

P

˜

2k
ÿ

i“1

Ti “ 0

¸

„
kÑ8

1
?
πk

1
?
πk

“
1

πk
,

donc la série
ř

kě0 PpX2k “ 0q est divergente et l’état 0 est récurrent.
3. On suppose maintenant d ě 3. On note φ la fonction caractéristique de θ1. On va montrer dans un premier

temps que
ÿ

kě0

PpX2k “ 0q “
1

p2πqd

ż

r´π,πsd

1

1 ´ φ2ptq
dt,
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puis que cette intégrale est finie. On pose, pour tout x P Rd,

Idpxq “
1

p2πqd

ż

r´π,πsd
eixx,tydt

“
1

p2πqd

ż

r´π,πsd
ei

řd
j“1 xjtjdt

“

d
ź

j“1

1

2π

ż π

´π

eixjtjdtj

“ 1tx“0u.

Ainsi, on en déduit, d’après le théorème de Fubini :

ÿ

kě0

PpX2k “ 0q “
ÿ

kě0

Er1tX2k“0us “
ÿ

kě0

ErIdpX2kqs

“
ÿ

kě0

1

p2πqd
E

«

ż

r´π,πsd
eixX2k,tydt

ff

“
ÿ

kě0

1

p2πqd

ż

r´π,πsd
φX2k

ptqdt

“
ÿ

kě0

1

p2πqd

ż

r´π,πsd
φptq2kdt

“
1

p2πqd

ż

r´π,πsd

1

1 ´ φ2ptq
dt,

d’après le théorème de Fubini-Tonelli. Montrons à présent que l’intégrale est finie. On a :

@t P R, φptq “ Ereixt,θ1ys “ E
”

ei
řd

j“1 tjθ
j
1

ı

“

d
ÿ

j“1

1

2d
peitj ` e´itj q “

1

d

d
ÿ

j“1

cosptjq

donc la fonction 1´φ2 s’annule en p0, ..., 0q, pπ, ..., πq et p´π, ...,´πq. On regarde par exemple en p0, ..., 0q,
les autres cas étant analogues :

φ2ptq “

˜

1

d

d
ÿ

j“1

cosptjq

¸2

“
tÑ0

1

d2

˜

d
ÿ

j“1

p1 ´ t2j{2q ` op}t}2q

¸2

“
tÑ0

˜

1 ´

d
ÿ

j“1

t2j
2d

` op}t}2q

¸2

“
tÑ0

1 ´

d
ÿ

j“1

t2j
d

` op}t}2q,

d’où
1

1 ´ φ2ptq
„

tÑ0

d

}t}2
. Or, d’après le lemme 2, la fonction t ÞÑ 1

}t}2 est intégrable en 0 si et seulement

si la fonction t ÞÑ td´1t´2 “
1

t´d`3
est intégrable en 0, soit si et seulement si d ą 2. Donc, pour d ě 3, la

série
ř

kě0 PpX2k “ 0q est convergente et l’état 0 est transcient.

Remarque. Voir [CR] pour la preuve du lemme 1, et [GK] pour la preuve du lemme 2. Vu le raisonnement du
cas d ě 3, on n’a pas forcément besoin de démontrer les cas d “ 1 et d “ 2 (puisqu’on obtient une équivalence),
mais les preuves restent intéressantes et montrent une application de la formule de Stirling.
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3.15 Théorème de Cochran et test du χ2

Leçons : 261, 262, 266.

Références : [GK], [RS].

Prérequis : matrice de projection orthogonale, vecteurs gaussiens, TCL multi-dimensionnel, loi du χ2.

Théorème (Cochran) : Soit X „ Nnp0, Inq. Soit Rn “ E1 ‘ ... ‘ Ep une décomposition en somme directe
orthogonale. On note di “ dimpEiq. Soit πi la matrice de projection orthogonale sur Ei, et Yi “ πiX. Alors :

1. Les Yi sont des vecteurs gaussiens indépendants et Yi „ Ndi
p0, πiq.

2. Les VA }Yi}
2 sont indépendants, et }Yi}

2 „ χ2pdiq.

Corollaire : Soit pX1, ...Xnq des VA i.i.d. à valeurs dans t1, ...,mu. On note pour tout i P t1, ...,mu : Nipnq “
řn

k“1 1tXk“iu et πi “ PpX1 “ iq. Alors :

Dnpπq “

m
ÿ

i“1

pNipnq ´ nπiq
2

nπi

L
Ñ

nÑ8
χ2pm´ 1q.

Preuve du théorème de Cochran. Pour tout k P t1, ..., pu on note pek,1, ..., ek,dk
q une base orthonormée de Ek,

et P la matrice de passage de la base canonique à la base pe1,1, ..., ep,dp
q. On pose Y “ tPX. Alors d’après

les propriétés des vecteurs gaussiens, Y „ Nnp0, tPInP q “ Nnp0, Inq, donc Y est diagonale et les composantes
de Y , qui s’écrivent tei,jX, sont des variables indépendantes. Or la matrice de projection sur Ei s’écrit :
πi “ pei,1...ei,di

q tpei,1...ei,di
q, donc Yi “ πiX “

řdi

j“1p tei,jXqei,j , qui ne dépend que des tei,jX. Ainsi, les pYiq

sont indépendantes, donc les }Yi}
2 aussi. En outre,

Yi “ πiX „ Ndip0, πiIn
tπiq “ Ndip0, πiq,

car πi est une matrice de projection, et puisque les pei,jq forment une base orthonormale :

}Yi}
2 “

di
ÿ

j“1

p tei,jXq2,

et les variables tei,jX „ N p0, 1q sont indépendantes, donc }Yi}
2 „ χ2pdiq. D’où le théorème de Cochran.

Preuve du corollaire. On pose π “

¨

˚

˝

π1
...
πm

˛

‹

‚

, et Npnq “

¨

˚

˝

N1pnq

...
Nmpnq

˛

‹

‚

. On pose aussi, pour tout k ě 1, Yk “

¨

˚

˝

1tXk“1u

...
1tXk“mu

˛

‹

‚

, de sorte que Npnq “
řn

k“1 Yk. Les vecteurs aléatoires pYkqkě1 sont i.i.d., d’espérance commune π,

et de matrice de covariance commune donnée par :

@1 ď i, j ď m, CovrY1si,j “ Covp1tXk“iu, 1tXk“juq

“ Erp1tXk“iu ´ πiqp1tXk“ju ´ πjqs

“ Erδi,j1tXk“ius ´ πiπj ,

soit CovrY1s “ ∆π ´ π tπ “: Γ, où ∆π “

¨

˚

˝

π1
. . .

πm

˛

‹

‚

. Ainsi, d’après le théorème central limite multi-

dimensionnel, on a
Npnq ´ nπ

?
n

L
Ñ

nÑ8
Nmp0,Γq.

On pose f : Rm Ñ R définie par fpxq “
řm

k“1
x2
k

πi
. La fonction f est continue, donc on en déduit

Dnpπq “ f

ˆ

Npnq ´ nπ
?
n

˙

L
Ñ

nÑ8
fpZq,
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où Z „ Nmp0,Γq. Pour conclure, il reste donc à trouver la loi de fpZq. On peut réécrire fpZq “ }U}2 où
U „ Nmp0, Im ´

?
π t

?
πq. Or, on a la décomposition en somme directe orthogonale Rm “ E1 ‘ E2, où

E1 “ Vectp
?
πq et E2 “ EK

1 . Une matrice de projection orthogonale sur E1 est
?
π t

?
π et une matrice de

projection orthogonale sur E2 est Im ´
?
π t

?
π, donc d’après les notations du théorème de Cochran, U a la

même loi que Y2, et donc }U}2 a la même loi que }Y2}2 „ χ2pm´ 1q. D’où finalement Dnpπq
L
Ñ

nÑ8
χ2pm´ 1q.

Remarques :
1. Une autre application importante du théorème de Cochran est la construction d’un intervalle de confiance

de l’espérance d’un n-échantillon de variables de loi normale, lorsque la variance est inconnue (voir Pro-
babilités et statistiques pour l’épreuve de modélisation, Chabanol).

2. Une application importante du corollaire est le test du chi-deux, qui est un test asymptotique : on suppose
que l’on dispose d’un n-échantillon X1, ..., Xn de variables à valeurs dans un ensemble discret et fini, que
l’on note t1, ...,mu pour simplifier. On souhaite mettre en place un test d’adéquation de la loi à une loi
donnée : plus précisément, en gardant les notations du corollaire, on souhaite tester

pH0q : π “ π0 contre pH1q : π ‰ π0,

où π0 est donné. Sous l’hypothèse pH0q, on a

Dnpπ0q “

m
ÿ

i“1

pNipnq ´ nπ0
i q2

nπ0
i

L
Ñ

nÑ8
χ2pm´ 1q,

et sinon, Dnpπ0q ÝÑ
nÑ8

`8 presque sûrement (d’après la loi des grands nombres). On va donc prendre

Dnpπ0q comme statistique de test, et la zone de rejet sera de la forme rs,`8r. Pour trouver s, on utilise
en pratique l’approximation de la loi de Dnpπ0q, lorsque π “ π0, par la loi χ2pm´ 1q, et pour un test de
niveau α, on choisit s tel que PpK ě sq “ α, où K „ χ2pm´ 1q.

Questions :
1. Détailler la formule pour la matrice de projection.
2. Pourquoi si la matrice de covariance d’un vecteur gaussien est diagonale, les variables sont indépendantes ?
3. En général, est-ce-que des variables aléatoires non corréelées sont indépendantes ?
4. On sait que si des variables gaussiennes réelles sont indépendantes, le vecteur associé est gaussien. Donner

un contre-exemple si les variables ne sont pas indépendantes.

Réponses :
1. On utilise la propriété : la matrice de projection orthogonale sur un espace engendré par une base ortho-

gonale pe1, ..., edq est P “ Ap tAAq´1 tA où A “ pe1...edq.
2. Dans le cas de deux variables aléatoires X et Y , si pX,Y q est un vecteur gaussien et CovpX,Y q “ 0, on

montre :
@x, y P R, φpX,Y qpx, yq “ φXpxqφY pyq,

ce qui suffit à démontrer l’indépendance.
3. Non : si X est de loi uniforme sur t´1, 0, 1u et Y “ X2, alors on montre que les variables X et Y sont

non corrélées (i.e. de covariance nulle), mais elles ne sont pas indépendantes.
4. On considère X „ N p0, 1q, ε une variable qui suit une loi de Rademacher (i.e. de loi uniforme sur t´1, 1u),

et Y “ εX, alors on montre que X et Y sont gaussiens non indépendants, mais de somme non gaussienne
(il y a un atome en 0, ce qui n’est pas possible pour une loi normale), donc le vecteur pX,Y q n’est pas
gaussien.
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3.16 Inégalité de Hoeffding et application
Leçons : 229.

Référence : [Berb].

Prérequis : inégalités de convexité, transformée de Laplace, inégalité de Markov, intervalles de confiance.

Lemme : Soit X une VA centrée bornée par 1. Alors : @t P R, LXptq “ EretX s ď et
2

{2.

Théorème (inégalité de Hoeffding) : Soit pXnqn une suite de VA indépendantes centrées et bornées telles
que : pour tout n P N, |Xn| ď cn p.s. Alors, pour tout ε ą 0 et pour tout n ě 1, Pp|Sn| ą εq ď 2 exp

´

´ ε2

2
řn

k“1 c2k

¯

.

Application : Un intervalle de confiance de niveau 1 ´ α du paramètre d’un n-échantillon X1, ...Xn d’une loi
de Bernoulli est

«

Xn ˘

d

2

n
ln

ˆ

2

α

˙

ff

Preuve. Voir [Berb].

Questions :
1. La transformée de Laplace caractérise-t-elle la loi ?
2. Comparer l’inégalité de Hoeffding à l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
3. Connaissez-vous une autre application ?

Réponses :
1. Oui.
2. Un intervalle de confiance obtenu par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev est

„

Xn ˘
1

2
?
nα

ȷ

.

Pour α “ 0.05, Bienaymé-Tchebychev donne un intervalle de confiance plus précis, mais pour α “ 0.02 et
n “ 100, on obtient une précision de 0,35 par Bienaymé-Tchebychev et 0,3 par Hoeffding : la dernière est
meilleure pour des petites valeurs de α.

3. Voir [Berb].
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3.17 Lemme de Morse
Leçons : 171, 206, 214, 215.

Référence : [Rou].

Prérequis : matrices symétriques/antisymétriques, théorème d’inversion locale, formules de Taylor, réduction
des formes quadratiques réelles, signature.

Lemme : Soit A0 P SnpRq inversible. Alors il existe un voisinage V de A0 dans SnpRq et ρ P C1pV,GLnpRqq

tel que : @A P V, A “ tρpAqA0ρpAq.

Théorème : Soit U Ă Rn un ouvert contenant 0 et f : U Ñ R de classe C3. On suppose que 0 est un point
critique non dégénéré de f , et que la forme quadratique d2fp0q est de signature pp, n ´ pq. Alors il existe un
C1-difféomorphisme φ entre deux voisinages V0 et W0 de 0 dans Rn tel que φp0q “ 0, et :

@x P V0, fpxq ´ fp0q “ φ1pxq2 ` ...` φppxq2 ´ φp`1pxq2 ´ ...´ φnpxq2.

Preuve du lemme. On considère la fonction φ : MnpRq Ñ SnpRq définie par φpMq “ tMA0M . On voudrait
appliqur le théorème d’inversion locale (TIL) à la fonction φ en In : pour cela il faut d’abord calculer sa
différentielle. Pour tout H P MnpRq, on a

φpIn `Hq “ A0 ` tpA0Hq `A0H ` tHA0H,

avec tHA0H “
HÑ0

op}H}q, donc on en déduit que φ est différentiable en In et dφpInq : H ÞÑ tpA0Hq ` A0H.

Ainsi, kerpdφpInqq “ tH P MnpRq, A0H P AnpRqu, donc dφpInq n’est pas injective. Pour pouvoir appliquer le
TIL, on va donc considérer une restriction. Puisque MnpRq “ AnpRq ‘ SnpRq, on a MnpRq “ ker dφpInq ‘ F ,
où F “ tH P MnpRq, A0H P SnpRqu. Soit ψ la restriction de φ à F , qui est un SEV de MnpRq. On a In P F
car A0 P SnpRq, donc ψ est différentiable en In et dψpInq “ dφpInq|F . Ainsi, ker dψpInq “ ker dφpInq XF “ t0u

et dψpInq est injective, donc bijective par égalité des dimensions de F et SnpRq. Ainsi, d’après le TIL, il existe
U voisinage de In dans F et V voisinage de A0 dans SnpRq tels que ψ est un C1-difféomorphisme de U Ñ V .
Quitte à considérer U X GLnpRq qui reste encore ouvert, on peut supposer que U Ă GLnpRq. En posant ainsi
ρ “ ψ´1

|U : V Ñ GLnpRq, on obtient le lemme.

Preuve du théorème. Quitte à restreindre U , on peut supposer U convexe. Alors, d’après la formule de Taylor
avec reste intégral à l’ordre 1 :

@x P U, fpxq ´ fp0q “ xdfp0q `

ż 1

0

p1 ´ tqd2fptxqpx, xqdt,

avec dfp0q “ 0 par hypothèse et d2fptxqpx, xq “ txHessfptxqx, donc on peut écrire fpxq ´ fp0q “ txQpxqx où

@x P U, Qpxq “

ż 1

0

Hessfptxqdt P SnpRq,

et on peut déjà remarquer que d’après le théorème de dérivation sous le signe intégral, la fonction Q est de classe
C1 sur U (car la fonction f est de classe C3q. On a Qp0q “ 1

2Hessfp0q P SnpRq et Qp0q P GLnpRq par hypothèse,
donc d’après le lemme il existe un voisinage V de Qp0q dans SnpRq et une application ρ P C1pV,GLnpRqq tel
que :

@A P V, A “ tρpAqQp0qρpAq.

Or Q est continue et à valeurs dans SnpRq, donc il existe un voisinage W de 0 dans Rn tel que QpW q Ă V .
Ainsi :

@x P W, fpxq ´ fp0q “ txQpxqx “ tρpQpxqqQp0qρpQpxqq.

Or par hypothèse, la forme quadratique d2fp0q est de signature pp, n´pq, donc il existe une matrice P P OnpRq

tel que Qp0q “ tP

ˆ

Ip p0q

p0q ´In´p

˙

P , et donc :

@x P W, fpxq ´ fp0q “ tφpxq

ˆ

Ip p0q

p0q ´In´p

˙

φpxq

“ φ1pxq2 ` ...` φppxq2 ´ φp`1pxq2 ´ ...´ φnpxq2,
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où : @x P W, φpxq “ PρpQpxqqx. On a donc l’égalité souhaitée, mais φ n’est pas forcément un C1-difféomorphisme :
on va donc appliquer le TIL en 0 pour conclure. On a :

φphq “ PρpQphqqh

“
hÑ0

P pρpQp0qq ` op1qqh

“
hÑ0

φp0q ` PρpQp0qqh` op}h}q,

car ρ et Q sont de classe C1. Ainsi, on en déduit que φ est différentiable en 0 et dφp0q : h ÞÑ PρpQp0qqh, avec
PρpQp0qq inversible, donc on en déduit que dφp0q est inversible et donc d’après le TIL, il existe deux voisinages
V0 et W0 de 0 tels que φ : V0 Ñ W0 est un C1-difféomorphisme. On a donc le résultat voulu.

Questions :
1. Quelles sont les conditions sur la fonction f pour que la hessienne soit symétrique ?
2. Applications ?

Réponses :
1. Il faut que f soit de classe C2.
2. Voir [Berb].
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3.18 Méthode du gradient à pas optimal
Leçons : 149, 158, 162, 219, 226, 229, 253.

Référence : [Berb].

Prérequis : gradient, extrémas, théorème spectral.

On considère A P S``
n pRq, b P Rn non nul. On note }.} la norme euclidienne sur Rn et }.}A la norme associée

au produit scalaire défini par px, yq “ xx,Ayy. On note λ1 “ λmin, ..., λmax “ λn les valeurs propres de A
comptées avec multiplicité.

Proposition 1 (admise) : La fonction ϕ : x ÞÑ 1
2xAx, xy ´ xb, xy est différentiable, et atteint son unique

minimum en x “ A´1b. En outre, pour tout x P Rn, ∇ϕpxq “ Ax´ b “ Apx´ xq.

Lemme (Kantorovitch) : Pour tout x ‰ 0,
}x}4

}x}2A}x}2
A´1

ě 4
λminλmax

pλmax ` λminq2
.

Définition (gradient à pas optimal) : Soit x0 ‰ x. La méthode du gradient à pas optimal consiste à
considérer pxkqk la suite définie par récurrence par xk`1 “ xk ´ αk∇ϕpxkq, où

αk “ argmin
tě0

ϕpxk ´ t∇ϕpxkqq.

Proposition 2 (admise) : On a αk “
}∇ϕpxkq}

2

}∇ϕpxkq}2A
, et x∇ϕpxkq,∇ϕpxk`1qy “ 0.

Théorème : La suite pxkqk converge vers x, et il existe une constante C telle que pour tout k ě 0,

}xk`1 ´ x} ď C

ˆ

λmax ´ λmin

λmax ` λmin

˙k`1

}x0 ´ x}.

Remarques : J’admets ici la proposition 2, car elle est calculatoire et à mon avis il est mieux de prendre le
temps d’expliquer le principe et de faire un dessin au tout début.

Preuve : Voir [Berb].

Questions :
1. Détailler la proposition 1.
2. L’inégalité de Kantorovitch est-elle optimale ?
3. Quel avantage par rapport au pivot de Gauss ou la méthode de Cholesky ?

Réponses :
1. La fonction ϕ est coercive et strictement convexe donc elle admet un unique minimum. Elle est aussi

différentiable et on peut montrer qu’elle admet un unique point critique, donc c’est forcément le point qui
réalise son minimum.

2. Oui, si on prend A “ In, l’inégalité est une égalité.
3.
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3.19 Théorème des extrémas liés
Leçons : 151, 159, 206, 215, 219, 267.

Références : [Laf], [Rou].

Prérequis : formes linéaires, base duale/antéduale, sous-variétés, espace tangent.

Définition : Une partie M Ă Rn est une sous-variété de dimension d si pour tout m P M , il existe un voisinage
U de m dans M et φ : U Ñ φpUq un C1-difféomorphisme tel que

φpU XMq “ φpUq X rRd ˆ t0un´ds.

Définition équivalente (admise) : Une partie M Ă Rn est une sous-variété de dimension d si pour tout
m P M , il existe un voisinage U de m dans M et une application différentiable F : U Ñ Rn´d telle que
F´1pt0uq “ M X U et dF pmq est surjective.

Lemme : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, b1, ...bk des formes linéaires indépendantes sur E et
a P E˚ tel que

Şk
i“1 kerpbiq Ă kerpaq. Alors il existe des scalaires λ1, ...λk tels que a “

řk
i“1 λibi.

Théorème : Soient U Ă Rn un ouvert, f, g1, ..., gk P C1pUq et M “ tx P U, g1pxq “ ... “ gkpxq “ 0u. Si f|M

admet un extremum local en m P M et les formes dgipxq sont linéairement indépendantes pour tout x P U ,
alors il existe des scalaires λ1, ..., λk (appelés multiplicateurs de Lagrange) tels que

dfpmq “

k
ÿ

i“1

λidgipmq.

Preuve du lemme. La famille pb1, ..., bkq est une famille libre d’éléments de E˚, on la complète donc en une base
pb1, ..., bnq de E˚. Soit pe1, ..., enq la base antéduale associée. Alors

k
č

i“1

ker bi “ Vectpek`1, ..., enq.

On a a P E˚, donc il existe λ1, ..., λn tel que a “
řn

i“1 λibi, et donc d’après l’hypothèse,

@i P tk ` 1, ..., nu, 0 “ apeiq “ λi,

donc a P Vectpb1, ..., bkq.

Preuve du théorème. Les étapes de la preuve sont :
1. On montre que M est une sous-variété de Rn.
2. On montre que TmM “ T :“

Şk
i“1 kerpdgipmqq en montrant une inclusion puis l’égalité des dimensions.

3. On montre que TmM Ă kerpdfpmqq, puis on conclut avec le lemme.

Etape 1. On considère la fonction F : U Ñ Rk définie par F pxq “ pg1pxq, ..., gkpxqq. Alors F´1pt0uq “ M , F est
bien de classe C1 car les gi le sont, et pour tout x P U , dF pxq “ pdg1pxq, ...,dgkpxqq est surjective car les formes
linéaires pdgipxqq sont linéairement indépendantes par hypothèse. Ainsi, d’après la caractérisation équivalente
des sous-variétés, M est une sous variété.

Etape 2. Montrons d’abord TmM Ă T . Soit v P TmM , il existe alors un segment I Ă R centré en 0 et γ : I Ñ M

un chemin de classe C1 tel que γp0q “ m et γ1p0q “ v. Par définition de M , pour tout i P t1, ..., ku, gi ˝ γ “ 0,
donc en dérivant et en évaluant en 0 : dgipγp0qqpγ1p0qq “ 0, soit dgipmqpvq “ 0, donc v P ker dgipmq.

Montrons à présent l’égalité des dimensions. Par définition d’une sous-variété, il existe V un voisinage ouvert
de m et φ : V Ñ φpV q un C1-difféomorphisme tel que φpV XMq “ φpV q X rRn´k ˆ t0us. On peut supposer que
φpmq “ 0. Montrons que TmM “ dφpmq´1pRn´k ˆ t0uq, ce qui suffira pour conclure que dimpTmMq “ n´ k “

dimT . On procède par double inclusion.
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´ Soit v P TmM : il existe γ :s ´ ε, εrÑ M un chemin de classe C1 tel que γp0q “ m et γ1p0q “ v. On a
γp0q “ m P M X V donc par continuité on peut supposer que ε est assez petit pour que γ soit à valeurs
dans M X V . Alors φ ˝ γ est un chemin de classe C1 à valeurs dans Rn´k ˆ t0u, donc puisque Rn´k ˆ t0u

est fermé, sa dérivée est aussi à valeurs dans Rn´k ˆ t0u, or pφ ˝ γq1p0q “ dφpγp0qqpγ1p0qq “ dφpmqpvq,
donc v P dφpmq´1pRn´k ˆ t0uq.

´ Soit v P dφpmq´1pRn´k ˆ t0uq. On note w “ dφpmqpvq. L’application ϕ : t ÞÑ tw est continue, et
ϕp0q “ 0 “ φpmq P φpV q, donc on peut considérer ε assez petit tel que ϕps ´ ε, εrq Ă φpV q. On a alors
ϕps ´ ε, εrq Ă φpV q X rRn´k ˆ t0us “ φpV X Mq, donc en posant γ “ φ´1 ˝ ϕ, γ est un chemin de classe
C1, à valeurs dans M , avec γp0q “ φ´1p0q “ m, et γ1p0q “ dφ´1pϕp0qqpϕ1p0qq “ dφpφ´1p0qq´1pwq “ v,
donc v P TmM .

Etape 3. Si v P TmM et γ : I Ñ M est un chemin de classe C1 tel que γp0q “ m et γ1p0q “ v, alors puisque m
est un extremum local de f , 0 est un extremum local de f ˝γ et 0 “ pf ˝γq1p0q “ dφpmqpvq. Donc v P kerpdfpmqq.

On en déduit ainsi le théorème d’après le lemme.

Questions :
1. Applications ?

Réponses :
1. On retrouve le théorème spectral. On peut aussi montrer l’inégalité arithmético-géométrique (voir [Goub]

p319) et une caractérisation de SOnpRq (voir [BMP]).
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3.20 Surjectivité de l’exponentielle matricielle
Leçons : 156, 204, 214.

Référence : [Zav].

Prérequis : connexité, théorème d’inversion locale.

Lemme : Soit A P MnpCq. On note CrAs “ tP pAq, P P CrXsu. Alors CrAsˆ “ CrAs X GLnpCq et CrAsˆ est
un ouvert connexe par arcs de CrAs.

Théorème : L’application exp :MnpCq Ñ GLnpCq est surjective.

Preuve. Voir [Zav].

Questions :
1. Qu’en est-il de l’exponentielle matricielle réelle ?
2. Donner des exemples de matrices A,B telles que exppA`Bq ‰ exppAq exppBq.

Réponses :
1. On peut montrer que exppMnpRq “ tA2, A P GLnpRqu : l’inclusion directe est vraie et si P “ A2 avec
A P GLnpRq, alors en particulier A P GLnpCq donc A “ exppBq avec B P MnpCq. Or A est réelle donc on
a aussi A “ A “ exppBq, ainsi

P “ A2 “ exppBq exppBq “ exppB `Bq “ exppCq,

où C “ B `B P MnpRq.
2.
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3.21 Simplicité de SO3pRq

Leçons : 103, 108, 204.

Référence : [FGNb] p67.

Prérequis : propriétés de SO3pRq (engendré par les retournements, agit transitivement sur les droites).

Théorème : Le groupe SO3pRq est simple.

Preuve. Soit G un sous-groupe distingué de SO3pRq.
1. On suppose d’abord que G est connexe par arcs et G ‰ tidu. On veut montrer que G “ SO3pRq, pour cela

on va montrer que G contient tous les retournements. Puisque SO3pRq agit transitivement sur les droites,
il suffit de montrer que G contient un retournement, c’est-à-dire une rotation d’angle π (puisqu’on est en
dimension 3).

Pour cela, il suffit de montrer que G contient une rotation r d’angle ˘π{2, puisque dans ce cas R “ r2 sera
une rotation d’angle π. On considère pour cela l’application continue φ qui à un élément g P G d’angle θ
associe cospθq “

Trpgq´1
2 : il s’agit alors de trouver r tel que φprq “ 0.

Pour cela, on montre qu’il existe s P G tel que φpsq ď 0, car dans ce cas : puisque G est connexe par arcs
et id P G, il existe un chemin continu γ dans G de s à id. La fonction ψ : t ÞÑ

Trpγptqq´1
2 est donc continue,

avec ψp0q “ 1 ą 0 et ψp1q ď 0, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe t0 P r0, 1s

tel que ψpt0q “ 0. Ainsi, r :“ γpt0q est une rotation d’angle ˘π{2. Montrons ainsi qu’il existe s P G tel
que φpsq ď 0 : puisque par hypothèse G ‰ tidu, il existe g P G avec g ‰ id. Soit θ son angle. Quitte à
considérer g´1, on peut supposer que θ Ps0, πs.

´ Si θ P rπ{2, πs, alors s “ g convient.
´ Sinon, 0 ă θ ă π{2, donc en posant N “ t π

2θ u, on a π
2 ă pN ` 1qθ ă π

2 ` θ ă π, donc s “ gN`1

convient.
Ainsi, il existe r rotation d’angle ˘π{2, et R “ r2 est une rotation d’angle π, i.e. un retournement. On
note ∆ son axe.

Montrons alors pour finir que G contient tous les retournements : soit u un retrounement et D son axe.
Puisque SO3pRq agit transitivement sur les droites, il existe g P SO3pRq tel que g∆g´1 “ D. Or gRg´1

est un retournement (car semblable à R qui est un retournement), et gRg´1pDq “ D, donc son axe est D.
Ainsi, par unicité, gRg´1 “ u et donc u P G. Ainsi, G contient tous les retournements, donc G “ SO3pRq.

2. Dans le cas général, on considère G0 la composante connexe par arcs de id dans G. On peut alors montrer
alors que G0 est également un sous-groupe distingué de SO3pRq. Si G0 ‰ tidu, alors G0 “ SO3pRq d’après
le premier point, donc G “ SO3pRq. Si G0 “ tidu, on montre que G “ tidu par l’absurde : on suppose que
G ‰ tidu, il existe alors g P G avec g ‰ G. Soit h P SO3pRq d’angle θ. Pour tout t P r0, 1s, on note ht la
rotation de même axe que h et d’angle θt. L’application t ÞÑ ht est continue (raisonner matriciellement),
donc t ÞÑ htgh

´1¯
t est un chemin continu entre g et hgh´1, d’où hgh´1 est dans la composante connexe

par arcs de g. Or, puisque G0 “ tidu, toutes les composantes connexes de G sont des singletons, donc
hgh´1 “ g, i.e. gh “ hg. Donc g P ZpSO3pRqq “ tidu, d’où la contradiction. Donc G “ tidu.

D’où finalement la simplicité de SO3pRq.

Questions :
1. Montrer que SO3pRq est engendré par les retournements.
2. Pourquoi ZpSO3pRqq “ tidu ?

Réponses :
1. On montre que pour tout u P OnpRq, en notant k “ rgpu´ idq, alors u peut s’écrire comme produit de k

réflexions. Ainsi, si u P SO3pRq avec u ‰ id, alors rgpu´ idq “ 2 donc u peut s’écrire comme produit de 2
réflexions u “ u1u2. Si u1 et u2 sont des retournements, c’est bon, sinon on a u “ p´u1qp´u2q avec ´u1
et ´u2 qui sont des retournements.

2. Si g P SO3pRq commute avec tous les élements de SO3pRq, alors g stabilise toutes les droites (en effet,
si D “ Vectpe1q est une droite, en considérant h le retournement d’axe D, g et h commutent donc les
sous-espaces stables de h sont stables par g, donc en particulier D est stable par g), donc g “ id.
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3.22 Enveloppe convexe de OnpRq

Leçons : 159, 160, 253.

Références : [BMP] p97, [ZQ] p205.

Prérequis : projection sur un convexe fermé, décomposition polaire, dual deMnpKq, théorème de Carathéodory.

Lemme (Hahn-Banach faible) : Soit H un espace de Hilbert réel.
1. Si C est un convexe fermé non vide de H et x P HzC, alors il existe f P H 1 tel que fpxq ą sup

yPC
fpyq.

2. Si A Ă H, alors x P ConvpAq ô @f P H 1, fpxq ď sup
yPA

fpyq

Théorème : L’enveloppe convexe de OnpRq est la boule unité fermée de MnpRq associée à la norme euclidienne
}.}2.

Preuve. Voir les références.
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3.23 Irréductibilité des polynômes cyclotomiques
Leçons : 102, 125, 141, 144.

Référence : [Per] p83.

Prérequis : morphisme de Frobénius, corps de rupture/de décomposition, polynôme minimal d’un élément
algébrique, propriétés polynômes cyclotomiques, factorialité de ZrXs.

Théorème : Pour tout n ě 1, le polynome cyclotomique ϕn est irréductible sur Q et sur Z.

Idée preuve. On considère un corps de décomposition K de ϕn sur Q et ξ P Uˆ
n XK une racine primitive n-ème

de l’unité. On note f P QrXs son polynôme minimal. On va montrer que f est le polynôme minimal de toutes
les racines primitives n-èmes de l’unité, auquel cas puisqu’un polynôme ne peut pas avoir plus de racines que
son degré, on aura degpfq ě φpnq, or f |ϕn et ce sont des polynômes unitaires, donc ϕn “ f est irréductible.

Questions :
1. Expliquer pourquoi ZrXs est factoriel.
2. Dans quels cas peut-on faire la division euclidienne sur Z ?
3. Donner un autre argument pour montrer l’irréductibilité lorsque n “ p est premier.
4. Est-ce-que ϕn est irréductible sur les Fp ?

Réponses :
1. Voir [Per].
2. Si le polynôme par lequel on divise est de coefficient dominant inversible, i.e t˘1u.
3. On utilise le critère d’Eisenstein.
4. Non, on peut montrer que ϕ8 “ X4 ` 1 n’est irréductible sur aucun Fp.
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3.24 Critère d’Eisenstein
Leçons : 121, 122, 141, 142.

Référence : [Goz] p10.

Prérequis : anneaux factoriels, irréductibilité de polynômes.

Soit A un anneau factoriel et K son corps des fractions. Le contenu d’un polynôme P P ArXs, noté CpP q, est
défini par le pgcd des coefficients de P .

Lemme (Gauss) : Pour tout P,Q P ArXs, CpPQq “ CpP qCpQq.

Théorème : Soit P “
řn

i“0 aiX
i P ArXs. On suppose qu’il existe p P A irréductible tel que :

1. @0 ď i ď n´ 1, p|ai.
2. p ∤ an.
3. p2 ∤ a0.

Alors P est irréductible sur K.

Application : Pour tout p premier, le polynôme cyclotomique ϕp est irréductible sur Q.

Remarque : Pour la leçon 121, on prend A “ Z et K “ Q, puis on adapte la preuve.

Idée preuve. Pour le lemme de Gauss, voir [Goz]. Pour le théorème, on suppose par l’absurde que P est réductible
sur K : puisque K est un corps, P s’écrit P : UV avec U, V P KrXs de degrés ě 1. En utilisant le contenu, on
montre que l’on peut écrire P “ RS avec R,S P ArXs de degrés ě 1. On projette alors l’égalité P “ RS dans
l’anneau intègre A{pArXs et on trouve une contradiction.

Questions :
1. Est-ce-que P réductible sur A implique que l’on peut écrire P “ QR avec Q,R P ArXs de degrés ě 1 ?
2. Quel est le lien entre un élément irréductible et premier ?
3. Quel est le lien entre l’irréductibilité sur A et sur K ?

Réponses :
1. Pas si A n’est pas un corps : considérer par exemple 2X sur Z.
2. Un élément premier est irréductible, la réciproque est fausse en général, mais vraie sur un anneau factoriel.
3. Si P P ArXs est non constant, alors P est irréductible sur A si et seulement si P est irréductible sur K et

primitif.
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3.25 Dénombrement des polynômes irréductibles unitaires sur un corps fini
Leçons : 123, 125, 144, 190.

Référence : [Romb] p485.

Prérequis : corps de rupture/de décomposition, formule d’inversion de Möbius, morphisme de Frobénius, théo-
rème de Lagrange.

Soient p un nombre premier et n ě 1. On note Unppq l’ensemble des polynômes de FprXs unitaires irréductibles
de degré n, et Inppq “ |Unppq|. Alors

Inppq “
1

n

ÿ

d|n

µ
´n

d

¯

pd ě 1.

Preuve. Voir [Romb].

Questions :
1. Est-ce-que le corps de rupture d’un polynôme irréductible et son corps de décomposition sont les mêmes ?
2. Rappeler pourquoi un corps fini est de cardinal la puissance d’un nombre premier.

Réponses :
1. Dans le cas général, non : si P “ X3 ´ 2 P QrXs, son corps de rupture est Qrjs qui ne contient pas les

autres racines, et son corps de décomposition est Qr
3
?
2, js. Sur un corps fini, les notions coïncident.

2. Voir [Per] p72.
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3.26 Théorème des deux carrés
Leçons : 121, 122, 126.

Référence : [Per] p56.

Prérequis : anneaux factoriels/principaux/euclidiens, éléments irréductibles/premiers.

On pose Σ “ t a2 ` b2, a, b P N u, et Zris “ t a` ib, a, b P Z u l’anneau des entiers de Gauss.

Lemme (propriétés de Zris) :
1. Zrisˆ “ t˘1, ˘iu.
2. Zris est euclidien.

Lemme : Si p est premier, p P Σ ô p n’est pas irréductible dans Zris.

Proposition : Si p est premier, p P Σ ô p “ 2 ou p “ 1r4s.

Théorème : Soit n P N˚ que l’on écrit n “
ś

p p
vppnq. Alors : n P Σ ô vppnq est pair pour p “ 3r4s.

Remarque : On utilise à un moment le résultat : si A est un anneau intègre et a, b P A, alors A{pa, bq »

pA{paqq{pbq. Ce résultat se démontre en utilisant le 1er théorème d’isomorphisme et les surjections canoniques.

Preuve. Pour les deux lemmes et la proposition, voir [Per]. Pour le théorème :
1. On suppose vppnq pair pour p “ 3r4s. Soit p un diviseur premier de n. Si p “ 2 ou p “ 1r4s, alors d’après

la proposition p P Σ. Si p “ 3r4s, alors vppnq est pair, donc pvppnq P Σ. D’où, puisque Σ est stable par
multiplication, on en déduit que n P Σ.

2. Pour l’implication réciproque, on démontre par récurrence sur n ě 0 la propriété Ppnq :“ "si n P Σ et
p “ 3r4s, alors vppnq est pair".

— Si n “ 0, alors pour tout p “ 3r4s, vpp0q “ 0 est pair, d’où Pp0q.
— On suppose Pp0q, ...,Ppn´ 1q. Soit n P Σ et p “ 3r4s.

— Si vppnq “ 0, ok.
— Sinon, p|n. En écrivant n “ a2 ` b2, on a donc p|pa` ibqpa´ ibq, or d’après la proposition, p R Σ,

donc d’après le lemme, p est irréductible dans Zris. Ainsi, on a par exemple p|a ` ib. Ainsi, p|a

et p|b, donc p2|n, et n
p2 “

´

a
p

¯2

`

´

b
p

¯2

P Σ, et n
p2 ă n, donc par hypothèse de récurrence,

vppn{p2q “ vppnq ´ 2 est pair, d’où vppnq est pair et on a Ppnq.
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3.27 Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques
Leçons : 101, 120, 121, 123, 126, 170, 190.

Référence : [Cala].

Prérequis : action de groupe, équation aux classes, classification des formes quadratiques sur un corps fini,
hyperplan, symbole de Legendre.

Lemme : Soit q premier impair. Pour tout a P F˚
q , |tx P F˚

q , ax
2 “ 1 u| “ 1 `

´

a
q

¯

.

Théorème : Pour tout p, q nombres premiers impairs distincts,
´

p
q

¯ ´

q
p

¯

“ p´1q
pp´1qpq´1q

4 .

Preuve. Voir [Cala].

Remarque : il faut retenir que
´

p
q

¯

“

´

q
p

¯

si p ou q est congru à 1 modulo 4, et
´

p
q

¯

“ ´

´

q
p

¯

sinon.

Questions :
1. Redémontrer la formule d’équation aux classes.
2. Redémontrer la classification des formes quadratiques sur les corps finis.
3. Est-ce-que 15 est un carré modulo 37 ?

Réponses :
1. Voir [Romb].
2. Voir [Romb].
3. On calcule :

ˆ

15

37

˙

“

ˆ

5

37

˙ ˆ

3

37

˙

“

ˆ

37

3

˙ ˆ

37

5

˙

,

d’après la loi de réciprocité quadratique car 37 est congru à 1 modulo 4. Or 37 “ 1r3s et 37 “ 2r5s, donc
ˆ

37

3

˙ ˆ

37

5

˙

“

ˆ

1

3

˙ ˆ

2

5

˙

“ ´1,

car 1 est un carré modulo 3 mais 2 n’est pas un carré modulo 5.
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3.28 Structure des groupes abéliens finis
Leçons : 102, 104, 120, 142.

Référence : [Romb] p28.

Prérequis : racines de l’unité, ordre d’un élément, théorème de Lagrange, exposant d’un groupe fini.

Lemme (admis) : Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe un élément de G d’ordre l’exposant de G.

Lemme 1 : Soit G un groupe abélien fini et H ă G. Alors tout caractère φ : H Ñ C˚ se prolonge en un
caractère sur G.

Lemme 2 : Soient n1|...|nr et m1|...|ms des entiers. Alors pn1, ..., nrq “ pm1, ...,msq si et seulement si pour
tout m P N,

śr
k“1m^ nk “

śs
j“1m^mj .

Théorème : Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe une unique suite d’entiers pn1, ..., nrq (appelés facteurs
invariants) telle que n1|...|nr et G » pZ{n1Zq ˆ ...ˆ pZ{nrZq.

Remarque : Pour les leçons 102, 104 et 120, on démontre le lemme 1 et seulement l’existence du théorème.
Pour la leçon 142, on démontre le lemme 2 et le théorème, en admettant le lemme 1.

Preuve. Voir [Romb].

Questions :
1. Expliquer comment démontrer le lemme admis.
2. Donner la classification des groupes abéliens finis d’ordre ď 8.
3. Donner les facteurs invariants de G “ Z{4Z ˆ pZ{2Zq2 ˆ Z{9Z ˆ Z{3Z ˆ Z{5Z.
4. Donner à un isomorphisme près tous les groupes abéliens finis d’ordre 180.

Réponses :
1. Voir [Romb].
2. Voir [Bera].
3. La liste des facteurs invariants est (2,6,180).
4. Si G est d’ordre 180 “ 22325, une décomposition primaire de G est G » G1 ˆG2 ˆG3, où

´ G1 est d’ordre 4, isomorphe à Z{4Z ou pZ{2Zq2.
´ G2 est d’ordre 9, isomorphe à Z{9Z ou pZ{3Zq2.
´ G3 est d’ordre 5, isomorphe à Z{5Z.

On obtient donc 4 possibilités, à chaque fois on calcule les facteurs invariants, on trouve (180), (3,60), (6,30)
et (2,90). Voir https://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/04_exo_decop_cyc-solution.
pdf pour plus de détails.

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/ 45

https://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/04_exo_decop_cyc-solution.pdf
https://khalid-koufany.perso.math.cnrs.fr/Algebre2/04_exo_decop_cyc-solution.pdf
https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/


Préparation à l’agrégation 2022/2023

3.29 Caractérisation des matrices nilpotentes par la trace + Burnside
Leçons : 106, 149, 157.

Référence : [FGNa] p185.

Prérequis : valeurs propres, trigonalisation, diagonalisation, matrices nilpotentes.

Lemme : Soit A P MnpCq tel que : @k ě 1, TrpAkq “ 0. Alors A est nilpotente.

Théorème : Soit G un sous-groupe de GLnpCq d’exposant fini. Alors G est un groupe fini.

Preuve. Voir [FGNa].

Questions :
1. Dans la preuve, on considère une base de VectpGq. Pourquoi peut-on prendre des éléments de G ?
2. Le lemme est-il encore vrai sur un autre corps ?
3. Pourquoi une matrice diagonalisable et nilpotente est-elle nulle ?
4. Peut-on injecter tout sous-groupe fini dans GLnpCq ?

Réponses :
1. On considère une base G1, ..., Gm P MnpRq de VectpGq : on écrit alors chaque Gi comme combinaison

linéaire d’éléments de G, la famille constituée de tous ces éléments de G est alors génératrice, on en extrait
donc une base et on obtient une base d’éléments de G.

2. Non, sur M2pF2q la matrice I2 n’est pas nilpotente mais pour tout k ě 1, TrpIk2 q “ 0.

3. Si la matrice est nilpotente, sa seule valeur propre est 0, donc si elle est de plus diagonalisable elle est
forcément nulle.

4. Oui d’après le théorème de Cayley.
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3.30 Simplicité de An

Leçons : 103, 104, 105, 108.

Référence : [Romb] p54.

Lemme 1 : Pour n ě 5, An est engendré par les 3-cycles, et les 3-cycles sont conjuguées dans An.

Lemme 2 : Pour n ě 4, le centre de An est trivial.

Théorème : Pour n ě 5, An est simple.

Preuve. Voir [Romb].

Questions :
1. Redémontrer les générateurs de Sn.
2. Redémontrer que deux cycles de même longueur sont conjugués dans Sn.
3. Que se passe-t-il pour n “ 3 et n “ 4 ?
4. Quels sont les sous-groupes distingués de Sn ?
5. Montrer que An est le seul sous-groupe d’indice 2 de Sn.

Réponses :
1. Voir [Romb].
2. Voir [Romb].
3. Si n “ 3, A3 est cyclique d’ordre 3 premier, donc n’admet pas de sous-groupe non trivial, donc est simple.

Si n “ 4, on montre que le sous-groupe H “ tid, doubles transpositionsu est non trivial distingué, donc
A4 n’est pas simple.

4. Pour n ě 5, ce sont tidu, An et Sn.
5. Voir [Bera].
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3.31 Isométries du cube
Leçons : 101, 105, 161, 191.

Références : [Romb] p92, [Calb].

Prérequis : actions de groupe, permutations.

On note C le cube, et S “ tA1, ..., A8u l’ensemble de ses sommets. Pour toute partie P de R3, on note IspP q

(resp. Is`pP q) l’ensemble des isométries (resp. isométries positives) de R3 préservant la partie P .

Lemme 1 (admis) : On a IspCq “ IspSq.

Lemme 2 : IspCq » Is`pCq ˆ Z{2Z.

Théorème : On a Is`pCq » S4 et IspCq » S4 ˆ Z{2Z.

Idée preuve. Pour le lemme 2, on établit une bijection entre IspCq et Is`pCq ˆ x´idy. Pour le théorème, on
montre que toute isométrie φ P Is`pCq conserve l’ensemble D des grandes diagonales du cube : on dispose alors
d’un morphisme d’action Φ : Is`pCq Ñ SpDq. On montre alors que Φ est injective, puis surjective en montrant
que Φ réalise toutes les permutations.

Questions :
1. Donner les isométries du tétraèdre.

Réponses :
1. On a IspT q » S4 et Is`pT q » A4.
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3.32 Déterminant de Gram
Leçons : 152, 161, 191.

Référence : [Goua] p263.

Prérequis : matrices hermitiennes, théorème de projection, calculs de déterminant, déterminant de Cauchy.

Soit E un espace préhilbertien. Pour x1, ..., xn P E, on définit la matrice de Gram : Gpx1, ..., xnq “

pxxi, xjyq1ďi,jďn.

Proposition : La matrice Gpx1, ..., xnq est hermitienne, et elle est inversible si et seulement si la famille
px1, ..., xnq est libre.

Théorème : Soit px1, ..., xnq un famille libre d’élements de E, et F “ Vectpx1, ..., xnq. Alors, pour tout x P E :

dpx, F q2 “
detGpx1, ..., xn, xq

detGpx1, ..., xnq
.

Application : Soit n ě 1 et φ : Rn Ñ R définie par φpa1, ..., anq “
ş1

0
p1 ` a1x` ...` anx

nq2dx. Alors φ admet
un unique minimum atteint qui vaut 1

pn`1q2
.

Preuve. Voir [Goua].

Questions :
1. Démontrer la preuve de formule du déterminant de Cauchy.

Réponses :
1. Voir [Goua] p143.
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3.33 Suite de polygones
Leçons : 149, 152, 155.

Référence : [Goua] p180.

Prérequis : diagonalisation, trigonalisation, racines de l’unité.

Lemme : Soient a0, ..., an´1 P C, ω “ e
2iπ
n , et A la matrice circulante A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 ¨ ¨ ¨ an´1

an´1
. . . . . .

...
...

. . . . . . a1
a1 ¨ ¨ ¨ an´1 a0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

. Alors

detpAq “
śn´1

j“0

řn´1
k“0 akw

jk.

Théorème : Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets sont tz1, ..., znu. On définit par récurrence
une suite de polygones pPkqk par P0 “ P , et pour tout k ě 0, Pk`1 est le polygone dont les sommets sont les
milieux des arêtes de Pk. Alors pPkqk converge vers l’isobarycentre de P .

Preuve. Pour le déterminant circulant, voir [Goua]. Pour le théorème :
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3.34 Décomposition polaire
Leçons : 155, 160.

Référence : [Romb] p824.

Prérequis : diagonalisation, polynômes d’interpolation, valeurs d’adhérence.

Lemme : Pour tout A P S``
n pRq, il existe un unique B P S``

n pRq tel que B2 “ A.

Théorème : L’application Φ : OnpRq ˆS``
n pRq Ñ GLnpRq définie par ΦpO,Sq “ OS est un homéomorphisme.

Application : OnpRq est un sous-groupe compact maximal de GLnpRq.

Preuve. Voir [Romb] pour le lemme et le théorème. Pour l’application : soit G un sous-groupe compact de
GLnpRq tel que OnpRq Ă G. On veut montrer que G “ OnpRq. Soit A P G : d’après la décomposition polaire,
on peut écrire A “ OS avec O P OnpRq et S P S``

n pRq. Alors S “ O´1A P G, puis : pour tout k P Z, Sk P G.
Ainsi, pour toute valeur propre λ de S, la suite pλkqkPZ est bornée : d’où λ “ 1, et puisque S est symétrique
donc diagonalisable, on en déduit S “ In puis A “ O P OnpRq.

Questions :
1. Les résultats sont-ils encore vrais sur C ?
2. La décomposition polaire est-elle encore valable sur MnpRq ?

Réponses :
1. Oui en remplaçant les matrices symétriques par les matrices hermitiennes, et les matrices orthgonales par

les matrices unitaires.
2. L’existence est encore vraie mais on n’a plus l’unicité.
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3.35 Décomposition de Dunford
Leçons : 153, 155, 157.

Référence : [Romb] p688.

Prérequis : sous-espaces caractéristiques, lemme des noyaux, projecteurs, diagonalisation, nilpotence, expo-
nentielle de matrice.

Soit u P LpEq. On suppose χu scindé, on a alors la décomposition en sous-espaces caractéristiques
E “ ‘λPSppuqFλpuq. On note pλ le projecteur sur Fλpuq parallèlement à ‘µ‰λFµpuq.

Lemme : Les projecteurs pλ sont des polynômes en u.

Théorème (Dunford) : Il existe un unique couple pd, νq d’endomorphismes tel que d est diagonalisable, ν est
nilpotent, d et ν commutent et u “ d` ν. En outre, d et ν sont des polynômes en u.

Application : Si A “ D`N est la décomposition de Dunford matricielle de A, alors eA “ eD`eDpeN ´Inq est la
décomposition de Dunford matricielle de eA : ainsi, A est diagonalisable si et seulement si eA est diagonalisable.

Preuve. Voir [Romb].

Questions :
1. Que peut-on dire de la décomposition de Dunford d’une matrice A P MnpRq ?

2. Donner la décomposition de Dunford de la matrice A “

¨

˝

1 1 0
0 2 1
0 0 1

˛

‚.

3. Comment déduit-on la décomposition de Jordan ?

Réponses :
1. Si A P MnpRq, on a une décomposition de Dunford sur C : A “ D ` N avec D,N P MnpCq avec D

diagonalisable sur C et N nilpotente. Puisque A est réelle, on a A “ A “ D ` N , donc par unicité de la
décomposition de Dunford sur C, on en déduit que D et N sont à coefficients réels.

2.
3. On applique la décomposition de Jordan nilpotent sur chaque sous-espace caractéristique à l’endomor-

phisme nilpotent induit.
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3.36 Réduction de Frobénius
Leçons : 148, 151, 153, 154.

Référence : [MM] p41, p61 et p125.

Prérequis : lemme des noyaux, dualité.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u P LpEq.

Lemme 1 : Il existe x P E tel que πu,x “ πu.

Lemme 2 : Soit x P E tel que πu,x “ πu. Alors Eu,x “ Vectpukpxqqk admet un supplémentaire stable par u.

Théorème (Frobénius) : Il existe des sous-espaces E1, ...Er de E tels que
1. E “ ‘r

i“1Ei.
2. Pour tout i, Ei est stable par u et u|Ei

est cyclique.
3. En notant Pi le polynôme minimal de u|Ei

, Pr|...|P1 “ πu.
La suite pP1, ..., Prq est appelée la suite des invariants de similitude de u et elle est unique.

Preuve.

Questions :
1. Montrer que Krus est de dimension degpπuq.
2. Quelle est la dimension d’un sous-espace propre d’une matrice compagnon ?
3. Montrer qu’une matrice est semblable à sa transposée.
4. Quel est le lien avec la réduction de Jordan ?

Réponses :
1. Si d “ degpπuq, on montre que pidE , u, ..., u

d´1q est une famille libre et génératrice de Krus :

´ Libre : si
řd´1

k“0 λku
k “ 0, alors le polynôme

řd´1
k“0 λkX

k, qui est de degré strictement inférieur à πu,
annule u, donc P “ 0, i.e. les λk sont nuls.

´ Génératrice : si v “ P puq P Krus, on effectue la division euclidienne de P par πu : P “ Qπu ` R,
donc en évaluant en u on obtient : v “ Rpuq P VectpidE , u, ..., ud´1q.

2. La dimension est 1 (par exemple en raisonnant avec la caractérisation du rang par les matrices extraites).
3. On montre que les matrices compagnon sont semblables à leur transposée.
4. Voir [MM].
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3.37 Réduction des endomorphismes normaux
Leçons : 154, 160.

Référence : [Romb] p827.

Soit E un espace euclidien.

Lemme 1 : Si u est un endomorphisme normal et F un SEV de E de stable par u, alors FK est stable par u.

Lemme 2 : Si u P LpEq, alors il existe un SEV F de E de dimension 1 ou 2 stable par u.

Théorème : Soit u P LpEq normal. Alors il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice u est

de la forme

¨

˚

˚

˚

˝

Dp

R1 p0q

p0q
. . .

Rr

˛

‹

‹

‹

‚

, où Dp est diagonale et Rk est de la forme Rk “

ˆ

ak ´bk
bk ak

˙

.

Preuve. Voir [Romb].

Questions :
1. Que se passe-t-il si l’espace E est hermitien ?
2. Applications ?

Réponses :
1. Dans ce cas, tout endomorphisme normal est diagonalisable.
2. On retrouve le théorème spectral et le théorème de réduction des endomorphismes antisymétriques et

orthogonaux.

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/ 54

https://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/sacha.quayle/


Préparation à l’agrégation 2022/2023

3.38 Décomposition de LU et de Cholesky
Leçons : 148, 162.

Référence : [All].

Prérequis : algorithme du pivot de Gauss, matrices triangluaires.

Théorème 1 : Décomposition LU.

Théorème 2 : Décomposition Cholesky.

Preuve.

Questions :
1. Quelle sont les complexités ?
2. Pourquoi l’inverse d’une matrice triangulaire inférieure est encore triangulaire inférieure ?

Réponses :
1. Voir [All].
2. Il y a plusieurs arguments : soit on utilise le fait que l’inverse d’une matrice A est un polynôme en A,

et la puissance d’une matrice triangulaire inférieure est triangulaire inférieure. Ou alors, si T P T`
n pRq

est triangulaire inférieure inversible, on considère l’application T`
n pRq Ñ T`

n pRq, M ÞÑ TM , qui est bien
définie, linéaire et injective, donc par égalité des dimensions elle est bijective et il existe M P T`

n pRq tel
que TM “ In, donc T´1 “ M P T`

n pRq.
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3.39 Etude de O(p, q)
Leçons : 106, 156, 158, 170, 171.

Référence : [Cala].

Prérequis : décomposition polaire, formes quadratiques réelles, signature.

On note Opp, qq le groupe des isométries associé à la forme quadratique réelle de signature pp, qq dont la matrice
dans la base canonique est diagpIp,´Iqq.

Théorème (admis) : exp : SnpRq Ñ S``
n pRq est un homéomorphisme.

Théorème : On a un homéomorphisme Opp, qq » Oppq ˆOpqq ˆ Rpq.

Preuve. Les étapes sont :
1. On montre que O(p, qq » pOpnq XOpp, qqq ˆ pS``

n pRq XOpp, qqq, où n “ p` q.
2. On montre Opnq XOpp, qq » Oppq ˆOpqq et S``

n pRq XOpp, qq » Rpq.

Questions :
1. Applications ?

Réponses :
1. On a ainsi que Opp, qq est compact si et seulement si p “ 0 ou q “ 0. Et si p et q sont non nuls, alors
Opp, qq admet 4 composantes connexes.
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