Fiche de cours pour I’épreuve de modélisation (option A)

Sacha Quayle

1 Probabilités

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé.

Rappels de probabilités [App]

— Modes de convergence :
L X, BXsiPweQ, X,(w) - X(w)}) =1.
2. Xp, 5 Xsi:Ve>0,P(|X, — X| >¢) — 0.
3. X, 5 X si | X, — X||, — 0.
4. X, 5 X, si pour toute fonction f continue

bornée, E(f(X,)) — E(f(X)).

L . . ..
— Thm. X,, > X si et seulement si I'une des conditions
suivantes équivalentes est vérifiée :

1. Pour tout t tel que Fx est continue en
t, Fx, (t) > Fx(t).
2. (Paul-Levy) (¢x,, )n CVS vers ¢x.

— Prop. Si X, a densité f, et X a densité f tel que
(fn) CVS vers f, alors X, £x (réciproque fausse, cf
contre-ex (1)).

— Continuous mapping theorem. Soit X,, £ X et f con-
tinue (p.s par rapport a Px.) Alors f(X,,) 5 f(X).

— Slutsky. Si X, 5 X et Y. 5 ¢ constante, alors
(X, Y,) 5 (X, ¢), donc d’aprés le théoreme précédent
X, +Y, L Xtcet XY, £ Xe (pas vrai si limite
pas constante, cf contre-ex (2)).

— Articulation entre les différents modes de convergence
(cf contre-ex (3), (4), (5)) :
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— Soit (X, )nen VA ii.d intégrables.
1. LfGN. 22 S E(X)).

9. LFGN. 5x "B E(X,).
3. TCL. Si E(|X1]?) < o0, en notant o = /V(X).
Alors /n(S2 —E(X,)) 5 N(0,02).

Inégalités classiques

— Inégalité de Bienaymeé-Tchebychev. Si X admet un
moment d’ordre 2 fini, pour tout z > 0,

X
P(|X —E[X]| > 2) < VL[Q]
x
— Inégalité de Hoeffding. Siles variables X; sont bornées
a; < X; < b;, alors pour tout x > 0,

P, )3 0) <o (520,

Statistiques d’ordre [CR]

On considére n VA (X1, ..., X,,) indépendantes de méme loi
de densité f et de FDR F sur R.

— Prop. Les (X;) sont presque tous strement distincts.
On pose (X(;) tels que X(q) < ... < Xy, X(4) est
apppelé statistique d’ordre de rang i de I’échantillon.

— Prop. Le n-uplet (X(y),..., X(5,)) a pour densité

n
(@1, ooy ) = 0l <, | [ ).
i=1

— Exzemple. Siles (X;) suivent une loi uniforme sur [0, ¢],
alors (X(1y,..., X()) a pour densité (z1,...,z,) —

!
n:
tT10<z1<...<:vn<t-

Vecteurs gaussiens [GK]

— Si Xj,...,X,, variables gaussiennes indépendantes,
(X1,...,Xn) est un vecteur gaussien (faux sans
I'indépendance, cf contre-ex (6)).

- Si (Xy,..,X,) vecteur gaussien, les VA sont
indépendantes ssi elles sont non corrélées, i.e. la ma-
trice de covariance est diagonale (faux dans le cas
général, cf contre-ex (7)).

— Soit X ~ Nyg(m,T). Alors AX +b ~ Ny(Am +

b, ATt A).

— TCL multi-dimensionnel. (X,,), suite de VA & valeurs
dans R?, i.i.d. et L2. On note u = E[X;], C sa matrice

de covariance. Alors /n(= > Xj — p) 5 Ny(0,0).

— Théoréme de Cochran. Soit X ~ Ny(m,o?1,;). Soit
Ri=F,®..® E, décomposition en somme directe
orthogonale avec dp = dimFEj. Soit ITj la matrice de
projection orthogonale sur Ej et Y = II; X. Alors :

1. Les Y} sont des vecteurs gaussiens indépendants
et Y, ~ Nd(Hkm, O'ZHk).
2. Les VA ||Y, — Iym|? sont indépendantes et

C.ml?
Y Ezka ~ \2(dy).



Corollaire. Soit (Xi,...,X,,) un échantillon de loi
N(m,o?). Alors X, et S2 (cf définitions moyenne
et variance empiriques) sont indépendantes, X,, ~
N(m,o%/n) et (n—1)S2/0% ~ x2(n — 1).

Application. Test du chi-deux, cf plus loin.

Simulation de variables aléatoires

2

Fonction de répartition inverse généralisé d’'une VA

X deFDR F: F~(u) =inf{z e R, F(z) > u}.

Si U ~ U(0,1), F~(U) admet F pour fonction de
répartition. On peut donc simuler la VA X en cal-
culant F'~.

Meéthode d’acceptation-rejet pour loi uniforme. Soient
B c A c R? bornés, (X,,), iid. de loi U(A). Si
Y, = 1p5(X,) et T = inf{n > 1, X,, € B}, alors
Xr ~U(B).

Meéthode d’acceptation-rejet général. Soit f densité de
proba et (X,Y’) couple de loi uniforme sur {(z,y) €
R2 0 <y < f(x)} (simulé avec thm précédent). Alors
X~ f.

Méthode Box-Muller pour loi normale. Soient R tel
que R? ~ £(1/2) et 6 ~ U(0,27), VA indép. Alors
X = Rcosf et Y = Rsin6 sont indép. et de méme loi
N(0,1).

Martingales [CR]

Espérance conditionnelle

— Déf espérance conditionnelle. Si B sous-tribu de F et

X € L', E[X|B] est P'unique variable Y intégrable et
B-mesurable telle que pour tout B € B, E[X1p] =
E[Y15].

— Propriétés analogues a celles de I'espérance : linéarité,

croissance, convergence monotone, lemme de Fatou,
convergence dominée, Jensen.

— Propriétés spécifiques :

1. L’espérance conditionnelle est intégrable et

E[E[X]|B]] = E[X].
2. Si X est B-mesurable, E[X|B] = X.

3. Si X, Z intégrables avec X7 intégrable et Z B-
mesurable, alors E[X Z|B] = E[X|B]Z.

4. Si By © By sous-tribus, alors E[E[X|B;]|Bz] =
E[E[X|B:]|B1] = E[X|Bi].

5. Si o(X) indépendante de B, alors E[X|B] =
E[X].

Martingales

— Déf. Une filtration est une suite croissante (F,,) de

sous-tribus de F. Un processus (X,,) est adapté (resp.
prévisible) par rapport a cette filtration si X,, est J,-
mesurable (resp. F,,_j-mesurable). Si la filtration est
implicite, on dira juste que le processus est adapté
(resp. prévisible).

Ezemple. Si (X,) processus, la filtration canonique
définie par F,, = o(Xo, ..., X;,) est une filtration.

Déf martingale. (X,,) est une martingale (resp. sur-
martingale, resp. sous-martingale) par rapport & (F,,)
si, pour tout n, X,, est intégrable, (X,,) est adapté et
E[X,+1|Fn] = (vesp. < resp. =) X,,.

Remarque. Les martingales ont été introduites en lien
avec les jeux de hasard, X,, représente la fortune du
joueur a la n-ieme partie et la propriété de martingale
signifie que le jeu est équilibré.

Ezemples.

1. Si X VA intégrable, alors X,, = E[X|F,,] définit
une martingale (martingale de Doob).

2. Si (X,,) VA indépendantes centrées avec X = 0,
alors S, = Xg + ... + X, définit une martingale
par rapport a la filtration canonique.

3. Si (Sy) marche aléatoire de loi pdy + (1 — p)d_1,
la marche est une martingale si p = 1/2, une sur-
martingale si p < 1/2 et une sous-martingale si
p>1/2.

Prop (espérance constante). Si (X,) martingale,
E[X,] = Xo.

Prop. Si (X,,) martingale et ¢ convexe, (¢(X,,)) sous-

martingale : application avec ¢(z) = |z| ou p(z) = 2.

Temps d’arrét et convergence des martin-
gales

Déf temps d’arrét. VA T & valeurs dans N telle que
pour tout n € N, {T = n} € F,,. Le processus arrété
associé & un processus adapté (X,,) est X7 = (X, .7).

Ezemples. Temps constant T = k, temps d’atteinte.

Thm. Si (X,) martingale (resp. sur-martingale,
resp. sous-martingale) et T' temps d’arrét, le processus
arrété est une martingale (resp. sur-martingale, resp.
sous-martingale). Si T est presque slirement fini, alors
Xn/\T E’ XT-

Théoréme d’arrét borné. Si (X,) martingale (resp.
sur-martingale, resp. sous-martingale) et T temps
d’arrét borné par un entier N, alors E[Xo] = E[X 7] =
E[Xn] (resp. E[Xo] > E[Xr] > E[Xn], resp.
E[Xo] < E[X7] < E[XN]).

Théoréme d’arrét non borné. Si (X,) martingale
(resp. sur-martingale, resp. sous-martingale) et T
temps d’arrét presque stirement fini tel que E[| Xr|] <
w et E[lr=,X,] — 0, alors E[X7] = E[X(] (resp.
E[Xo] = E[XT], resp. E[Xo] < E[XT])



— Applications du thm d’arrét. — Déf. Temps d’atteinte de Uétat j : T; = inf {n >

1, X,, = j}. Nombre de visites : N; = 1x, —;.
1. Si (X,) sous-martingale positive, alors pour n =7} bt VSIS I 2”20 K=

tout A > 0, P( max Xz >2) < E[X.] " — FEtat récurrent/tmnscz’e@t, L.’état j est récurrent s%
o<k<n Y P;(T; < o) = 1, transcient sinon. Il est récurrent si

P ( sup X, > )\> < 9P IE[Xk] et seulement si la série >, _p}; converge.
ke A — Etat récurrent positif/nul. Un état récurrent j est

2. Si (X,,) sur-martingale positlige;( alors pour tout positif si E;[T}] < oo et nul sinon.
A>0,P orél}?é{nXk > A) < [ h\ 0]- — Prop. La périodicité, la transcience, la récurrence
positive et la récurrence nulle sont des propriétés de
— CV p.s pour bornée L'. Si (X,) martingale bornée classe. Par ex, si la chaine est irréductible sur un es-
dans L', alors (X,) converge p.s (encore vrai pour sur pace d’états fini, elle est récurrente positive.

ou sous-martingale).
ale) — Ezemple. La marche aléatoire sur Z¢ est récurrente

— CV p-S et L2 pour bornée L2. Sl (Xn) martingale pour d = ]_7 2 et transitoire si d > 3.
bornée dans L2, alors (X,,) converge dans L? et p.s.

vers une VA X, vérifiant Xy, = E[Xoo|Fn]. Lois invariantes et théoréme ergodique

— On peut démontrer la loi forte des grands nombres

" ; — Déf mesure/proba stationnaire. Loi de mesure / prob-
grace aux martingales (cf [Ben)])

abilité p telle que p = pP.
— Théoréme ergodique (cas fini). Soit (X,) chaine de

3 Chaines de Markov [CR] [Ben] Markov sur espace d’états fini. Elle possede au moins
U . une loi de proba invariante. Si de plus la chaine est
Définitions et propriétés irréductible, il y a unicité et elle est donnée par
1

Soit E un ensemble fini ou dénombrable. (1) = =
MY = BT
— Déf chaine de Markov. (X,,) & valeurs dans E est une

chaine de Markov si pour tout (o, ..., zx+1) dans E, Si de plus la chaine est est apériodique, alors quelle que

soit la loi initiale, (X,,) converge en loi vers ["unique
P(Xpi1 = Trs1|Xo = o, ooy X = T1) proba invariante.

= P(Xkt1 = 2h41| Xy = ). — Théoréme ergodique (cas général). Soit (X,) chaine

irréductible récurrente. Alors la chaine admet une

On note Pzy = IPJ(AXIH-l = y|Xk = :C) et P = . . . .
mesure invariante, et toutes les mesures invariantes

(p(z,Y))z,yer la matrice de transition.

sont proportionnelles.  Si de plus la chalne est
— Ezemples. Chaine a deux états, urne d’Ehrenfest, récurrente positive, il existe une unique loi de proba
marche aléatoire sur Z ou Z¢ (cf [CR]). invariante, donnée par
, 1
— Relation de Chapman-Kolmogorov. Si uy, est la loi de p(i) = ma
Xi, alors pi,1 = poP" et P(X,, = y|Xo = 2) = e
P"(z,y). On note P, (X, =y) = P(X,, = y|Xo = x). et pour toute fonction f u-intégrable,
n—1
— Propriété de Markov faible. Conditionnellement a l Z f(Xy) »3 de,u-
X, = x, la suite (X, 1) est une chaine de Markov, n o

indépendante de Xj,..., X,,_1, de méme matrice de

. A Si de plus la chaine est apériodique, alors quelle que
transition et de loi initiale d,,.

soit la loi initiale, (X,) converge en loi vers I'unique
— Propriété de Markov forte. Si T temps d’arrét, condi- proba invariante.
tionnellement & T' < o0 et T' = ¢, la suite (X7 x)x est

N R — Remarques.
une chaine de Markov, indépendante de X, ..., X,,_1,
de méme matrice de transition et de loi initiale dx;,. 1. Si P et 'P sont stochastiques, alors la loi uni-
On a donc, par exemple, la prop de Markov en rem- forme est invariante.
plagant 7" par le temps d’atteinte (cf déf en dessous). 2. Sila chaine posseéde une seule classe récurrente on
a les mémes conclusions. Si elle possede plusieurs
Classification des états classes récurrentes, sur chacune de ses classes

il y a une unique loi de proba invariante, et
toute combinaison convexe de ces probas est une
mesure invariante.

— Déf. Etats accessibles, états qui communiquent entre
eux, classes, chaine irréductible (cf [CR]).

— Déf. Période d’un état j : PGCD des entiers n > 1 tels 3. Si la chaine est périodique, il n’y a pas conver-
que p7; > 0. Une chaine apériodique est une chaine gence en loi : ex si chaine de période 2 et Xg #
dont tous les états sont apériodiques, i.e. de période suit la loi &1, P(X,, = 1) = 0 pour n impair mais
1. P(X,, = 1) ne tend pas vers 0.
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Modeles statistiques :

Processus de Poisson [CR]

Déf processus de Poisson. (N (t)); de parametre A > 0
tel que N(0) =0 et

1. Quels que soient 0 < t; < ... < tg, les VA
N(tl), N(tg) — N(tl), cory N(tk) — N(tk_l) sont
indépendantes (on dit alors que le processus est
a accroissements indép.).

2. Pour tout s,t = 0, N(s + 1) —
de poisson de parametre As.

N(t) suit une loi

Prop. Un processus de Poisson est a accroissements
stationnaires, i.e pour tout s,t > 0, la VA N (¢t + s) —
N (t) a méme loi que N(s).

Déf équivalente. Processus de comptage associé aux
instants (7;,) définis par Ty = 0 et Tp,p1 = Tp, + &n
ot (&,) sont i.i.d de loi E(N), i.e. N(t) =2 o1 11, <
(donne méthode pour simuler un processus de Pois-
son).

Prop. On conserve les mémes notations. Soit (N(t))s
un processus de Poisson. Alors, conditionnellement
a {N(t) = n}, le n-uplet (T1,...,T,,) a méme loi que
la statistique d’ordre de n VA indépendantes de loi
uniforme sur [0, ¢].

Thm limites. Soit (N(t)); un processus de Poisson de
parameétre \. Alors % 2 Xet f( ) L
N(O,N).

Estimation [CR] [RS]

premieres définitions

On fixe (X, B, {Py}oeco) un modele statistique. On cherche
& estimer une fonction de 0, notée ¥(6), sur la base d’un
échantillon (i.e. une suite d’observations indépendantes et

de méme loi).

Souvent, v = Id. On fixe n la taille de

I’échantillon.

Le modele est dit
1. identifiable si @ — Py est injective.
2. paramétrique si © c R? pour d € N*.

3. d’échantillonnage si X = X" et Py = p?" pour
n e N*,

Une statistique est une fonction mesurable sur (X, B).

Un estimateur de ¥(6) sur (X, B) est une statistique
a valeurs dans un sur-ensemble de 1(©). On la note ¢

(ou 0 sip= 1d) et elle ne dépend pas de 6, seulement
de léchantillon (X1, ..., Xp).

Si le modele est paramétrique et d’échantillonnage, un
estimateur des moments est une solution du systeme

ZXJ

d’équations : Vi € [1,d], Eo[X?]

Ezemple. Si  le modele statistique est
(N™, P(N"),{P(N)}r=0), on a E[X;] = A. Un esti-
mateur par la méthode des moments de A\ est donc
A= % Die1 Xie

La mesure (ou loi) empiriqgue associée & un n-
échantillon (X1,...,X,) est la mesure de probabilité

. 1
B, défini B,==Y6x.
ernnie par " Z X;

. - 1wn
La moyenne empirique est X, = - Zi=1

. » 9  1wm 9
La variance empirique est S;, = - > 1" (X; — Xy)*.

. . . . Ve A2 _
La wariance empirique corrigée est S2 =

i M (X = Xa)?
La fonction de répartition empirique est I'application
E,:Q— FR,[0, 1]) définie par :

Z]-X (w)<

Glivenko-Cantelli. Soit ( n)n de FDR F, et (Fy,)n
la suite des FDR empiriques associée.  Alors :
sup |Fy,(z) — F(z)] — 0 p.s.

zeR

Yw e Q, Vt € R, F

1. Un modele statistique est dominé par une mesure
o-finie v si pour tout 6 € ©, Py est absolument
continue par rapport a v.

2. Une wvraisemblance est une fonction mesurable
L:X x© —[0,+o0[ telle que

dPy

Vee X, V0e®, L(x,0) = W

— (2).

3. La log-vraisemblance est la fonction [ := In(L).

4. Un estimateur du maximum de vraisemblance
(EMV) de 0 est une statistique T telle que

Ve e X, T(x) € argmax geqL(z,0).

— Si la mesure dominante est la mesure de comptage,

alors L(x,0) = i = x;), sl c’est la mesure de

[1Pe(X
=1

Lebesgue, alors L(x,0) = [ fx,(x:).
i=1

Ezemple. Si  le modele statistique est
(Ro)", BIRL)™), {EN®", A > 0}), la vraisem-
blance associée est L(z,)\) = e"™mA=AX%  donc un
EMV est A = ST

i=1 v

Un modele statistique dominé est dit exponentiel de
dimension d’ € N* g’il existe deux fonctions h : © — R
et g: O — R et deux statistiques T : (X, B) — RY
et c: (X, B) —]0, +oo[ telles que

L(z,8) = c(z)e9O-T@)=h(®)

On appelle T statistique naturelle et g parameétre na-
turel.



Estimateurs ponctuels : critéres de perfor-

mance

On fixe (X, B,{Ps}sco) un modele statistique. On note m
I’espérance commune, et o2 la variance.

— Un estimateur 1 est dit sans biais si : Eg[¢)] = ¢(6). 11

est dit asymptotiquement sans biais si Eg[1)] — ¥(6).

— Ezemple. La moyenne empirique est un estimateur
sans biais de m. La variance empirique (resp. vari-
ance empirique corrigée) est un estimateur asympto-
tiquement biaisé (resp. sans biais) de 2.

— Un estimateur ¢ := T(X) est dit
1. faiblement consistant si QZ Bo, »(0).

2. fortement consistant si 1; Fo—gs ().
— Soit (vy,), une suite réelle positive qui tend vers +co.
L’estimateur ¢ est de vitesse v, si pour tout 0 € ©, il
existe une loi Ag non dégénérée sur R? telle que

~ Py—Lloi
v (1 = 9(8)) =" o
Si les Ay sont de lois normales, I'estimateur est dit
asymptotiquement normal.
— Méthode delta. Si modele paramétrique et la fonction

1 est de classe C'., si 0 est un estimateur de 6 de
vitesse vy, i.e

va (6 — 0) "5 Ny,
alors R I
un () = (8)) T=" Jy(a)re,
ou Jy(g) est la matrice jacobienne de 9 au point 6.

— Sid = 1, et les X; ont un moment d’ordre 2,
d’espérance i et de variance o2, alors

1. La moyenne empirique est un estimateur forte-
ment consistant et asymptotiquement normal de
T

V(X — 1) 5 N(0,07).

2. La variance empirique est un estimateur forte-

ment consistant de ¢2. Si les X; ont de plus un

moment d’ordre 4, alors il est asymptotiquement
normal :

V(82 —a?) 5 N(0, Var[(X; — p)?])

Estimation par régions de confiance

On fixe a €]0, 1] le niveau de risque.

— Une région de confiance de niveau de confiance (1—«)
pour 1(0) est une famille C' = (C(x))zex de parties
de ¥(0©) telle que

eigcg Py(y(0) e C(X))=1—a.

On dit alors qu’on a une région par exces. Lorsqu’on
a égalité, on parle de niveau exactement égal a 1 — a.
La construction se fait souvent directement a 1’aide
d’inégalités de probabilité.

— Ezemple. Si Xi,...,X, est un n-échantillon de
loi B(p), l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne
P(|X,, —p| > €) < 1/4ne? donc on déduit un intervalle
de confiance.

— Une région de confiance asymptotique de niveau de
confiance (1 — a) est une suite (C,,), de régions de
confiance pour ¥(0) telle que

lim Py({x € X, $(8) € Cu(0)}) > 1 — a

La construction se fait a 1’aide de théorémes de con-
vergence.

— FExemple. Si Xi,...,X, est un m-échantillon de loi
P(A), on utilise le TCL, le fait que la moyenne em-
pirique est aussi est un estimateur de la variance, donc
de A, et le lemme de Slutsky.

— Le quantile d’ordre ¢ d’une loi de probabilité P est
I'élément z, tel que P(X > zy) =1 —gq.

6 Tests d’hypothéses [CR] [RS]

— Principe des tests.

1. Définir I'hypothese nulle Hy et I’hypothese alter-
native Hy.

2. Choisir une statistique pour controler Hy.

3. Définir la distribution de la statistique sous
I’hypothese Hy.

4. Définir la région critique associée.
5. Calculer la statistique.
6. Prendre une décision.

— 1II existe plusieurs types de tests :

1. Test de conformité : confronter un parametre cal-
culé sur I’échantillon a une valeur pré-établie. Ex
: tests sur la moyenne, la variance ou les propor-
tions.

2. Test d’adéquation (resp. adéquation & une
famille de lois) : vérifie la compatibilité des
données avec une distribution pré-établie (resp.
famille de distributions).

3. Test d’homogénéité : vérifie si deux échantillons
proviennent de la méme distribution.

4. Test d’indépendance : vérifie I'indépendance en-
tre deux échantillons.

— Remarque. 11 y a une dissymétrie : on rejette Hy ou
on ne la rejette pas, dans aucun cas on l'accepte. Il
faut voir un test statistique comme un raisonnement
par ’absurde sur I’hypothese Hy.

— Zone de rejet. Noté Ry, c’est 'ensemble des valeurs
possibles pour l’observation conduisant au rejet de
Hy au profit de Hy. Souvent, Ry, est de la forme
Ry, = {z, T(x) < s} ou T est la statistique de test
et s est la valeur critique du test.

— Risque de premiére espéce. Risque de rejeter Hy alors

qu’elle est vraie. On la note a. Un test est dit de
niveau (resp. taille) ag si: sup a(f) < (resp. =) ap.
0c©



— On se place dans un cas unilatéral, par exemple
(Hp) : 0 < 0g et (Hy) : 0 > 6y. Alors dans ce cas, la
p-valeur est

_swp Py, (T(X) > T(@) = 1 = Frix (1))

p(x) =

Il s’agit de la valeur maximale du niveau pour laquelle
on ne rejette pas Hy. Si p(z) < «, on rejette Hy au
profit de H;. Si p(z) > «, alors on ne rejette pas Hp.

6.1 Tests paramétriques

On se place dans le cas de modeles gaussiens. On dispose
d’un échantillon de la loi N'(u,0?).

Tests sur la moyenne

On teste Hy : u = po contre Hy : p # po.

— Si la variance est connue : sous Hy, la VA X,, suit
une loi N (g, 02/n), on va donc poser comme statis-
Xo—to . sous Hy, Z ~ N(0,1), et en

tique Z = N
posant ¢ le quantile d’ordre 1 — /2 de AN(0,1), on
aP(]Z] < q) =1— a. La région de rejet associée est
donc | — o0, —q[U]q, +ool.

— Si la variance est inconnue : sous Hy, X, ~
N (o, 02/n) est indépendante de S2 qui vérifie :

(n —1)52/0% ~ x%(n — 1) (d’apres Cochran), donc

la statistique T = % suit une loi de T'(n — 1).
On prend alors ¢ le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi

T(n — 1) et on procéde comme précédemment.

Tests sur la variance

On teste Hy : 02 = 02 contre H; : 02 # o2.

— Si la moyenne est connue : sous Hp, la statistique
SZ

V = "U—g" ~ x%(n).

[0, 4a/2[VU]qi—a/2, +0[, ol g, est le quantile d’ordre

x de x2%(n).

La zone de rejet est alors

— Si la moyenne est inconnue : dans la statistique de

test, on remplace m par X,,.

6.2 Tests du y?

On se place dans le cas de VA discretes, on effectue ici des
tests asymptotiques. On considere des VA (X, ..., X,,) i.i.d.,
de probabilité P, a valeurs dans un ensemble partitionné par
O1,...,0p,. On pose :

- Nk(n) = Z?:l 1x,e0,; N(n) = (Nl(n)7 7Nm(n)>
— pi = P(X; € Op).
_ P, =

L3 | 0x, (loi empirique).

— D(P,,P)=3" (Nk(")—npk)Q.

=1 npgk

On a alors le théoréme suivant : D(P,, P) A 2(m — 1)
(qui se démontre & I’aide du théoréme de Cochran).

Remarque. Pour le test du chi-deux, il faut que les npy, soient
>> 5. Si ce n'est pas le cas, on fusionne les O; d’effectif
faible.

Test d’adéquation
On teste Hy : P = P° contre P # PO,

Sous Hy, on a D(P,, P°) 5 x2(m — 1) et sinon,
D(P,, P%) — +o p.s.

On pose alors T = D(P,,, P%) la statistique de test.

— On choisit la valeur critique s telle que P(K > s) = «
(quantile d’ordre 1 —a), ot K ~ x2(m —1), et la zone
de rejet est alors [s, +o0[.

Test d’adéquation a une famille de lois

Soit X7, ..., X, un échantillon de X & valeurs dans {1, ..., m},
qui suit une loi Py avec # € R? inconnue. Soit 6 un esti-
mateur de 6 tel que pi(d) — pp(6) (en général, on prend
PEMV). Ce test consiste a remplacer le parameétre § par un

estimateur.

— On teste Hy : P € (Py)p contre Hy : P ¢ (Py)y.

— Sous Hy, on a D(P, — P(0)) A x3(m —d—1). On

pose alors D(P,, — P(0)) la statistique de test, puis on
raisonne comme précedemment.

Test d’indépendance

On considére un échantillon ((X1,Y1),...(X,,Y,)) d’un cou-
ple (X,Y) avec X a valeurs dans {aj,...,a,} et Y & valeurs

dans {by, ..., b:}.

— On teste Hy : X 1IY contre H; : X et Y ne sont
pas indépendants. On pose IN; ; le nombre de couples
(a;,bj) observés, N; = Z§.=1 N;jet N j =301 N;j.

N; N
N7 e, Y2 L

— Sous Hp, on a T :=n),_, Z;=1 Woj— =) go o A

X2((r — 1)(t — 1)). On pose alors T la statistique de

test, puis on raisonne comme précédemment.

6.3 Tests de Kolmogorov-Smirnov

On se place dans le cas de VA continues, on effectue ici des
tests asymptotiques.

— Thm. Soit (X1, ..., X) un échantillon issu de X. On
note F' la FDR de X et F, la FDR empirique. Si F'
est continue, alors la loi de la statistique D(F,,, F) :=
sup |F,(t) — F(t)| ne dépend pas de F.

teR

— Thm. Sous les mémes hypotheses, la VA \/nD(F,, F)
converge en loi vers une loi limite qui ne dépend pas de
F, qu'on appelle loi de Kolmogorov-Smirnov, et dont
la FDR est donnée par : Vx > 0,

Frs(x) =1-2 ) (=1)*! exp(—-2k%27).
k=1



— Remarque. Pour calculer D(F,,, F) en pratique, on a 6. VA gaussiennes dont la somme n’est pas gaussi-

D(F,,F) = Kiagxnmaxq% —F(Xu)|, |52 = F(X@p)l) enne : _ .

On considéere X ~ N(0,1) et € une variable de loi

de Rademacher. On pose ¥ = eX. Alors on a

Y ~ N(0,1), mais X + Y n’est pas gaussienne car

— On teste Hy : F' = Fy contre Hy : F # Fy. il y a un atome en 0, ce qui n’est pas possible pour
une variable gaussienne.

Test d’adéquation

— Sous Hy, on a T := /nD(F,, F) A LKs, et sinon,

T — +o0 p.s. On pose alors T la statistique de test. 7. VA non corrélées mais non indépendantes :

On considere X une variable aléatoire de loi uniforme

— On choisit la valeur critique s telle que P(KS = s) = « sur {—1,0,1}, et on pose Y = X2. Alors on peut mon-
ou KS ~ uks, et la zone de rejet est alors [s, oo]. trer que X, Y sont non corrélées, mais elles ne sont pas
indépendantes.

Test d’homogénéité

On considére un échantillon (X7, ..., X,,) de f.d.r. F, et un
échantillon (Y7, ...,Y,,) de f.d.r. G.

— On veut tester Hy : F' = G contre Hy : F # G.
On pose F,, et Gy, les f.d.r. empiriques, et D,, , =
sup ‘Fn(t) - Gm(t)|
teR

L
— Sous Hp, on a T':= /%Dy, y = pis. On prend

alors T la statistique de test, puis on raisonne comme
précédemment.

7 Quelques contre-exemples

1. Suite de VA qui converge en loi mais dont les

densités ne convergent pas (cf [Hau]) :

On considere X,, de FDR F,, : ¢ — = — W sur
[0,1]. Alors (Fx, ), converge simplement vers la fonc-
tion & — z, donc X, 5 U(0,1), or fx, oscille de plus
en plus donc n’a pas de limite.

2. Suites de VA qui convergent en loi mais dont
la somme ne converge pas en loi vers la somme
des limites :

On considere X ~ N(0,1) et, pour tout n > 1, X,, =
—X. Alors X, 5 X, mais X,, — X = —2X ne tend
pas vers 0.

3. CV en proba mais pas p.s (cf [Hau]) :
On considere la suite d’intervalles [0, 1], [0,1/2], [1/2,1],
[0,1/3], [1/3,2/3], [2/3,1], ... et (X,,) la suite des fonc-
tions indicatrices sur ces intervalles. Alors X, R 0,
mais pour tout w € [0, 1], X,,(w) = 0 pour une infinité
de n, donc il n’y a pas convergene p.s.

4. CV en proba mais pas L' :
On considere X,, définie sur [0,1] par X,(w) =
n10,1/nf(w), alors X, 250, donc X, 5 0, mais
E[X,] = 1 ne tend pas vers 0.

5. CV L' mais pas L? :
On considere X, définie sur [0,1] par X,(w) =
Vnljo,1/nf(w), alors E[X,,] - 0, mais E[X2] = 1

ne tend pas vers 0.
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