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1 Rappels de Probabilités

Déf (fonction de répartition). La FDR d’une VA
X est FXpxq “ PpX ď xq. Propriétés :

• FX est croissante.

• FXpxq Ñ
xÑ´8

0, FXpxq Ñ
xÑ`8

1.

• FX est càdlàg et pour tout x0, si PpX “ x0q ą 0,
alors FX est continue en x0.

• La FDR caractérise la loi.

Déf (VA à densité). X est à densité s’il existe
fX : R Ñ r0,8r mesurable tq FXpxq “

ş

uďx
fXpuq du.

Si fX est continue, alors FX est dérivable et F 1
X “ fX .

Déf (quantile). qα “ inftx P R, PpX ď xq ě αu

(α Ps0, 1r). Si FX est strict croissante, qα “ F´1
X pαq.

Déf (modes de convergence).

• Xn
ps
Ñ X si Pptw P Ω, Xnpwq Ñ Xpwquq “ 1.

• Xn
P

Ñ X si : @ε ą 0, Pp|Xn ´ X| ą εq Ñ 0.

• Xn
Lp

Ñ X si Er|Xn ´ X|ps Ñ 0 pp ě 1q.

• Xn
L
Ñ X, si pour toute fonction φ continue

bornée, ErφpXnqs Ñ ErφpXqs.

Thm (CV dominée). Si Xn
ps
Ñ X et pour tout n,

|Xn| ď Y où ErY s ă 8, alors ErXns ÝÑ
nÑ8

ErXs.

Prop (Borel-Cantelli). Si : @ε ą 0,
ř

ně1 Pp|Xn ´

X| ą εq ă 8, alors Xn
p.s.
Ñ X.

Déf (fonction caractéristique). La FC d’une VA X
est ϕXpuq “ EreiuX s. Propriétés :

• ϕX est continue.

• ϕXp0q “ 1.

• @u P R, |ϕXpuq| ď 1 et ϕXp´uq “ ϕXpuq.

• La FC caractérise la loi.

Thm (caractérisation CV en loi). Xn
L
Ñ X ssi

l’une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée :

1. @t tel que FX continue en t, FXn
ptq Ñ FXptq.

2. (Paul-Levy) pϕXn
qn CV simplement vers ϕX .

Thm (continuous mapping theorem). On suppose

Xn
L
Ñ X et f continue. Alors fpXnq

L
Ñ fpXq.

Lemme (Slutsky). Si Xn
L
Ñ X et Yn

L
Ñ c constante,

alors pXn, Ynq
L
Ñ pX, cq.

Corollaire. Si Xn
L
Ñ X et Yn

L
Ñ c constante, alors

Xn ` Yn
L
Ñ X ` c et XnYn

L
Ñ Xc.

Thm limites. Soit pXnqnPN VA i.i.d intégrables.

1. LfGN. Sn

n

P
Ñ EpX1q.

2. LFGN. Sn

n

L1, p.s
ÝÑ EpX1q.

3. TCL. On suppose que les VA admettent un mo-
ment d’ordre 2. Alors, en notant σ “

a

VpX1q,
?
npSn

n ´ EpX1qq
L
Ñ N p0, σ2q.

P

p.s

Lp

L

avec
hyp.

CV

dominée

sous-suite

convergente

uniforme

intégrabilité

limite cte

Inégalités. Si X admet un moment d’ordre p ą 0 et
c ě 0 alors (inégalité de Markov): :

Pp|X| ě cq ď
Er|X|ps

cp
.

Si X admet moment d’ordre 2, (inégalité de Bienaymé-
Tchebychev):

Pp|X ´ ErXs| ě cq ď
VarrXs

c2
.
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