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3.6 Théoréme d’inversion de Fourier

Lecons : 201, 234, 235, 236, 239, 250.
Référence : [Amr| p116.

Prérequis : propriétés de base transformation de Fourier, théoréme de dérivation sous le signe intégral, théo-
réme de Fubini, approximation de I'unité, Riesz-Fischer.

Lemme : On considére pour tout s > 0 le noyau de Gauss v, : © +— \/21?1 exp (— Hglz)- Alors 75 = (2”)(1/2 Y1/s-
Théoréme (inversion de Fourier) : Soit f € L' tel que f € L. Alors : Vo € RY, f(x) = (2m)%f (—x).

Application : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy de paramétre 1. Alors la fonction
caractéristique de X est px : t — eIt

Preuve du lemme. On commence par le cas d = 1 (le cas d > 2 se déduit grace au théoréme de Fubini). On
applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral a s et on trouve I’équation différentielle :

VE e R, 7y (€) = —5€7s, donc 45(€) = 75(0)e™6/% = /25y, (€).
O

Preuve du théoréme d’inversion. Soit f € L' tel que f e L'. On notera également JF(f) pour f On démontre
la formule d’inversion par étapes :

1. Pour les noyaux de Gauss : d’aprés le lemme, on a, pour tout & € R?,

7€) = (zr)dmﬂ\/s(ﬁ) - (2:)% (2m5) " 74(&) = (2m) 72(—9),

par parité de -4, d’ou la formule d’inversion.

2. Pour les f * v, : on a, pour tout a € R?,

m(w)ei<’”’a>dx

d
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d’ou la formule d’inversion.
3. Enfin, pour f, on utilise le fait que (7;)s>0 est une approximation de I'unité : on a alors | f s — f||1 P 0.
S§—>
D’apreés le théoréme de Riesz-Fischer, il existe une suite extraite (s, )n,>1 tel que (f#v;, ), converge presque

—_—

partout vers f. Montrons que ( f/*I)n converge presque partout vers f On a:

—

1f Y5 = flloo <1 %75, = fl
:f |f*’78n_f‘7
Rd
or |f/*In — f\ = \fﬂy;n — f\ - 0, et |f/*-7\5n — f| < 2|f| e L', donc d’aprés le théoréme de convergence

dominée
[Nz
Rd n—ao0
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soit || f/*In —f .o — 0 et donc ( f/*In)n converge presque partout vers f. En faisant tendre n vers
n—o0
+o0 dans 1’égalité

Fors, = 2m)f w7y, (=),
on obtient ainsi la formule d’inversion pour f.

O

Preuve de Uapplication. On note f la densité de X et on pose g(x) = e~I#I. Alors g € L' (R), et pour tout £ € R :

0 0
9(8) = J eIl ey = J e 1710 dy + f e~ = (1+i€) g
R o 0
1o
T 1—df | 1+iE
= — 1
- 1+§2 _27Tf(£)€L )

donc d’apres la formule d’inversion, on a : pour tout x € R, §(—x) = 2mg(x), soit px (z) = e~ 1*l.

Questions :
1. Connaissez-vous une autre démonstration du lemme ?
Réponses :

1. Par l'analyse complexe (voir [Amr| p156).
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