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3.6 Théorème d’inversion de Fourier
Leçons : 201, 234, 235, 236, 239, 250.

Référence : [Amr] p116.

Prérequis : propriétés de base transformation de Fourier, théorème de dérivation sous le signe intégral, théo-
rème de Fubini, approximation de l’unité, Riesz-Fischer.

Lemme : On considère pour tout s ą 0 le noyau de Gauss γs : x ÞÑ 1
?
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γ1{s.

Théorème (inversion de Fourier) : Soit f P L1 tel que f̂ P L1. Alors : @x P Rd,
ˆ̂
fpxq “ p2πqdfp´xq.

Application : Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de Cauchy de paramètre 1. Alors la fonction
caractéristique de X est φX : t ÞÑ e´|t|.

Preuve du lemme. On commence par le cas d “ 1 (le cas d ě 2 se déduit grâce au théorème de Fubini). On
applique le théorème de dérivation sous le signe intégral à γ̂s et on trouve l’équation différentielle :
@ξ P R, γ̂s1

pξq “ ´sξγ̂s, donc γ̂spξq “ γ̂sp0qe´sξ2{2 “

b

2π
s γ1{spξq.

Preuve du théorème d’inversion. Soit f P L1 tel que f̂ P L1. On notera également Fpfq pour f̂ . On démontre
la formule d’inversion par étapes :

1. Pour les noyaux de Gauss : d’après le lemme, on a, pour tout ξ P Rd,

ˆ̂γspξq “

ˆ

2π

s

˙d{2

yγ1{spξq “

ˆ

2π

s

˙d{2

p2πsq
d{2

γspξq “ p2πqdγsp´ξq,

par parité de γs, d’où la formule d’inversion.
2. Pour les f ˚ γs : on a, pour tout a P Rd,

{

{f ˚ γsp´aq “

ż

Rd

{f ˚ γspxqeixx,aydx

“

ż

Rd

f̂pxqγ̂spxqeixx,aydx

“

ż

Rd

fpxqFpγ̂spxqeixx,ayqdx

“

ż

Rd

fpxq ˆ̂γspx´ aqdx

“ p2πqd
ż

Rd

fpxqγspa´ xqdx

“ p2πqdf ˚ γspaq,

d’où la formule d’inversion.
3. Enfin, pour f , on utilise le fait que pγsqsą0 est une approximation de l’unité : on a alors }f ˚γs ´f}1 ÝÑ

sÑ0
0.

D’après le théorème de Riesz-Fischer, il existe une suite extraite psnqně1 tel que pf ˚γsnqn converge presque

partout vers f . Montrons que p
{

{f ˚ γsnqn converge presque partout vers ˆ̂
f. On a :

}
{

{f ˚ γsn ´
ˆ̂
f}8 ď } {f ˚ γsn ´ f̂}1

“

ż

Rd

| {f ˚ γsn ´ f̂ |,

or | {f ˚ γsn ´ f̂ | “ |f̂ ˆγsn ´ f̂ | ÝÑ
nÑ8

0, et | {f ˚ γsn ´ f̂ | ď 2|f̂ | P L1, donc d’après le théorème de convergence
dominée

ż

Rd

| {f ˚ γsn ´ f̂ | ÝÑ
nÑ8

0,
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soit }
{

{f ˚ γsn ´
ˆ̂
f}8 ÝÑ

nÑ8
0 et donc p

{

{f ˚ γsnqn converge presque partout vers ˆ̂
f. En faisant tendre n vers

`8 dans l’égalité
{

{f ˚ γsn “ p2πqdf ˚ γsnp´.q,

on obtient ainsi la formule d’inversion pour f .

Preuve de l’application. On note f la densité de X et on pose gpxq “ e´|x|. Alors g P L1pRq, et pour tout ξ P R :

ĝpξq “

ż

R
e´|x|e´ixξdx “

ż 0

´8

exp1´iξqdx`

ż 8

0

e´xp1`iξqdx

“
1

1 ´ iξ
`

1

1 ` iξ

“
2

1 ` ξ2
“ 2πfpξq P L1,

donc d’après la formule d’inversion, on a : pour tout x P R, ˆ̂gp´xq “ 2πgpxq, soit φXpxq “ e´|x|.

Questions :
1. Connaissez-vous une autre démonstration du lemme ?

Réponses :
1. Par l’analyse complexe (voir [Amr] p156).

ENS Rennes 17 Sacha Quayle


	Développements
	Théorème d'inversion de Fourier


