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Introduction

Les séries de Fourier sont un outil fondamental dans l’étude de fonctions périodiques. L’intuition
de Fourier est la suivante : on peut exprimer toute fonction périodique comme somme de fonctions
sinusoïdales. Il énonce que le résultat est vrai, et qu’il est facile de prouver la convergence de celle-ci.
Il juge même toute hypothèse de continuité inutile... Mais il a fallu un siècle pour que les ana-
lystes dégagent les outils d’étude adaptés : une théorie de l’intégrale satisfaisante et les premiers
concepts de l’analyse fonctionnelle. On sait aujourd’hui que la convergence d’une série de Fourier
ř`8

n“´8 cnpfqen vers f n’est pas toujours garantie, et elle dépend du mode de convergence et de la
régularité de la fonction considérée. C’est donc une question délicate, et on rencontre deux problèmes
célèbres : le premier est le contre-exemple de Dubois-Raymond qui nous assure qu’il existe f P C2π
telle que la série de Fourier diverge en 0. Le deuxième est le phénomène de Gibbs qui illustre un
problème de convergence des séries de Fourier aux points de discontinuité d’une fonction. En plus
de la convergence en moyenne quadratique dans L2

2π, on va s’intéresser à la convergence en moyenne
de Cesàro, avec le théorème de Féjer, ainsi que normale et ponctuelle, avec le théorème de Dirichlet.

Dans la première partie, on introduit les notations, et on définit les coefficients de Fourier pour
une fonction f P L1

2π, ainsi que les sommes partielles. On établit les premières propriétés, avec en
particulier le lemme de Riemann-Lebesgue qui assure que la suite des coefficients de Fourier converge
vers 0 lorsque |n| Ñ `8. Dans la deuxième partie, on s’intéresse à la convergence de la série de
Fourier d’une fonction. On introduit les noyaux de Dirichlet et de Féjer, qui vont nous permettre
de démontrer l’existence d’une fonction périodique continue dont la série de Fourier diverge en 0.
On pourra également obtenir le théorème de convergence de Féjer, qui démontre la convergence des
sommes de Césaro σN pfq vers f , en norme infinie pour une fonction dans C2π, et en norme Lp pour
une fonction dans Lp

2π. On s’intéresse ensuite au cadre des foncions L2
2π, qui constitue un espace

Hilbert pour la norme }.}2. Le système trigonométrique penqnPZ forme une base hilbertienne de cet
espace, les résultats sur les espaces de Hilbert permettent donc d’obtenir la convergence de la série
de Fourier en moyenne quadratique, et la formule de Parseval. Enfin, dans la troisième partie, on
étudie quelques applications des séries de Fourier : la formule sommatoire de Poisson, la résolution
d’une équation différentielle ordinaire, et enfin la résolution de l’équation de la chaleur.
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Toutes les fonctions considérées sont des fonctions d’une variable réelle et à valeurs complexes.
Sauf mention explicite du contraire, tous les résultats sont tirés de [Amr].

1 Coefficients et séries de Fourier

1.1 Notations, espace des fonctions périodiques

On introduit ici les notations qui seront utilisées dans toute la suite. On rappelle aussi des
résultats de complétude sur certains espaces, que l’on admet.

Définition 1. Une application f : R Ñ C est dite T -périodique si : @x P R, fpx` T q “ fpxq.

Remarque 2. Si f est une fonction T -périodique, alors la fonction g définie par gpxq “ f
`

T
2πx

˘

est
2π-périodique. Pour simplifier, on peut donc se restreindre à l’étude des fonctions 2π-périodiques.

Définition 3. On note C2π l’espace des fonctions 2π-périodiques continues.

Proposition 4. L’espace pC2π, }.}8q est un espace de Banach.

Soit 1 ď p ă `8. On note Lp
2π l’espace vectoriel des fonctions 2π-périodiques appartenant à

Lp
loc, et on définit une semi-norme :

}f}p “

ˆ

1

2π

ż 2π

0
|fpxq|pdx

˙p

,

qui induit une norme sur l’espace défini ci-dessous.

Définition 5. Soit 1 ď p ă `8. On note Lp
2π “ Lp

2π{ „, où „ est la relation d’équivalence définie
par f „ g ô f “ g presque partout.

L’espace Lp
2π muni de }.}p est donc un espace normé.

Proposition 6 (Riesz-Fischer). Soit 1 ď p ă `8. L’espace pLp
2π, }.}pq est un espace de Banach,

et : si pfnqn est une suite de fonctions convergeant vers une fonction f dans Lp, alors il existe une
sous-suite pfnk

qk qui converge simplement presque partout vers f .

Proposition 7. L’espace L2
2π est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

xf, gy “
1

2π

ż 2π

0
fpxqgpxqdx.

Définition 8. Pour tout n P Z, on note en P C2π défini par enpxq “ einx. On appelle la famille
penqnPZ le système trigonométrique.

Définition 9. On appelle polynôme trigonométrique toute combinaison linéaire d’éléments du sys-
tème trigonométrique.

Définition 10 (produit de convolution). Pour f, g P L1
2π, le produit de convolution f ˚ g au

point x, quand il existe, est donné par

f ˚ gpxq “
1

2π

ż 2π

0
fptqgpx´ tqdt.
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Définition 11 (approximation de l’unité). Une suite pφnqn d’éléments de L1
2π est une approxi-

mation de l’unité si :

1. Pour tout n P N, φn ě 0 et
1

2π

ż 2π

0
φn “ 1.

2. Pour tout δ ą 0,

ż

|t|ěδ
φnptqdt ÝÑ

nÑ`8
0.

Remarque 12. Si 1 ď p ă 8, toutes les propriétés sur la convolution dans Rd restent vraies dans
le cadre Lp

2π. En particulier, si f, g P L1
2π, alors le produit de convolution f ˚ g existe pour presque

tout x P r0, 2πs.

Définition 13 (translation). Soit 1 ď p ă 8. Si f P Lp
2π, on définit pour tout a P R, τaf

l’application définie par :
@x P R, τafpxq “ fpx´ aq.

On peut maintenant s’intéresser aux coefficients de Fourier associés à une fonction, et établir les
premières propriétés, ce qui est l’objet de la sous-section suivante.

1.2 Coefficients et séries de Fourier

Définition 14 (coefficients de Fourier). Soient f P L1
2π et n P Z. On appelle n-ième coefficient

de Fourier de f le nombre cnpfq P C défini par

cnpfq “
1

2π

ż 2π

0
fpxqe´inxdx.

Remarque 15. Pour f P L2
2π, on a cnpfq “ xf, eny.

Exemple 16. Soit f la fonction 2π-périodique définie par : @x P r´π, πs, fpxq “ 1 ´ x2

π2 . Alors :
@n P Z, cnpfq “

2p´1qn´1

n2π2 .

Proposition 17 (propriétés). Soient f P L1
2π, a P R, pk, nq P Z2 et g P L8

2π. Alors :

1. En notant fσpxq “ fp´xq, cnpfσq “ c´npfq.

2. cnpfq “ c´npfq.

3. cnpτafq “ e´inacnpfq.

4. cnpekfq “ cn´kpfqen.

5. f ˚ en “ cnpfqen.

Démonstration. Ces différents résultats découlent facilement des propriétés standards du calcul in-
tégral.

Proposition 18. Si f P C2π et f est C1 par morceaux, alors pour tout n P Z, cnpf 1q “ incnpfq.

Démonstration. La fonction f est C1 par morceaux, donc on peut écrire r0, 2πs “
p´1
Ť

j“0
raj , aj`1s où f

est C1 sur chaque raj , aj`1s. On a alors, en effectuant des intégrations par parties : pour tout n P Z,
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cnpf 1q “
1

2π

p´1
ÿ

j“0

ż aj`1

aj

f 1pxqe´inxdx

“

p´1
ÿ

j“0

˜

“

fpxqe´inx
‰aj`1

aj
` in

ż aj`1

aj

fpxqeinxdx

¸

“
1

2π

“

fpxqe´inx
‰2π

0
` incnpfq,

d’où cnpf 1q “ incnpfq.

Théorème 19 (lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f P L1
2π, on a cnpfq ÝÑ

|n|Ñ`8
0.

Démonstration. On suppose d’abord que f est C1. Alors d’après la proposition précédente :

@n ě 1, |cnpfq| “
|cnpf 1q|

|n|
ď

}f 1}1

|n|
ÝÑ

|n|Ñ`8
0,

donc cnpfq ÝÑ
|n|Ñ`8

0.

Dans le cas où f P L1
2π : soit ε ą 0. Par densité de l’ensemble des fonctions C1 à support compact,

donc de C1, dans L1, il existe g P C1
2π telle que }f ´ g}1 ď ε. Ainsi :

@n ě 1, |cnpfq| ď |cnpf ´ gq| ` |cnpgq|

ď }f ´ g}1 ` |cnpgq|

ď ε` |cnpgq|,

or cnpgq ÝÑ
|n|Ñ`8

0, donc on a bien cnpfq ÝÑ
|n|Ñ`8

0.

Proposition 20. L’application γ : L1
2π Ñ c0pZq définie par γpfq “ pcnpfqqnPZ est un homomor-

phisme d’algèbres de pL1
2π, ˚q dans pc0pZq, .q, continu de norme 1.

Démonstration. ´ D’après le lemme de Riemann-Lebesgue, γ est bien définie.
´ Montrons que γ est continue et de norme 1. On a :

@f P L1
2π, |cnpfq| ď }f}1,

donc γ est continue, et }γ} ď 1. Or on a }γpe0q}8 “ 1, donc on a bien }γ} “ 1.
´ Il reste donc à montrer que si f, g P L1

2π, alors γpf ˚ gq “ γpfqγpgq. Or pour deux telles
fonctions, la fonction φ définie sur r0, 2πs2 par φpx, tq “ fpx´ tqgptqe´inx est intégrable, donc
d’après le théorème de Fubini :

cnpf ˚ gq “
1

2π

ż 2π

0
f ˚ gpxqe´inxdx

“
1

2π

ż 2π

0

1

2π

ż 2π

0
fpx´ tqgptqe´inxdtdx

“
1

2π

ż 2π

0
gptqe´int 1

2π

ż 2π

0
fpx´ tqe´inpx´tqdxdt

“ cnpgqcnpfq.

D’où γpf ˚ gq “ γpfqγpgq.
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Définition 21 (somme partielle). Soient f P L1
2π et N P N. La somme partielle d’ordre N de f

est la fonction SN pfq “
řN

n“´N cnpfqen.

Exemple 22. En reprenant l’exemple 16, pour tout N P N, SN pfqp0q “ 0.

Définition 23 (somme partielle de Cesàro). Soient f P L1
2π et N P N. La somme partielle de

Césaro de la série de Fourier de f est la fonction σN pfq “ 1
N`1

řN
k“0 Skpfq.

La question qui se pose naturellement désormais est de savoir si une fonction dans C2π peut
s’obtenir comme "combinaison linéaire infinie" des en. Plus précisément, on s’intéresse aux questions
suivantes :

1. Pour quelles fonctions y-a-t-il convergence de pSN pfqqN ?

2. S’il y a convergence, y-a-t-il convergence vers f ?

3. S’il y a convergence, de quel type s’agit-il ? Convergence en norme }.}p, simple, uniforme, au
sens de Cesàro ?

C’est donc l’objet de la section suivante.
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2 Convergence des séries de Fourier

2.1 Noyaux de Dirichlet et Féjer

Définition 24 (noyau de Dirichlet). Soit N ě 1. Le noyau de Dirichlet d’ordre N est la fonction
DN “

řN
n“´N en.

Proposition 25 (propriétés). Soit N ě 1.

1. La fonction DN est paire, 2π-périodique et vérifie 1
2π

ż 2π

0
DN “ 1.

2. DN est le prolongement par continuité à R de la fonction x ÞÑ
sinppN`1{2qxq

sinpx{2q
.

3. Pour tout f P L1
2π, SN pfq “ f ˚DN .

Démonstration. 1. La fonction DN est bien paire et 2π-périodique. De plus,

ż π

´π
DN “

N
ÿ

n“´N

ż π

´π
en “

N
ÿ

n“´N

2πδ0,n,

donc on a bien }DN}1 “ 1.
2. Si x P 2πZ, alors DN pxq “ 2N ` 1. Sinon, on a

DN pxq “

N
ÿ

n“´N

einx “
e´iNx ´ eipN`1qx

1 ´ eix

“
eix{2

eix{2

e´ipN`1{2qx ´ eipN`1{2qx

e´ix{2 ´ eix{2

“
sinppN ` 1{2qxq

sinpx{2q
.

On remarque que cette dernière expression tend vers 2N ` 1 lorsque x tend vers 0, donc DN

se prolonge par continuité en x “ 0, donc en les x P 2πZ par périodicité.
3. On a

f ˚DN “

N
ÿ

n“´N

pf ˚ enq “

N
ÿ

n“´N

cnpfqen “ SN pfq.

Définition 26 (noyau de Féjer). Soit N ě 1. Le noyau de Féjer d’ordre N est la fonction
KN “ 1

N

řN´1
j“0 Dj .

Proposition 27 (propriétés). 1. La suite de fonctions pKN qNě1 est une approximation de
l’unité dans L1

2π.
2. Pour tout f P L1

2π, pour tout N ě 1, σN pfq “ f ˚KN .

Démonstration. 1. On a, pour tout x P r0, 2πs :

NKN pxq “

N´1
ÿ

j“0

sinppj ` 1{2qxq

sinpx{2q
“

1

sinpx{2q
ℑ

˜

N´1
ÿ

j“0

eipj`1{2qx

¸

“
1

sinpx{2q
ℑ

˜

eix{2
N´1
ÿ

j“0

eijx

¸

“
1

sinpx{2q
ℑ

ˆ

1 ´ eiNx

1 ´ eix

˙

“
1

sinpx{2q
ℑ

˜

eiNx{2 e
iNx{2 ´ e´iNx{2

eix{2 ´ e´ix{2

¸

“
sinpNx{2q2

sinpx{2q2
,
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donc KN ě 0, et :

}KN}1 “
1

N

N´1
ÿ

j“0

1

2π

ż 2π

0
DN “ 1.

D’autre part : pour tout δ ą 0,

0 ď

ż

|t|ěδ
KN pxqdx ď

ż

|t|ěδ

1

N sin2pδ{2q
ÝÑ

NÑ`8
0,

donc pKN qN est bien une approx. de l’unité dans L1
2π.

2. On a :

f ˚KN “
1

N

N´1
ÿ

j“0

f ˚DN “
1

N

N´1
ÿ

j“0

SN pfq “ σN pfq.

Les noyaux de Dirichlet et de Féjer vont nous permettre de mettre en défaut la convergence des
séries de Fourier dans certains cadres, mais également d’obtenir des théorèmes de convergence. C’est
l’objet de la sous-section suivante.

2.2 Théorèmes de convergence

On commence par établir l’existence d’un contre-exemple à la convergence des séries de Fourier,
sans en donner une expression explicite, à l’aide du théorème de Banach-Steinhaus.

Théorème 28 (Banach-Steinhaus, [Gou]). Soient E un espace de Banach, et F un espace vec-
toriel normé. Soit pTiqiPI une suite d’applications linéaires continues de E dans F . On suppose :

@x P E, sup
iPI

}Tix}F ă 8.

Alors :
sup
iPI

}Ti} ă 8.

Démonstration. On pose, pour tout N ě 1, ΦN “
Ş

iPItx P E, }Tix}f ă 8u. Alors, pour tout
N ě 1, l’ensemble ΦN est fermé car les Ti sont continues, et

Ť

Ně1ΦN “ E. Puisque E est complet,
d’après le théorème de Baire, il existe N ě 1 tel que ΦN est d’intérieur non vide : il existe ainsi
x0 P E et r0 ą 0 tel que la boule ouverte Bpx0, r0q est incluse dans ΦN . Ainsi, si y P BEp0, 1q, alors :

@i P I, }Tipr0y ` x0q}F ď N,

donc :

@i P I, }Tipyq}F ď
1

r0
}Tipr0y ` x0q}F ` }Tipx0q}F

ď
1

r0
pN ` sup

iPI
}Tix0}F q,

donc :
sup
iPI

}Ti} ď
1

r0
pN ` sup

iPI
}Tix0}F q ă 8,

d’où le théorème.
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Le théorème de Banach-Steinhaus permet alors d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 29 (contre-exemple, [Gou]). Il existe une fonction f P C2π dont la série de Fourier
diverge en 0.

Démonstration. On pose, pour tout N ě 1, lN la forme linéaire sur C2π définie par lN pfq “
řN

n“´N cnpfq “ SN pfqp0q. L’application lN est bien linéaire et :

@f P C2π, |lN pfq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“´N

1

2π

ż 2π

0
fptqe´intdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
fptq

N
ÿ

n“´N

e´intdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
fptqDN ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8

1

2π

ż 2π

0
|DN | “ }f}8CN ,

où CN “ 1
2π

ş2π
0 |DN |. Ainsi, lN est continue et }lN} ď CN . Montrons que }lN} “ CN . Pour tout

ε ą 0, on pose fε “
DN

|DN |`ε . On a bien f P C2π, et lN pfεq “ 1
2π

ş2π
0

D2
N

|DN |`ε . Or D2
N

|DN |`ε ÝÑ
εÑ0

|DN |, et

on peut dominer D2
N

|DN |`ε par |DN |, qui est intégrable, donc on a :

lN pfεq ÝÑ
εÑ0

CN ,

puis }lN} “ CN . On a alors, pour tout N ě 1,

}lN} “
1

2π

ż 2π

0

| sinppN ` 1{2qxq|

| sinpx{2q|
dx

ě
1

π

ż 2π

0

| sinppN ` 1{2qxq|

|x|
dx (car | sinpuq| ď |u|q

“
1

π

ż 2πpN`1{2q

0

| sinpxq|

|x|
dx ÝÑ

NÑ`8
`8,

donc par contraposée du théorème de Banach-Steinhaus, qu’il est licite d’appliquer car pC2π, }.}8q

est un espace de Banach, il existe f P C2π tel que lN pfq ÝÑ
nÑ`8

`8, i.e. la série de Fourier de f
diverge en 0.

On s’intéresse désormais à la convergence des séries de Fourier, en norme }.}p ou }.}8. Le théorème
de convergence de Féjer démontre la convergence au sens de Cesàro. On commence par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 30. Soit 1 ď p ă 8. Si f P Lp
2π, alors l’application Φ : R Ñ Lp

2π définie par Φpaq “ τaf est
uniformément continue.

Démonstration. Soit ε ą 0. On suppose d’abord que f est C8. Alors en particulier f est continue sur
r0, 2πs, donc d’après le théorème de Heine, f est uniformément continue, et donc par 2π-périodicité :
il existe δ ą 0 tel que :

@px, yq P r0, 2πs, |x´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε.
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Alors : pour tout a, b P R tel que |a´ b| ď δ,

}τaf ´ τbf}pp “
1

2π

ż 2π

0
|fpx´ aq ´ fpx´ bq|p dx ď εp,

donc }τaf ´ τbf}p ď ε et Φ est bien uniformément continue.

Si f P Lp
2π, alors par densité de l’ensemble des fonctions C8

2π dans Lp
2π, il existe g P C8

2π tel que
}f ´ g}p ď ε. D’après ce qui précède, il existe δ ą 0 tel que :

@pa, bq P R, |a´ b| ď δ ùñ }τag ´ τbg}p ď ε.

Ainsi : pour tout a, b P R tel que |a´ b| ď δ,

}τaf ´ τbf}p ď }τaf ´ τag}p ` }τag ´ τbg}p ` }τbg ´ τbf}p ď 3ε.

Donc Φ est uniformément continue sur R.

Théorème 31 (Féjer). Soit 1 ď p ă 8.

1. Si f P C2π, alors }σN pfq ´ f}8 ÝÑ
NÑ`8

0.

2. Si f P Lp
2π, alors }σN pfq ´ f}p ÝÑ

NÑ`8
0.

Démonstration. 1. Soit f P C2π. Soit ε ą 0. f est continue sur le segment r0, 2πs, donc y est
uniformément continue d’après le théorème de Heine, il existe δ ą 0 tel que :

@px, yq P r0, 2πs, |x´ y| ď δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε.

Alors : pour tout x P r0, 2πs,

|σN pfqpxq ´ fpxq| “ |f ˚KN pxq ´ fpxq|

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
pfpx´ tq ´ fpxqqKN ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(car pKN qN est une approximation de l’unité)

ď
1

2π

ż 2π

0
|fpx´ tq ´ fptq|KN ptqdt

“
1

2π

ż

tďδ
|fpx´ tq ´ fptq|KN ptqdt`

1

2π

ż

tąδ
|fpx´ tq ´ fptq|KN ptqdt

ď ε
1

2π

ż

tďδ
KN ` 2}f}8

1

2π

ż

tąδ
KN ptqdt

ď ε`
}f}8

π

ż

tąδ
KN ,

or pKN qN est une approximation de l’unité, donc
ż

tąδ
KN ÝÑ

NÑ`8
0 : il existe N tel que pour

tout n ě N ,
ż

tąδ
KN ď ε. Ainsi :

@n ě N, }σnpfq ´ f}8 ď 2ε,

d’où }σN pfq ´ f}8 ÝÑ
NÑ`8

0.

2. Soit f P Lp
2π. Alors, pour tout N ě 1,
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}σN pfq ´ f}pp “
1

2π

ż 2π

0
|σN pfqpxq ´ fpxq|

p dx

“
1

2π

ż 2π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ż 2π

0
pfpt´ xq ´ fpxqqKN ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

ď
1

2π

ż 2π

0

1

2π

ż 2π

0
|fpt´ xq ´ fpxq|pKN ptqdtdx,

d’après l’inégalité de Hölder appliquée à la mesure de probabilité 1
2πKN ptqdt. Ainsi, en notant

gptq “ }τ´tf ´ f}p,

}σN pfq ´ f}pp “
1

2π

ż 2π

0

1

2π

ż 2π

0
|fpt´ xq ´ fpxq|pdxKN ptqdt (d’après Fubini-Tonelli)

“
1

2π

ż 2π

0
KN ptqgp´tqdt

“ pg ˚KN qp0q ÝÑ
NÑ`8

gp0q “ 0,

car d’après le lemme précédent g P C2π, donc en appliquant 1. la suite de fonctions pσN pgqqN

converge uniformément, donc simplement, vers g. Ainsi :

}σN pfq ´ f}p ÝÑ
NÑ`8

0.

En plus du théorème de Féjer, on dispose du théorème de Dirichlet, qui donne un critère de
convergence ponctuelle de la série de Fourier d’une fonction L1

2π.

Théorème 32 (Dirichlet). Soient f P L1
2π et x0 P R. On suppose :

1. lim
xÑx´

0

fpxq et lim
xÑx`

0

fpxq existent (on les note respectivement fpx´
0 q et fpx`

0 q.

2. f possède une dérivée à gauche et une dérivée à droite en x0.

Alors : lim
NÑ`8

SN pfqpx0q “
fpx´

0 q`fpx`
0 q

2 .

Démonstration. Quitte à translater, on peut supposer que x0 “ 0. D’après les propriétés établies
sur le noyau de Dirichlet, on a

SN pfqp0q “ f ˚DN pfqp0q “
1

2π

ż π

´π
fp´xqDN pxqdx.

Ainsi :

SN pfqp0q ´
fp0´q ` fp0`q

2
“

1

2π

ż π

´π
fp´xqDN pxqdx´

fp0´q ` fp0`q

2

“
1

2π

ż π

0
pfpxq ` fp´xq ´ fp0´q ´ fp0`qqDN pxq

“
1

2π

ż π

0
hpxq sin

ˆˆ

N `
1

2

˙

x

˙

dx,
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où h est la fonction définie par :

@x P r0, πs, hpxq “
fpxq ` fp´xq ´ fp0´q ´ fp0`q

sinpx{2q
.

La fonction h est localement intégrable sur s0, πs, et puisque

fpxq ´ fp0`q

x
ÝÑ
xÑ0`

f 1p0`q,

la fonction h est bornée au voisinage de 0, donc est intégrable sur r0, πs. Ainsi, d’après le lemme
de Riemann-Lebesgue,

ż π

0
hpxq sin

ˆˆ

N `
1

2

˙

x

˙

dx ÝÑ
NÑ`8

0,

ainsi
SN pfqp0q ÝÑ

NÑ`8

fp0´q ` fp0`q

2
.

2.3 Applications du théorème de convergence de Féjer

Le théorème de convergence de Féjer permet ainsi de démontrer la convergence en moyenne de
Césaro des sommes partielles de Fourier vers la fonction. Puisque σN pfq P VectppenqnPZq, on a la
proposition suivante :

Proposition 33 (application dans L2
2π). La famille penqnPZ est une base hilbertienne de L2

2π.
Ainsi, si f P L2

2π,

1. Dans L2
2π, f “

ř8
n“´8 cnpfqen.

2. On a la formule de Parseval : }f}22 “
ř8

n“´8 |cnpfq|2

On n’a cependant pas forcément la convergence de la série de Fourier, comme on l’a vu avec la
proposition 29. En revanche, grâce au théorème de Féjer on a les résultats suivants.

Théorème 34. 1. Soient f P C2π et x0 P R. Alors :

lim
NÑ`8

SN pfqpx0q “ l ùñ l “ fpx0q.

2. Si f P C2π et pSN pfqqN converge simplement dans R, alors, pour tout x P R,

fpxq “ Spfqpxq.

Démonstration. 1. On a SN pfqpx0q ÝÑ
NÑ`8

l, donc d’après le théorème de Cesàro, on a

σN pfqpx0q ÝÑ
NÑ`8

l. Or, d’après le théorème de convergence de Féjer, puisque f est continue,

on a }σN pfq ´ f}8 ÝÑ
NÑ`8

0, donc en particulier σN pfqpx0q ÝÑ
NÑ`8

fpx0q, donc par unicité de

la limite, on a bien l “ fpx0q.

2. Découle de 1.

Théorème 35. Si f P C2π et f est C1 par morceaux, alors sa série de Fourier converge normalement
sur R et on a f “ Spfq.
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Démonstration. La fonction f 1 est 2π-périodique, continue par morceaux sur r0, 2πs, donc elle est
L2 et la formule de Parseval donne :

8
ÿ

n“´8

n2|cnpfq|2 “ }f 1}22 ă 8,

Ainsi, on a : pour tout N ą 0,
ÿ

1ď|n|ďN

|cnpfq| “
ÿ

1ď|n|ďN

1

|n|
|ncnpfq|

ď

¨

˝

ÿ

1ď|n|ďN

1

n2

˛

‚

1{2 ¨

˝

ÿ

1ď|n|ďN

n2|cnpfq|2

˛

‚

1{2

(Cauchy-Schwarz)

ď

¨

˝

ÿ

1ď|n|

1

n2

˛

‚

1{2 ¨

˝

ÿ

1ď|n|

n2|cnpfq|2

˛

‚

1{2

ă 8,

donc pSN pfqqN converge normalement, donc simplement sur R. Ainsi, d’après le théorème précédent,
on a bien l’égalité souhaitée.

Tous ces résultats permettent par exemple de calculer certaines de sommes de séries numériques,
comme on peut le voir avec l’application suivante.

Application 36. On a :
ÿ

ně1

1

n2
“
π2

6
,

ÿ

ně1

p´1qn

n2
“ ´

π2

12
, et

ÿ

ně1

1

n4
“
π4

90
.

Démonstration. On considère f P L2
2π définie par fpxq “ x2 sur r´π, πs. Alors on peut calculer ses

coefficients de Fourier :

´ c0pfq “
1

2π

ż π

´π
x2dx “

π2

3
.

´ Pour tout n P Z˚,

cnpfq “
1

2π

ż π

´π
x2e´inxdx

“
1

2π

ˆ„

x2e´inx

´in

ȷπ

´π

`
2

in

ż π

´π
xeinxdx

˙

(par IPP)

“
1

iπn

ˆ„

xe´inx

´in

ȷπ

´π

`
1

in

ż π

´π
einxdx

˙

(par IPP)

“
1

iπn

2π cospnπq

´in
“

2p´1qn

n2
,

1. D’une part, comme f est continue et de classe C1 par morceaux, le théorème 35 assure que sa
série de Fourier converge normalement, donc simplement sur R, vers f , ainsi :

@x P R, fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx

“
π2

3
` 2

ÿ

nPZ˚

p´1qn

n2
einx

“
π2

3
` 4

ÿ

ně1

p´1qn

n2
cospnxq.
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En évaluant en x “ π, on obtient : π2 “
π2

3
` 4

ÿ

ně1

1

n2
, d’où

ÿ

ně1

1

n2
“
π2

6
. En évaluant en

x “ 0, on obtient : 0 “
π2

3
` 4

ÿ

ně1

p´1qn

n2
, d’où

ÿ

ně1

p´1qn

n2
“ ´

π2

12
.

2. D’autre part, comme f P L2
2π, d’après la formule de Parseval :

}f}22 “

8
ÿ

n“´8

|cnpfq|2,

avec : }f}22 “
1

2π

ż π

´π
x4dx “

π4

5
, d’où

π4

5
“
π4

9
` 4

ÿ

nPZ˚

1

n4
“
π4

9
` 8

ÿ

ně1

1

n4
. On obtient ainsi

la formule
ÿ

ně1

1

n4
“
π4

90
.
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3 Applications

3.1 Formule sommatoire de Poisson

Cette application des séries de Fourier relie les valeurs "entières" d’une fonction et de sa trans-
formée de Fourier. Elle a des applications en théorie des nombres, où elle permet de calculer les
sommes de certaines fonctions arithmétiques.

Théorème 37. Soit f P C1pRq telle que

sup
xÑR

x2|fpxq| ă 8, sup
xÑR

x2|f 1pxq| ă 8.

Alors f vérifie l’identité suivante, appelée formule sommatoire de Poisson :

@x P R,
ÿ

nPZ
fpx` 2πnq “

1

2π

ÿ

nPZ
f̂pnqeinx.

Démonstration. Soit x P R. On commence par étudier la série
ř

nPZ fpx ` 2πnq. Soit a ą 0. On a :
pour tout n P Z,

sup
|x|ďa

|fpx` 2πnq| “ sup
|y´2πn|ďa

|fpyq| ď sup
|y|ěa´2π|n|

|fpyq|,

Or par hypothèse, il existe C ą 0 telle que y2|fpyq| ď C pour tout y P R. Ainsi :

sup
|y|ěa´2π|n|

|fpyq| ď
C

p2π|n| ´ aq2
,

pour n assez grand pour que 2π|n| ´ a ‰ 0. La série
ř

nPZ fpx ` 2πnq est donc normalement
convergente sur tout compact de R : on note gpxq sa somme. D’après la deuxième hypothèse, on
peut refaire exactement le même raisonnement que précédemment à la fonction f 1, assurant que
la série

ř

nPZ f
1px ` 2πnq est normalement convergente sur tout compact de R. Ainsi, d’après le

théorème de dérivation sous le signe somme, g est de classe C1 et :

@x P R, g1pxq “
ÿ

nPZ
f 1px` 2πnq.

Ainsi, g est de classe C1, et elle est 2π-périodique. D’après le théorème 35, la série de Fourier de g
est normalement convergente, et est égale à g :

@x P R, gpxq “
ÿ

nPZ
cnpgqeinx.

Or : pour tout n P Z,

cnpgq “
1

2π

ż 2π

0
gpxqe´inxdx “

1

2π

ż 2π

0

ÿ

kPZ
fpx` 2πkqe´inxdx.

Comme la série de fonctions
ř

nPZ fpx` 2πnq est normalement convergente sur tout compact de R,
le théorème d’interversion somme-intégrale donne :

cnpgq “
1

2π

ÿ

kPZ

ż 2π

0
fpx` 2πkqe´inxdx “

1

2π

ÿ

kPZ

ż 2πpk`1q

2πk
fpxqe´inxdx “

f̂pnq

2π
,

d’où la formule annoncée.
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Corollaire 38. En évaluant en x “ 0, en gardant les notations précédentes :
ÿ

nPZ
fp2πnq “

1

2π

ÿ

nPZ
f̂pnq.

Application 39. On définit la fonction thêta de Jacobi par :

@t ą 0, θptq “
ÿ

nPZ
expp´πn2tq.

Alors on a l’identité de Jacobi :
@t ą 0, θptq “

1
?
t
θ

ˆ

1

t

˙

.

Démonstration. On considère, pour tout s ą 0, le noyau de Gauss γs P C1pRq défini par :

γspxq “
1

?
2πs

e´x2

2s .

La fonction γs vérifie les hypothèses du théorème 37, donc la formule sommatoire de Poisson
évalué en 0 donne :

ÿ

nPZ
γsp2πnq “

1

2π

ÿ

nPZ
γ̂spnq.

Pour calculer γ̂s, on peut par exemple appliquer le théorème de dérivation sous l’intégrale pour
trouver une équation différentielle vérifiée par γ̂s, et on trouve :

γ̂spxq “ e´sx2{2.

On obtient ainsi :

ÿ

nPZ

1
?
2πs

e´2π2n2{s “
1

2π

ÿ

nPZ
e´n2{2s.

On obtient alors, pour tout t ą 0, en prenant s “ 2π
t :

?
t

ÿ

nPZ
e´πn2t “

ÿ

nPZ
e´πn2{t,

d’où l’identité de Jacobi.

3.2 Résolution d’une équation différentielle ordinaire

La théorie autour des séries de Fourier permet de résoudre des équations différentielles ordinaires.
Nous allons illustrer la démarche sur l’exemple suivant : on considère l’équation

yp4q ` 4y2 ` 4 “ | sinp2xq|, (I)

d’inconnue x ÞÑ ypxq. La méthode générale consiste à rechercher une solution particulière sous
forme de série trigonométrique. Nous allons démontrer ici le résultat suivant :

Théorème 40. La solution générale de (I) est de la forme

ypxq “ y1pxq `
1

2π
´

1

π

8
ÿ

n“1

cosp4nxq

p4n2 ´ 1qp64n4 ´ 20n2 ` 1q
,

où y1pxq “ A cospxq `B sinpxq ` C cosp2xq `D sinp2xq, avec A,B,C,D P R.
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Démonstration. L’équation homogène associée à (I) est :

yp4q ` 4y2 ` 4,

d’équation caractéristique r4 `5r2 `4 “ 0, dont les racines sont ´i, i,´2i et 2i. La solution générale
réelle de l’équation homogène est donc de la forme

y1pxq “ A cospxq `B sinpxq ` C cosp2xq `D sinp2xq,

avec A,B,C,D P R.

On cherche maintenant une solution particulière de (I). On la cherche de classe C4, et sous forme
d’une série trigonométrique. La fonction f : x ÞÑ | sinp2xq| est 2π-périodique, continue et C1 par
morceaux, donc d’après le théorème 35, elle est la somme de sa série de Fourier :

| sinp2xq| “ c0pfq `
ÿ

nPZ˚

cnpfqeinx.

Or :

´ c0pfq “ 1
2π

ş2π
0 | sinp2xq|dx “ 2

π .

´ Pour tout n P Z˚,

cnpfq “
1

2π

ż π

´π
| sinp2xq|e´inxdx “

1

π

ż π

0
| sinp2xq|e´inxdx

“
1

π

˜

ż π{2

0
sinp2xqe´inxdx´

ż π

π{2
sinp2xqe´inxdx

¸

“
1

π

˜

ż π{2

0
sinp2xqe´inxdx`

ż π{2

0
sinp2px` πqqe´inpx`πqdx

¸

.

Ainsi, si n est impair, cnpfq “ 0. Et :

c2npfq “
2

π

ż π{2

0
sinp2xqe´i2nxdx

“
1

iπ

ż π{2

0
e2ip1´nqxdx´

1

iπ

ż π{2

0
e´i2p1`nqxdx

“
´1

π

˜

e2ip1´nqπ
2 ´ 1

2p1 ´ nq
´
e´2ip1`nqπ

2 ´ 1

´2p1 ` nq

¸

“
´e´inπ

π

ˆ

1

n´ 1
´

1

n` 1

˙

“
´2e´inπ

πpn2 ´ 1q
,

Ainsi, si n est impair, alors c2npfq “ 0. Et :

c4npfq “ ´
2

πp4n2 ´ 1q
.
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On en déduit finalement :

@x P R, | sinp2xq| “
2

π
´

4

π

ÿ

ně1

cosp4nxq

4n2 ´ 1
.

Comme (I) ne comporte que des dérivées d’ordre pair, on peut chercher une solution particulière
sous la forme

fpxq “
ÿ

ně0

αn cosp4nxq.

Si l’on suppose que l’on puisse dériver quatre fois terme à terme la série précédente, alors on a :

f p4qpxq ` 5f2pxq ` 4 “ 4
ÿ

ně0

αnp64n2 ´ 20n2 ` 1q cosp4nxq.

Puisque 64n2 ´ 20n2 ` 1 ne s’annule pas, on peut identifier terme à terme et on obtient donc la
forme souhaitée.

3.3 Résolution de l’équation de la chaleur

On peut également utiliser les séries de Fourier pour résoudre une équation aux dérivées partielles,
l’équation de la chaleur :

$

&

%

Bu
Bt “ B2u

Bx2 sur R` ˆ r0, ls
up0, xq “ fpxq, @x P r0, ls,
upt, 0q “ upt, lq “ 0, @t P R`.

(II)

d’inconnue R` ˆ r0, ls, pt, xq ÞÑ upt, xq, fonction qui mesure la température, à l’instant t au point
d’abscisse x, d’une tige rectiligne de longueur l, isolée aux extrémités. On suppose également que la
fonction f est de classe C1, avec fp0q “ fplq “ 0.

Théorème 41. Il existe une unique solution classique à l’équation de la chaleur, c’est à dire une
fonction de classe C2 vérifiant (II), et elle est donnée par :

upt, xq “
ÿ

ně1

ane
´λnt sin

´nπx

l

¯

,

où λn “
`

nπ
l

˘2 et

an “
2

l

ż l

0
fpxq sin

´nπx

l

¯

dx.

Démonstration. On ne démontre ici que l’existence de la solution. On cherche une solution par la
méthode de séparation des variables, c’est-à-dire sous la forme

upt, xq “ φpxqψptq.

avec φ et ψ qui ne s’annulent pas sur s0, lr et s0,`8r respectivement. Pour que u soit solution de
(II), il faut que

φpxqψ1ptq “ φ2pxqψptq,

soit
ψ1ptq

ψptq
“
φ2pxq

ϕpxq
“ λ,
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où λ est une constante. On obtient alors les deux équations

ψ1ptq ` λψptq “ 0, φ2pxq ` λφpxq “ 0.

Pour ψ, il existe alors une constante C telle que ψptq “ Ce´λt.
Pour φ : on remarque d’abord que pour que l’équation φ2pxq ` λφpxq “ 0 possède une solution non
triviale, il faut que λ ą 0. En effet : si λ “ 0, alors φ est de la forme

φpxq “ Ax`B,

or les conditions initiales sur u impliquent φp0q “ φplq “ 0, donc on aurait A “ B “ 0. Et si λ ă 0,
alors φ est de la forme

φpxq “ Ae´x
?

´l `Bex
?

´l,

et les conditions initiales impliquent également A “ B “ 0. Ainsi, on doit avoir λ ą 0, et dans ce
cas, φ est de la forme

φpxq “ A cospx
?
λq `B sinpx

?
λq.

Les conditions initiales donnent

0 “ φp0q “ A, 0 “ φplq “ sinpl
?
λq,

donc, pour que φ ne soit pas triviale, il existe n P N˚ tel que λ “ λn “ pnπ{lq2. On obtient ainsi
une suite de solutions de (II) (sans imposer la condition initiale sur le temps), donnée par

unpt, xq “ expp´λntq sinp
a

λnxq.

Comme l’équation est linéaire, le principe de superposition nous donne une solution de (II), donnée
par

upt, xq “
ÿ

ně1

an expp´λntq sinp
a

λnxq,

où les panq sont des constantes. La condition initiale up0, xq “ fpxq donne

@x P r0, ls, fpxq “
ÿ

ně1

an sinp
a

λnxq.

La fonction f étant de classe C1 telle que fp0q “ fplq “ 0, on peut la prolonger en une fonction
continue, C1 par morceaux, périodique sur R, et alors d’après le théorème 35, cette condition impose

an “
2

l

ż l

0
fpxq sin

´nπx

l

¯

dx.

On applique alors le théorème de dérivation sous le signe somme aux fonctions partielles upt, .q et
up., xq, ce qui est licite puisque par définition de la suite panqn, elle est bornée et la série Σan est
absolument convergente. Les séries de fonctions partielles de u sont donc uniformément convergentes
sur tout segment, donc on peut appliquer le théorème. On vérifie alors que u est solution de (II), ce
qui donne l’existence.
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