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Introduction

Les séries de Fourier sont un outil fondamental dans ’étude de fonctions périodiques. L’intuition
de Fourier est la suivante : on peut exprimer toute fonction périodique comme somme de fonctions
sinusoidales. Il énonce que le résultat est vrai, et qu’il est facile de prouver la convergence de celle-ci.
Il juge méme toute hypothése de continuité inutile... Mais il a fallu un siécle pour que les ana-
lystes dégagent les outils d’étude adaptés : une théorie de I'intégrale satisfaisante et les premiers
concepts de 'analyse fonctionnelle. On sait aujourd’hui que la convergence d’une série de Fourier

:f_oo cn(f)en vers f n’est pas toujours garantie, et elle dépend du mode de convergence et de la
régularité de la fonction considérée. C’est donc une question délicate, et on rencontre deux problémes
célébres : le premier est le contre-exemple de Dubois-Raymond qui nous assure qu’il existe f € Cor
telle que la série de Fourier diverge en 0. Le deuxiéme est le phénoméne de Gibbs qui illustre un
probléme de convergence des séries de Fourier aux points de discontinuité d’une fonction. En plus
de la convergence en moyenne quadratique dans L%W, on va s’intéresser a la convergence en moyenne
de Cesaro, avec le théoréeme de Féjer, ainsi que normale et ponctuelle, avec le théoréme de Dirichlet.

Dans la premiére partie, on introduit les notations, et on définit les coeflicients de Fourier pour
une fonction f € L%Tr, ainsi que les sommes partielles. On établit les premiéres propriétés, avec en
particulier le lemme de Riemann-Lebesgue qui assure que la suite des coefficients de Fourier converge
vers 0 lorsque [n| — +o0o. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse a la convergence de la série de
Fourier d’une fonction. On introduit les noyaux de Dirichlet et de Féjer, qui vont nous permettre
de démontrer 'existence d’une fonction périodique continue dont la série de Fourier diverge en 0.
On pourra également obtenir le théoréme de convergence de Féjer, qui démontre la convergence des
sommes de Césaro oy (f) vers f, en norme infinie pour une fonction dans Car, et en norme LP pour
une fonction dans L5 . On s’intéresse ensuite au cadre des foncions L%ﬂ, qui constitue un espace
Hilbert pour la norme |.|2. Le systéme trigonométrique (e, )nez forme une base hilbertienne de cet
espace, les résultats sur les espaces de Hilbert permettent donc d’obtenir la convergence de la série
de Fourier en moyenne quadratique, et la formule de Parseval. Enfin, dans la troisiéme partie, on
étudie quelques applications des séries de Fourier : la formule sommatoire de Poisson, la résolution
d’une équation différentielle ordinaire, et enfin la résolution de 1’équation de la chaleur.



Toutes les fonctions considérées sont des fonctions d’une variable réelle et a valeurs complexes.
Sauf mention explicite du contraire, tous les résultats sont tirés de [Amr].

1 Coefficients et séries de Fourier

1.1 Notations, espace des fonctions périodiques

On introduit ici les notations qui seront utilisées dans toute la suite. On rappelle aussi des
résultats de complétude sur certains espaces, que ’on admet.

Définition 1. Une application f: R — C est dite T-périodique si : Yz € R, f(z +T) = f(x).

Remarque 2. Si f est une fonction T-périodique, alors la fonction g définie par g(x) = f (%m) est

2m-périodique. Pour simplifier, on peut donc se restreindre a 1’étude des fonctions 2w-périodiques.
Définition 3. On note Co, 'espace des fonctions 2m-périodiques continues.
Proposition 4. L’espace (Cox, |.|o0) est un espace de Banach.

Soit 1 < p < +00. On note L5 l'espace vectoriel des fonctions 2m-périodiques appartenant a
L et on définit une semi-norme :

loc?
1 21 p
1y = (5 [ r@ras)

qui induit une norme sur I'espace défini ci-dessous.

Définition 5. Soit 1 < p < +00. On note LE_ = £ _/ ~, ou ~ est la relation d’équivalence définie
par f ~ g < f = g presque partout.

L’espace L5 muni de |.||, est donc un espace normé.

Proposition 6 (Riesz-Fischer). Soit 1 < p < +00. Llespace (LE_,|.|,) est un espace de Banach,
et : si (fn)n est une suite de fonctions convergeant vers une fonction f dans LP, alors il existe une
sous-suite (fnk)k qui converge simplement presque partout vers f.

Proposition 7. L’espace L%W est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

1 (2 -
oo =5 ) f(x)g(z)da.

Définition 8. Pour tout n € Z, on note e, € Co, défini par e,(z) = €. On appelle la famille
(en)nez le systéme trigonométrique.

Définition 9. On appelle polynéme trigonométrique toute combinaison linéaire d’éléments du sys-
téme trigonométrique.

Définition 10 (produit de convolution). Pour f,g € L} | le produit de convolution f * g au

point x, quand il existe, est donné par

1

2T
fxg(x)= o ), f(t)g(z —t)dt.



Définition 11 (approximation de 'unité). Une suite (;,), d’éléments de Li_ est une approxi-
mation de 'unité si :

1 21
1. PourtoutneN,90n>0etf on = 1.
2 0

2. Pour tout 0 > 0, J on(t)dt — 0.

|t|=6 n—-+00

Remarque 12. Si 1 < p < o0, toutes les propriétés sur la convolution dans R? restent vraies dans
le cadre LY . En particulier, si f,g € L3, alors le produit de convolution f * g existe pour presque

tout x € [0, 27].

Définition 13 (translation). Soit 1 < p < 0. Si f € L . on définit pour tout a € R, 7,f
I’application définie par :

Ve eR, 7,f(x) = f(x — a).

On peut maintenant s’intéresser aux coefficients de Fourier associés & une fonction, et établir les
premiéres propriétés, ce qui est l'objet de la sous-section suivante.

1.2 Coefficients et séries de Fourier

Définition 14 (coefficients de Fourier). Soient f € L_ et n € Z. On appelle n-iéme coefficient
de Fourier de f le nombre ¢, (f) € C défini par
1 21 )
en(f) = ). (x)e™ " dw.

Remarque 15. Pour f € L3_, on a c,(f) = {f,en).

Exemple 16. Soit f la fonction 27-périodique définie par : Va € [—m, 7], f(z) = 1 — fr—z Alors :
_1)yn—1
VneZ, c,(f) = %

Proposition 17 (propriétés). Soient f € Ly, a € R, (k,n) € Z? et ge LY. Alors :

21

1. En notant fs(x) = f(—x), cn(fo) = c—n(f).

en(f) = m

cn(Taf) = e en(f).

cnlerf) = cn—k(f)en.

fren=cn(f)en.

Démonstration. Ces différents résultats découlent facilement des propriétés standards du calcul in-
tégral. ]

Guds o e

Proposition 18. Si f € Cor et f est C' par morceauz, alors pour tout n € Z, c,(f') = inc,(f).

p—1
Démonstration. La fonction f est C! par morceaux, donc on peut écrire [0,27] = | [aj, a;j+1] ot f

7=0
est C'! sur chaque [aj,aj+1]. On a alors, en effectuant des intégrations par parties : pour tout n € Z,



/ 1 o[ / —inz
W) =5 0 | e
j=0"%
p—1 Qs
—inz]%+1 . I nx
= [f(z)e ]m +1in f(z)e"*dx
j=0 ’ %
1 —inz12T .
= o [f(x)e ]0 + incy(f),
d’ott ¢, (f') = inec,(f). O
Théoréme 19 (lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f € L), on a c,(f) — 0.

[n|]—+400
Démonstration. On suppose d’abord que f est C'. Alors d’aprés la proposition précédente :

dn oL () = e W

n| In|  |nj—>+o0

donc ¢, (f) — 0.

|n|—+00
Dans le cas ou f € L%W : soit € > 0. Par densité de ’ensemble des fonctions C! & support compact,
donc de C!, dans L', il existe g € C3_ telle que |f — g|l1 < &. Ainsi :

Vo =1, |en(f)] < len(f = 9)| + len(9)]
If =gl + len(9)]
€+ [en(9)],

or ¢p(g) — 0, donc on a bien ¢,(f) — 0. O
|n|—+o0 [n|—+o0

Proposition 20. L’application v : L} — co(Z) définie par v(f) = (cn(f))nez est un homomor-

phisme d’algébres de (L}, *) dans (co(Z),.), continu de norme 1.

Démonstration. — D’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue, v est bien définie.

— Montrons que y est continue et de norme 1. On a :

Vf € L len(F)l < £,

donc 7y est continue, et |y| < 1. Or on a ||y(ep)|lsc = 1, donc on a bien ||| = 1.

— 1l reste donc & montrer que si f,g € Li_, alors y(f = g) = v(f)y(g). Or pour deux telles
fonctions, la fonction ¢ définie sur [0, 27]% par (z,t) = f(x —t)g(t)e”"® est intégrable, donc
d’aprés le théoréme de Fubini :

1 2

2 o f#g(z)e ™ dx
1 21 1 21 »
=5 2 ), flx—t)g(t)e " dtdz
1 2 ) 1 21
O

2 0 2 0

= cnlg)en(f)-

cn(f * g)

fl@ —t)e ™= dzdt

Dot y(f * g) = v(f)v(9)-



Définition 21 (somme partielle). Soient f € L} et N € N. La somme partielle d’ordre N de f
est la fonction Sy (f) = S0y en(f)en.

Exemple 22. En reprenant ’exemple 16, pour tout N € N, Sy (f)(0) = 0.

Définition 23 (somme partielle de Cesaro). Soient f € L} et N € N. La somme partielle de
Césaro de la série de Fourier de f est la fonction on(f) = ﬁ Zgzo Sk(f)-

La question qui se pose naturellement désormais est de savoir si une fonction dans Co; peut
s’obtenir comme "combinaison linéaire infinie" des e,. Plus précisément, on s’intéresse aux questions
suivantes :

1. Pour quelles fonctions y-a-t-il convergence de (Sn(f))n 7
2. S’il y a convergence, y-a-t-il convergence vers f 7

3. S’il y a convergence, de quel type s’agit-il 7 Convergence en norme |.|,, simple, uniforme, au
sens de Cesaro?

C’est donc I'objet de la section suivante.



2 Convergence des séries de Fourier

2.1 Noyaux de Dirichlet et Féjer

Définition 24 (noyau de Dirichlet). Soit N > 1. Le noyau de Dirichlet d’ordre N est la fonction
Dy = ZnN:fN n-

Proposition 25 (propriétés). Soit N > 1
27
1. La fonction Dy est paire, 2mw-périodique et vérifie % Dy =1.
0

2. Dy est le prolongement par continuité a R de la fonction x — W

3. Pour tout f € Ly_, Sn(f) = f * Dy.
Démonstration. 1. La fonction Dy est bien paire et 2m-périodique. De plus,

" Dy - 2 j =Y 20

—T n=—N

donc on a bien |Dy|; = 1.
2. Siz € 2nZ, alors Dy(x) = 2N + 1. Sinon, on a
N

Dy(z) = Z et = T
n=—N €

0i7/2 o—i(N+1/2)z _ ,i(N+1/2)z

e~ Nz _ ei(N+1)x

eiz/2 e—ir/2 _ giz/2
sin((NV + 1/2)x)
sin(z/2)

On remarque que cette derniére expression tend vers 2N + 1 lorsque z tend vers 0, donc Dy
se prolonge par continuité en x = 0, donc en les x € 27Z par périodicité.

3. On a
N N

f*Dy = Z (fxen) = Z cn(flen = Sn(f)-

n=—N n=—N
O

Définition 26 (noyau de Féjer). Soit N > 1. Le noyau de Féjer d’ordre N est la fonction
Ky =3 X5 D
Proposition 27 (propriétés). 1. La suite de fonctions (Ky)n=1 est une approximation de
l'unité dans L.
2. Pour tout f € LY _, pour tout N > 1, on(f) = f * Kn.

Démonstration. 1. On a, pour tout z € [0, 27| :
N=1 . /. N-1
sin((j + 1/2)z) (j+1/2)x
NK = =
v(@) Z sin(x/2) sin x/2 Z ¢
Jj=0 7=0

1 a2 X i 1 1—¢iNe
e T ijr | _ e
sin(z/2) S\ j;) ¢ sin(x/2)\s ( 1—ew )

1 )S <€iNm/2 eiNz/2 _ e—iNx/2) _ sin(Nz/2)?

sin(x/2 ei®/2 — g—i/2 sin(z/2)? ’

7



donc Ky =0, et :

1 N-1 1 2
K = — — Dy =1.
IKN | N,ZQTI' , D
7=0
D’autre part : pour tout ¢ > 0,
0< |  Ky(x)d <f 1
< N(x)dr < —_—
[t|=6 It|=6 N sin?(6/2) N+

donc (Kn)n est bien une approx. de 'unité dans L%ﬂ.

2. On a:
| N1 | N1
f*KNZNj;)f*DN=N§)5N(f)=UN(f)-

O]

Les noyaux de Dirichlet et de Féjer vont nous permettre de mettre en défaut la convergence des
séries de Fourier dans certains cadres, mais également d’obtenir des théorémes de convergence. C’est
I’objet de la sous-section suivante.

2.2 Théorémes de convergence

On commence par établir 'existence d’un contre-exemple & la convergence des séries de Fourier,
sans en donner une expression explicite, & I’aide du théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme 28 (Banach-Steinhaus, [Gou|). Soient E un espace de Banach, et F' un espace vec-
toriel normé. Soit (T;)ie; une suite d’applications linéaires continues de E dans F. On suppose :

Ve e E, sup |Tix||p < 0.
el

Alors :

sup ||T;|| < oo.

el
Démonstration. On pose, pour tout N > 1, &y = (. {z € E, |Tiz|; < oo}. Alors, pour tout
N > 1, 'ensemble @y est fermé car les T; sont continues, et | J N>1 PN = E. Puisque E est complet,
d’aprés le théoréme de Baire, il existe N > 1 tel que @y est d’intérieur non vide : il existe ainsi
xo € E et rg > 0 tel que la boule ouverte B(xg,rg) est incluse dans ® . Ainsi, si y € Bg(0, 1), alors :

Vie I, [Tilray + 0)lr < N,

donc :
) 1
Viel, |Ti(y)lr < %HTz‘(Toy + 20)|F + |Ti(x0) | F
1
< —(N + sup |Tixo| ),
0 iel
donc : )
sup | T3]l < —(N + sup [Tizollp) < oo,
iel To iel
d’ou le théoréme. O



Le théoréme de Banach-Steinhaus permet alors d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 29 (contre-exemple, [Goul). Il existe une fonction f € Cor dont la série de Fourier
diverge en 0.

Démonstration. On pose, pour tout N > 1, Iy la forme linéaire sur Cor définie par In(f) =
ZngN en(f) = Sn(f)(0). L’application Iy est bien linéaire et :

Ve G n(Pl = | 3 L f”f(we—mdt
2wy [N ey o 0

1 21 N

=l5o | FO) D5 eTMdt

n=—N

- Wf(t)DN(t)dt‘
T Jo

1 2m
<Ifloge [ IDxl = 1£1C.
T Jo
ot Cn = 5= Séw | Dl Ainsi Iy est continue et |Iy]| < Cn. Montrons que HZNH = C’N. Pour tout
2
e > 0, on pose f. = |D |+6 On a bien f € Cor, et In(f:) = Oﬂ |DN\+5 Or \DN|+€ " —> |Dp], et

on peut dominer ﬁ?\lﬁ par |Dy|, qui est intégrable, donc on a :
N(fe) Y CN)
e—0

puis |[Iny]| = Cn. On a alors, pour tout N > 1
2m |s1n((N +1/2)z)|

2” |s1n((N +1/2)z)| ,
> WL 2] dz (car |sin(u)| < |u|)

dr — o0,
0 || No+w

1 JZW(NJrl/Z) |sin(x)]

s

donc par contraposée du théoréme de Banach-Steinhaus, qu’il est licite d’appliquer car (Cor, ||.||o0)
est un espace de Banach, il existe f € Car tel que In(f) 7 +00, i.e. la série de Fourier de f
n——+ao0

diverge en 0. O

On s’intéresse désormais & la convergence des séries de Fourier, en norme |.|, ou |.|. Le théoréme
de convergence de Féjer démontre la convergence au sens de Cesaro. On commence par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 30. Soit 1 < p < 0. Si f € LY, alors lapplication ® : R — LY définie par ®(a) = 7of est
uniformément continue.

Démonstration. Soit e > 0. On suppose d’abord que f est C®. Alors en particulier f est continue sur
[0,27], donc d’apreés le théoréme de Heine, f est uniformément continue, et donc par 27w-périodicité :
il existe § > 0 tel que :

V(z,y) € [0,27], [x —y| <0 = [f(z) - f(y)| <&



Alors : pour tout a,b € R tel que |a — b| <4,

1 2T
f =l = 5 [ 1@ =)~ fa—pP do <2
2T 0
donc |7, f — 7f|p < € et @ est bien uniformément continue.

Si f € LY, alors par densité de 'ensemble des fonctions C5o. dans L,

|f —glp < e. D’aprés ce qui précede, il existe 6 > 0 tel que :

il existe g € C5. tel que

V(a,b) eR, la—b| <0 = |1a9 — 9|y <e.
Ainsi : pour tout a,b € R tel que |a — b| < 0,
[7af = ofllp < I7uf = 7agly + I7ag = ol + g = 7 f1, < 3e.
Donc @ est uniformément continue sur R. O

Théoréme 31 (Féjer). Soit 1 < p < 0.
1. i f € Cox, alors |on(f) = flw  —> 0.

— 400
2. Si feLb , alors |on(f)— flp N 0.
Démonstration. 1. Soit f € Cor. Soit € > 0. f est continue sur le segment [0,27], donc y est

uniformément continue d’aprés le théoréme de Heine, il existe § > 0 tel que :
V(z,y) € [0,2n], |z —y[ <6 = |f(z) - fly)[ <e.

Alors : pour tout x € [0, 27],

lon(f)(@) = f(x)] = |f » Kn(z) — f(2)

2m
! J (f(z—1t)— f(x))KN(t)dtl (car (Kn)n est une approximation de 1'unité)

2 Jy
1 21
<o | 1re-0- roEy@a
T Jo
1 1
=— | |fle—t)— fOIEN@)dt+— | [flz—t)— f(t)|Kn(t)dt
2 <) 2 t>0
1 1
<o | Exrdfleg [ Ena
21 Ji<s 21 Jiss
coi Wl [ e
T Jt>6
or (Kn)n est une approximation de 'unité, donc Ky — 0:il existe N tel que pour
tout n = N, Ky <e. Ainsi :

t>0

Vn = N, [on(f) = fleo < 2e,

dou lon () = fle — 0.

2. Soit f e LE_. Alors, pour tout N > 1,

10



2
low (D) = 5= 5 | low(Di@) = @) da
1 2T

p

1 21
"o 0 o f (f(t —x) — f(x))Kn(t)dt| dx
27 21
27r 0 1 J f(t —z) — f(o)[PKn(t)dtdz,

d’aprés 'inégalité de Holder appliquée a la mesure de probabilité iK ~(t)dt. Ainsi, en notant

9(@t) = |7 = flp,

27r1

2m
lon(f) = fl5 = J ft —x) — f(x)|PdeKyn(t)dt (d’aprés Fubini-Tonelli)

27 0
- % Kx(t)g(—t)dt
~ g+ Kn)(0) —g(0) =0,

car d’aprés le lemme précédent g € Car, donc en appliquant 1. la suite de fonctions (on(g))n
converge uniformément, donc simplement, vers g. Ainsi :

lon () = flp — 0.

O

En plus du théoréme de Féjer, on dispose du théoréme de Dirichlet, qui donne un critére de
convergence ponctuelle de la série de Fourier d'une fonction L
Théoréme 32 (Dirichlet). Soient f € L} _ et zg € R. On suppose :

1. lim f(x) et lim f( ) existent (on les note respectivement f(zg) et f(zg).

CC—>£EO CL’—>CEO

2. f posséde une dérivée a gauche et une dérivée a droite en xg.

o flag)+f(zg)
Alors : Nl—zﬁooSN(fxxO) = =0,

Démonstration. Quitte a translater, on peut supposer que xg = 0. D’aprés les propriétés établies
sur le noyau de Dirichlet, on a

Sn(£)(0) = £+ Dx(f)(0) = = F(—2) Dy ()

27
Ainsi :
_ N i B .
SvH0) - f(());_f(o) - % J_ f(=2)Dn(z)dz — f(())—gf(o)
= % Oﬂ(f(fﬂ) + f(=2) — £(07) = £(01)) Dy ()

I
¥~
S
>
—~
8
S~—
2
B
N
N
=
+
N | =
N~
8
N~
o,
8

11



ou h est la fonction définie par :

f(@) + f(=2) - f(07) — f(0)
sin(z/2) '

Ve [0,7], h(z) =

La fonction h est localement intégrable sur |0, 7], et puisque
f(x) — f(0F) 't
= 7 =~ L 0m),

x z—0+t f ( )

la fonction h est bornée au voisinage de 0, donc est intégrable sur [0, 7]. Ainsi, d’apreés le lemme

de Riemann-Lebesgue,
4 1
i N+ = dr —
L h(zx) sin (< + 2) :L') T e 0,

ainsi

2.3 Applications du théoréme de convergence de Féjer

Le théoréme de convergence de Féjer permet ainsi de démontrer la convergence en moyenne de
Césaro des sommes partielles de Fourier vers la fonction. Puisque on(f) € Vect((en)nez), on a la
proposition suivante :

Proposition 33 (application dans L3). La famille (e,)nez est une base hilbertienne de L3_.
Ainsi, si f € L%w

1. Dans L3, f =" ca(f)en.

2. On a la formule de Parseval : ||f|3 = " lea(f)]?

n=—0o
On n’a cependant pas forcément la convergence de la série de Fourier, comme on 1’a vu avec la
)

proposition 29. En revanche, grace au théoréme de Féjer on a les résultats suivants.

Théoréme 34. 1. Soient f € Cor et xg € R. Alors :

lim Sn(f)(zo) =1 = 1 = f(x0).

N—+00

2. Si f€Cor et (Sn(f))n converge simplement dans R, alors, pour tout = € R,

Démonstration. 1. On a Sy(f)(xo) N l, donc d’apres le théoréme de Cesaro, on a
—+00
on(f)(zo) oo l. Or, d’aprés le théoréme de convergence de Féjer, puisque f est continue,
—+a0
on a |on(f) = fllo — 0, donc en particulier on(f)(zg) — f(xp), donc par unicité de
N—+o0 N—+o0
la limite, on a bien [ = f(xo).

2. Découle de 1.
O

Théoréme 35. Si f € Cor et f est C! par morceauz, alors sa série de Fourier converge normalement

sur R et on a f = S(f).

12



Démonstration. La fonction f’ est 2m-périodique, continue par morceaux sur [0, 27], donc elle est
L? et la formule de Parseval donne :

o0

Y, e NP = 1f13 < o0,

n=—0w

Ainsi, on a : pour tout N > 0,

S e = Y :l‘lncn(f)!

1<|n|<N 1</n]<N
1/2 1/2
1
< Z ) Z n?|en(f)]? (Cauchy-Schwarz)
I<[n|<N " 1<|n|<N
1/2 1/2
1
<X 5] [ X rleanr] <o
1<n] 1<|n|

donc (Sy(f))n converge normalement, donc simplement sur R. Ainsi, d’aprés le théoréme précédent,
on a bien I’égalité souhaitée. O

Tous ces résultats permettent par exemple de calculer certaines de sommes de séries numériques,
comme on peut le voir avec 'application suivante.

. 1 n? (=1 w2 1 =
Application 36. On a : Z 2= G Z 5 =1y et Z - =
n=1 n=1 n=1

Démonstration. On considére f € L2 définie par f(x) = 2% sur [—7, 7). Alors on peut calculer ses
coeflicients de Fourier :

1 us 5 7T2
— = — de = —.
— Pour tout n € Z*,
1 7T
Cn(f) _ 2 —m:cdm
7r
1 2 —znr ™ 2 (™ )
=5 ([ i ] % a:emxd:p> (par IPP)
1 —mr ™ 1 O
= ([ ] + — emxdx> (par IPP)
™ —in |_ m J_,

1 2mcos(nm)  2(=1)"

= . 9 )
mn —in n

1. D’une part, comme f est continue et de classe C'' par morceaux, le théoréme 35 assure que sa
série de Fourier converge normalement, donc simplement sur R, vers f, ainsi :

Z Cn(f)einm

VreR, f(x)

nez*

3
=7;2+4Z

n=1

cos(nx).



us 1 1 2
En évaluant en = 7, on obtient : 72 = — + 4 Z —, d’ou Z — = —. En évaluant en
n? n? 6
n=1 n=1
2 n n 2
| x C)" e (D w
x=0,onobt1ent.0=§+42 = ’dOHE - =T
n=1 n=1

2

. D’autre part, comme f € L5_, d’aprés la formule de Parseval :

27
o0
173 =2 lealH)P,
n=—0o0

1 T 4 4 4 1 4 1

avec : | f]2 = 27rf ride = %, d’ou % = %—1—4 Z i % +8 Z v On obtient ainsi
- nezZ* n=1

1 4
la formule Z — = %

n

n=1

14



3 Applications

3.1 Formule sommatoire de Poisson

Cette application des séries de Fourier relie les valeurs "entiéres" d’une fonction et de sa trans-
formée de Fourier. Elle a des applications en théorie des nombres, ou elle permet de calculer les
sommes de certaines fonctions arithmétiques.

Théoréme 37. Soit f € CH(R) telle que

sup 22| f(z)| < o0,  sup 22| f(z)] < 0.
z—R z—R

Alors f vérifie l'identité suivante, appelée formule sommatoire de Poisson :

Vz e R, Z f(z+2mn) = % Z f(n)eme.

neZ nez

Démonstration. Soit x € R. On commence par étudier la série Y _, f(x + 27n). Soit @ > 0. On a :
pour tout n € 7Z,

sup |f(z +2mn)| = sup |f(y)| < sup  |f(y)l,

je|<a ly—2mnl|<a ly|>a—2nin]

Or par hypothése, il existe C' > 0 telle que ¥?|f(y)| < C pour tout y € R. Ainsi :

C
sup  [f(Y)l <€ o3,
ly|=a—27|n| (27T‘n| - a’)2

pour n assez grand pour que 27n| —a # 0. La série ) _, f(z + 27n) est donc normalement
convergente sur tout compact de R : on note g(z) sa somme. D’aprés la deuxiéme hypothése, on
peut refaire exactement le méme raisonnement que précédemment a la fonction f’, assurant que
la série >, ., f'(z + 27n) est normalement convergente sur tout compact de R. Ainsi, d’aprés le
théoréme de dérivation sous le signe somme, g est de classe C' et :

VzeR, ¢ (z) = Z f'(z + 27n).

neZ

Ainsi, g est de classe C, et elle est 2r-périodique. D’aprés le théoréme 35, la série de Fourier de g
est normalement convergente, et est égale & g :

Ve eR, g(x) = Z cn(g)e™.
neZ
Or : pour tout n € Z,

1 2m ) 1 27 )
cn(g) = J g(x)e "™ dr = — Z f(z + 27k)e” """ dx.
2T 0 27 0 e,

Comme la série de fonctions )}, f(x + 27n) est normalement convergente sur tout compact de R,
le théoréme d’interversion somme-intégrale donne :

1 27 ] 1 27 (k+1) ) A(n)
cnl(9) = 5= Z J fz+27k)e” "™ de = — 2 f f(x)e ™ dy = ——,
27 ez Jo 21 = Jork 27
d’ou la formule annoncée. ]
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Corollaire 38. En évaluant en x = 0, en gardant les notations précédentes :
D f(2mn) = — Z f(n
nez neZ

Application 39. On définit la fonction théta de Jacobi par :
Vi >0, (¢ Z exp(—mn t

nez

V>0, 6(t) = \}%9 <1> |

Démonstration. On considére, pour tout s > 0, le noyau de Gauss v, € C*(R) défini par :
1 22
x) = e 2.
75( ) \/%

La fonction v, vérifie les hypothéses du théoréme 37, donc la formule sommatoire de Poisson

Alors on a l'identité de Jacobi :

évalué en 0 donne :

> 7s(2mn) 72%

nez nez
Pour calculer «s, on peut par exemple appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale pour
trouver une équation différentielle vérifiée par s, et on trouve :

- —sz2/2

vs(z) =€
On obtient ainsi :
27r2n2/s _ i —n?/2s
Z = o Dle .

nEZ neZ

On obtient alors, pour tout ¢ > 0, en prenant s = 27“ :

\/%Z e—ﬂ"th _ Z e—frn2/t

neZ neZ

d’ou 'identité de Jacobi. ]

3.2 Reésolution d’une équation différentielle ordinaire

La théorie autour des séries de Fourier permet de résoudre des équations différentielles ordinaires.
Nous allons illustrer la démarche sur 'exemple suivant : on considére I’équation

y@® + 49" + 4 = | sin(22)), (I)

d’inconnue x — y(x). La méthode générale consiste a rechercher une solution particuliére sous
forme de série trigonométrique. Nous allons démontrer ici le résultat suivant :

Théoréme 40. La solution générale de (I) est de la forme

(2) (2) 1 i cos(4nm)
z) = et
Y e T~ (4n? —1)(64nt —20n? + 1)’

ot y1(z) = Acos(z) + Bsin(z) + C cos(2x) + Dsin(2z), avec A, B,C, D € R.
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Démonstration. L’équation homogene associée a (I) est :
y@W 4 4y + 4,

d’équation caractéristique r* + 512 +4 = 0, dont les racines sont —i, 4, —2i et 2i. La solution générale
réelle de ’équation homogéne est donc de la forme

y1(x) = Acos(x) + Bsin(x) 4+ C cos(2z) + Dsin(2x),

avec A, B,C,D € R.

On cherche maintenant une solution particuliére de (I). On la cherche de classe C*, et sous forme
d’une série trigonométrique. La fonction f : x — |sin(2x)| est 27-périodique, continue et C'* par
morceaux, donc d’aprés le théoréme 35, elle est la somme de sa série de Fourier :

|sin(27)] = co(f) + D, en(f)e™.

nez*
Or :
o .
— c(f) = i 0ﬂ|sm(2x)\dx = %
— Pour tout n € Z*,
1 a . 1 ™ )
cn(f) = — | sin(2z)]e""*dz = J | sin(2z)]e " da
27T —T T 0

zjr<
zjr<

Alinsi, si n est impair, ¢,(f) = 0. Et :

/2 ) T )
J Sin(2x)emwdx—f sin(2x)emxdx>

0 /2

/2 ) /2 ]
J sin(2z)e”""*dx + f sin(2(z + Tr))em(z“r)da:) .
0 0

9 /2 )
con(f) = f sin(2x)e " dx

™

0
_ i /2 621‘(1—71)2’6(:11, o i /2 6_i2(1+n)$d$
T Jo T Jo
-1 €2i(l—n)% -1 e—2i(l+n)% -1
T\ 20-n)  —2(1+n
_efirwr 1 1
R (n —1 n+ 1>
_2e—in7r
B w(n?—1)’

Ainsi, si n est impair, alors co,(f) = 0. Et :

2

C4n(f) = —m-
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On en déduit finalement :

Vz e R, |sin(2z)| =

Comme (I) ne comporte que des dérivées d’ordre pair, on peut chercher une solution particuliére
sous la forme

flx) = Z ay, cos(4n).

n=0
Si 'on suppose que l'on puisse dériver quatre fois terme & terme la série précédente, alors on a :
FO(@) +5f"(x) +4 =14 )] an(64n® — 20n* + 1) cos(4na).
n=0

Puisque 64n% — 20n? + 1 ne s’annule pas, on peut identifier terme & terme et on obtient donc la
forme souhaitée. O

3.3 Reésolution de I’équation de la chaleur

On peut également utiliser les séries de Fourier pour résoudre une équation aux dérivées partielles,
I’équation de la chaleur :

% = 2% qur Ry x [0,7]

u(O,xixz f(z), Yz € [0,1], (II)

u(t,0) = u(t,l) =0, Vt € Ry.

d’inconnue R x [0,1], (¢, 2) — u(t, z), fonction qui mesure la température, a I'instant ¢ au point
d’abscisse z, d'une tige rectiligne de longueur [, isolée aux extrémités. On suppose également que la
fonction f est de classe C1, avec f(0) = f(I) = 0.

Théoréme 41. Il existe une unique solution classique a I’équation de la chaleur, c’est a dire une
fonction de classe C? vérifiant (II), et elle est donnée par :

" _ . “Ant s (nﬂ'l’)
u(t, ) Z ane sin {—— ),

n=1
o dn = (%) et
2 (! . /NTT
an =7 L f(z)sin <T> de.

Démonstration. On ne démontre ici que 'existence de la solution. On cherche une solution par la
méthode de séparation des variables, c¢’est-a-dire sous la forme

u(t, z) = p()y(t).

avec ¢ et 1 qui ne s’annulent pas sur ]0,![ et |0, +oo[ respectivement. Pour que wu soit solution de
(IT), il faut que

soit




ol A est une constante. On obtient alors les deux équations

Y (t)+Mp(t) =0, ¢"(x) + Ap(x) = 0.

Pour 1, il existe alors une constante C' telle que 9(t) = Ce™.
Pour ¢ : on remarque d’abord que pour que I’équation ¢”(z) + Ap(z) = 0 posséde une solution non
triviale, il faut que A > 0. En effet : si A = 0, alors ¢ est de la forme

o(r) = Az + B,

or les conditions initiales sur u impliquent ¢(0) = ¢(I) = 0, donc on aurait A = B =0. Et si A <0,

alors ¢ est de la forme
o(r) = Ae=*V= 4 Be*V

et les conditions initiales impliquent également A = B = 0. Ainsi, on doit avoir A > 0, et dans ce
cas, @ est de la forme

o(x) = Acos(zvVA) + Bsin(zv/\).

Les conditions initiales donnent
0=0(0)=A4, 0=g¢()=sin(V)),

done, pour que ¢ ne soit pas triviale, il existe n € N* tel que A = \,, = (nm/l)2. On obtient ainsi
une suite de solutions de (II) (sans imposer la condition initiale sur le temps), donnée par

Un(t, ) = exp(—Ant) sin(\/An).

Comme ’équation est linéaire, le principe de superposition nous donne une solution de (II), donnée

par
u(t,x) = Z an exp(—Ant) sin(n/Anz),

n>=1

ou les (ay) sont des constantes. La condition initiale u(0,z) = f(x) donne

Ve [0,1], f(z) = D ansin(y/Anz).

n=1

La fonction f étant de classe C telle que f(0) = f(I) = 0, on peut la prolonger en une fonction
continue, C! par morceaux, périodique sur R, et alors d’aprés le théoréme 35, cette condition impose

ap, = ?Llf(x) sin (nlﬂ> dz.

On applique alors le théoréme de dérivation sous le signe somme aux fonctions partielles u(t,.) et
u(.,x), ce qui est licite puisque par définition de la suite (ay,)n, elle est bornée et la série Ya,, est
absolument convergente. Les séries de fonctions partielles de u sont donc uniformément convergentes
sur tout segment, donc on peut appliquer le théoréme. On vérifie alors que u est solution de (II), ce
qui donne 'existence.

O]

19



Références

[Amr| El Amrani. Analyse de Fourier dans les espaces fonctionnels.

|[Gou|] Gourdon. Analyse.

20



	Introduction
	Coefficients et séries de Fourier
	Notations, espace des fonctions périodiques
	Coefficients et séries de Fourier

	Convergence des séries de Fourier
	Noyaux de Dirichlet et Féjer
	Théorèmes de convergence
	Applications du théorème de convergence de Féjer

	Applications
	Formule sommatoire de Poisson
	Résolution d'une équation différentielle ordinaire
	Résolution de l'équation de la chaleur


