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Introduction

Les processus de Hawkes sont des processus stochastiques qui ont des applications dans
différents domaines comme la sismologie, la finance et les réseaux sociaux.

Pour mieux comprendre la définition du processus de Hawkes, on va d’abord introduire
la notion de processus de Poisson. Un processus de Poisson est un processus de comptage
classique, qui est souvent le mieux adapté pour expliquer un processus "d’arrivées", tel que
le nombre de clients arrivant devant un guichet, ou le nombre d’appels téléphoniques dans
un centre. Les arrivées sont supposées réparties de fagon aléatoire et indépendante dans le
temps, suivant une loi explicitée dans la section 2.1.2.

Les processus de Hawkes sont des processus de Poisson dont les variables "temps d’écart"
entre deux arrivées ne sont plus indépendantes. Ce sont des processus auto-excités, ce qui
signifie que chaque événement arrivé augmente le taux des arrivées futures pour une certaine
période de temps. C’est le cas par exemple pour les répliques des tremblements de terre;
un séisme augmente la tension géographique dans la région, ce qui peut causer d’autres
secousses. C’est aussi le cas pour certains événements en finance, tel que la faillite d’une
grande banque d’investissement qui peut envoyer des chocs dans les centres du monde fi-
nancier.

Il existe deux modéles du processus de Hawkes, le modéle discret et le modéle continu.

Le processus de Hawkes discret (abrégé DHP pour Discrete Hawkes Process) est défini de
la maniére suivante : on fixe (o) une suite de nombres strictements positifs vérifiant

0 0
(A):Zan<1, (B):Znozn<oo,
n=0 n=1

puis on définit une suite de variables aléatoires (X,,), définie :

1. soit par des lois de Bernoulli : X; ~ B(ap) et pour tout n > 2, X,, suit une loi de
n—1
Bernoulli de paramétre ag + >, a,—; X; (noté py).
i=1

2. soit par des lois de Poisson : X; ~ P(ag) et pour tout n > 2, X,, suit une loi de
n—1
Poisson de paramétre ag + Y, ay,—; X; (noté A\p).
i=1

n
Le DHP est alors défini par la suite des sommes partielles S, = >, Xj, n € N.

k=1
Des exemples classiques pour la suite « sont o, = ve ™ (appelé noyau exponentiel) et
an = yne~ "™ (appelé noyau Erlang), avec les bonnes hypothéses sur ~ et 6.
Le processus de Hawkes continu (abrégé CHP pour Continuous Hawkes Process) est lui
défini de la maniére suivante : c’est un processus de comptage N tel que, en notant JF;
la tribu engendrée par les événements N(C) pour C € B(R), C' <] — o, t[, son intensité
conditionnelle est donnée par



t
A(t) = ap + J a(t — s)dN(s),
0
ot apg € Ret a: Ry — Ry (appelée fonction d’excitation) vérifie SSO a < 1. Un exemple
classique pour « est a(t) = ye~%, analogue au noyau exponentiel dans le DHP.

On étudie dans ce rapport les théorémes limites sur le processus de Hawkes. Les résultats
pour le CHP sont tirés de [1] en se plagant en dimension 1. Pour le DHP, le modéle Bernoulli
est étudié dans [2], mais ici on généralise les résultats au modéle Poisson.

Dans la section 1, on se place dans le cas discret. On établit une formule explicite pour
les espérances, puis on obtient une loi des grands nombres (LGN) et un théoréme central
limite (TCL) pour chaque modéle, que l'on illustre avec des simulations numeériques. Les
théoréemes dans le modéle Bernoulli sont tirés de [2] mais ici on les démontre également pour
le modéle Poisson. Dans la section 2, on définit le CHP a I’aide du processus de Poisson. De
méme, on établit une formule explicite pour les espérances, puis on énonce les théorémes
de convergence démontrés dans [1] que I'on compare aux résultats trouvés dans le cas discret.



1 Processus de Hawkes discret

Pour commencer, on peut effectuer des simulations pour voir & quoi ressemble la trajectoire
de (Sp)n. On prend ici o, = 76*9”, avec v = 0.3 et § = 1.5. On a simulé les variables
(X1,...,Xy) pour n = 10 dans les deux modéles discrets, et on obtient la figure 1.
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(a) Modele Bernoulli (b) Modele Poisson

FIGURE 1 — Simulation du processus de Hawkes discret

On peut donc voir I'influence des événements passés : lorsqu’il y a un saut, on observe plus
facilement des sauts juste aprés. Dans le modéle Poisson on voit également que ’on peut
avoir des sauts de taille différente.

On donne pour commencer deux théorémes sur les martingales discrétes de carré intégrable,
utiles pour la suite. La preuve du théoréme 1.1 est explicitée dans ’annexe A. Le théoréme
1.2, que 'on admet, est énoncé sous cette forme dans [3], et la version générale se trouve
dans [4]. On se place sur un espace filtré (Q, F, (F,)n,P). On rappelle que si M est une
martingale, on note (M) le processus prévisible dans la décomposition de Doob de la sous-
martingale M?2.

Théoréme 1.1 (loi des grands nombres pour les martingales). Si M est une mar-
tingale de carré intégrable, alors, si lir+n (M), = o,
n——+ao0

Mn ps
— 0.
(M)n

Théoréme 1.2 (théoréme central limite pour les martingales). Soit M une martin-
gale de carré intégrable. On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. An P2, 52 5,

2. Pour tout € > 0,

n
D UE[(My — Me—1)*L(ay—aty_y 25 enl Fr1] 2 0.
h=1

S

Alorsi\/{% £ N(0,0%).



1.1 Théorémes limites

On se place dans le modéle discret du processus de Hawkes, défini dans l'introduction. Le
but de la fin de cette section est de démontrer les théorémes suivants :

Théoréme 1.3 (loi des grands nombres). Dans le modéle Bernoulli du DHP,

Sn B Q0
n 1*2;@10%

Théoréme 1.4 (théoréme central limite). Dans le modéle Bernoulli du DHP,
Sp — 1—
Théoréme 1.5 (loi des grands nombres). Dans le modéle Poisson du DHP,

Sn ps
—

n

Théoréme 1.6 (théoréme central limite). Dans le modéle Poisson du DHP,

Sp—pn ¢ H
L SN0,
Vi < (1=t O‘k)Q)

La différence entre les LGN réside dans le mode de convergence, et celle entre les TCL dans
la valeur de la variance. La LGN fait intervenir les espérances des variables .S,,. Puisque
I’espérance est la méme pour une loi de Bernoulli ou une loi de Poisson de méme paramétre,
cela ne parait pas choquant d’avoir des résultats similaires. Cependant, les variances ne sont
pas les mémes, donc cela explique les différences dans le TCL.

1.2 Reésultats généraux

On se place pour l'instant dans le modéle discret du processus de Hawkes, sans préciser si
I'on est dans le modéle Bernoulli ou Poisson. Dans la section 1.2.1, on trouve une formule
explicite pour les espérances des variables X, puis on démontre que les moments sont bornés.
Dans la section 1.2.2, on met en place les outils nécessaires pour démontrer les théorémes
limites, en étudiant la martingale associée & S.

1.2.1 Espérances

On cherche pour commencer a calculer les espérances des variables X,,. On n’a pas trouvé
de références connues détaillant ce calcul dans le cas discret, mais on obtient ces résultats
en s'inspirant des calculs faits dans le cas continu, explicités dans [1].

On consideére o) la suite définie par Vn € N, aq(zl) = ay,, puis on pose, par récurrence, pour
tout k = 2,

n—1
Vn =k, o) = Z an,joék*l)
j=1



(on a P =0 pour tout n < k). On pose enfin ¢, = >, al¥. On a alors le théoréme

k=1
suivant, qui donne la valeur des espérances en fonction seulement de la suite .

Théoréme 1.7. Pour tout n > 1,

E[Xn] = (1 + ni ¢n_]~> .

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.8. Pour tout n > 1,

E[Xn] = ao+ ). onE[X;

Démonstration du lemme 1.8. Pour tout n > 1, on note F;, la tribu engendrée par les
variables X7, ..., X,,. Pour tout n > 2, on a alors, par définition de la suite (X,)n>1,

E[XTL] [ [X |]:n 1 Oéo~|- Z Qn— ]
car 'espérance d’une loi de Bernoulli ou de Poisson est égale & son paramétre, d’oll par
linéarité I'égalité souhaitée. O
Démonstration du théoréme 1.7. On montre la propriété par récurrence sur n.

— On a E[X1] = ag, donc la propriété est vraie au rang 1.

— On suppose la propriété vraie aux rangs 1,...,n — 1 pour n > 2. On a :

_ j—1
E[X,] = ( Z Qp—j (1 + Z ¢k>> (d’aprés 1.8 et I'hypothése de récurrence)
k=1

7j=1
n—1 n—1j5—-1 k
= qp (1 Z Qp—j + Z Z Z Oy jak ) par définition de 1)y)
j=1 j=1k=1p=1
— n—17—-175-1
ao(l Z ”J+ZZZO‘"JO%
Jj=1 j=1p=1k=p
— n—1j-1j-1
_a()(l Z n]—i—ZZZan]ak)(carai)—031k<p)
j=1 j=1p=1k=1
n—1 n—1j-1
= g (1 + ) o+ Z Z agpﬂ)) (par définition de ozng))
j=1 j=1p=1
n—1 n—1
= (1 + ) o+ Z (¢ — ozj)> (par définition de ;)
j=1 j=1

Dot la propriété au rang n.



Gréace au théoréeme 1.7, on a immédiatement les corollaires suivants :

Corollaire 1.9. Pour tout n > 1,

n k-1
E[Sn] = (TL + 2 2 ¢k_]‘> .
k=1j=1

Démonstration. Immédiat.

Corollaire 1.10. On a o
E[X)] — e %0
[Xn] =2 H =S o

k=1

Démonstration. On a :

E[Xn] = (1 + ni ¢n—j>
2,

J
Or, pour tout j > 1, > Qjfjoe Oy O] — <Z ak> , donc par passage a la

limite :

no

Corollaire 1.11. Si oy, = ve™ ™, alors pour tout n = 2,

1—e ¥ —ye (1 4 )t

ElXn] =~ 1—e?(1+7)

Grace au lemme 1.8, on peut également en déduire les propositions suivantes concernant
les moments, qui seront utiles pour obtenir des résultats de convergence. On ne met pas les

valeurs absolues car les variables sont positives.

Proposition 1.12. On a

sup E[X,] < o0.

n=1



Démonstration. D’aprés le lemme 1.8, pour tout n > 1,

n—1

E[X,] <ap+ sup E[X}] Z Op—k
1<k<sn—1 el

< ap + sup E[X}] Z Qs
k=1 k>1

d’olt en passant a la borne supérieure :

sup E[Xk] (1 - 2 Oék> < ap,

k=1 k>1

avec Y, ag < 1, d’ou le résultat souhaité.
k=1

Proposition 1.13. Pour tout k = 2,
sup E[X*] < 0.
n=1

Démonstration. Dans le cas Bernoulli, X* =

= Xy, donc le résultat est immédiat avec le lemme
précédent.

Dans le cas Poisson, on montre la propriété par récurrence sur k.
1. On a déja la propriété au rang 1.

2. On suppose la propriété vraie aux rangs 1,...,k — 1 avec k > 2. On a

E[X}] = E[E[X}|Fa-1]] = E[Pi(pn)],

n—1

oup, = ag+ Y. an—;X; et Py est un polynéome unitaire de degré k. D’aprés 'hypotheése
i=1

de récurrence, il existe donc une constante C' telle que, pour tout n > 1,

n—1
E[Xf]<C+ ) aB[X)_,]
i=1

0

<C+ Z o sup E[X*],

i—1 =l

d’oll en passant & la borne supérieure :

sup E[XF] (1 - Z an> < C,

n=1 n>1

avec Y, ap < 1, d’ou la propriété au rang k.
k=1



1.2.2 Vers les théorémes limites

Dans cette section, on souhaite obtenir des résultats préliminaires utiles pour démontrer
les théorémes limites, tout en restant dans un contexte général. On note toujours, pour
tout n = 1, F, la tribu engendrée par les variables Xj, ..., X;;. On souhaite obtenir des
résultats sur (%)n>1. On sait que la suite S est une sous-martingale, donc elle admet une
décomposition de Doob, de martingale associée

ix E[X;|Fi1]).

On étudie M car il est difficile d’obtenir des résultats directs de convergence sur (%)n,
puisque les variables X, ne sont pas indépendantes. Cependant, il est plus facile d’en ob-
tenir sur M car c’est une martingale et on dispose de théorémes de convergence sur les
martingales (voir le début de la section 1). On cherche donc dans cette section a trouver le

lien entre la convergence de M et celle de S.

Le lemme 1.14 et la proposition 1.15 sont démontrés dans [2] dans le modéle Bernoulli, mais
on les généralise ici aux deux modéles. Le lemme 1.16 quand & lui n’est pas démontré dans

2].
Lemme 1.14. (M,,),, est une martingale par rapport a la filtration (Fy)n.

Démonstration. Pour tout n, M,, est F,-mesurable, et : Vn > 2

n

E[M,,|Fn1] Z [Xil Fna] = E[E[XG| Fie1]| Fna])

OrE[X;|Fn-1] = Xisii < n—1et E[X;|F,—1] = E[X,,|Fn—1] sinon, et E[E[X;|F;—1]|Fn-1] =
E[X;|Fi-1] car Fj—1 < Fp—1, ot

n—1
E[Mp|Fpa] = > (Xi — B[Xi| Fira]) = M1
i=1
On en déduit ainsi que M est une martingale. O

La proposition suivante donne le lien entre les convergences de M et S. Ce calcul est fait dans
[2]. On trouve ici une valeur différente pour ¢, mais cela ne modifie pas le raisonnement ni
les résultats finaux.

Proposition 1.15. Pour tout n > 1,

v

MS

ai> Sn — nag + €p,
1

€n P

ﬂ%—>



Démonstration. On calcule :

n—1 n
=5, —nag — 2 Z a;i—; X

0 n—1 n—1 0
=Sn—nozo—< ai)ZXn"'Z Z ;X
i=1

j=1 j=1i=n—j+1

j=li=n—j+1
n—1 [e'e)
< (1—1— Z ozl) sup E[X,,] (car Za1<1
j=li=n—j+1 nz1 i<l
n—1
= (14—2 2 oq) sup E[X,,]
i=1j=n—i+1 n=1

Q0
= (1 + Z ia; | sup E[X,,]

i=1 n=1
donc, d’apreés les hypotheéses (A) et (B), la proposition 1.12, et I'inégalité de Markov appliqué
% > 0, on obtient 8—\/% 0. O

Lemme 1.16. Pour tout n > 1,

n

(M = Var[Xn| Fo].
k=1

Démonstration. On a
<M>n+1 - <M>n = IE[]Mg+1 - M5|fn]7

et Mn+1 = Mn =+ Xn+1 - E[Xn-&-l‘}—n]v donc

Mr%+1 = Mg + (XnJrl - E[Xn+1‘}—n])2 + 2M, (Xn+1 - E[erl‘fn])

alnsi

10



(Mynsr = My = E| (X1 = E[ X1 Fa))?| Fol + 2MuE[ X1 = E[X11] 5] o]
E[X7 1 Fn] = E[Xp1|Fa)?
= Var[Xn+1|}—n]

On conclut en faisant la somme télescopique.

1.3 Démonstration des théorémes limites

Avec le théoréme 1.15, on souhaite maintenant démontrer des résultats de convergence sur
S, a l'aide de la martingale M. On démontre dans un premier temps les LGN, puis on
parlera des TCL, dont les preuves ont nécessité plus de travail.

1.3.1 Preuve des théorémes 1.3 et 1.5

On distingue les deux modéles car les preuves sont différentes. Celle pour le modéle Ber-
noulli repose sur 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. Celle pour le modéle Poisson repose
sur la LGN pour les martingales.

Modéle Bernoulli.
Démonstration du theoréme 1.3. On rappelle que 'on souhaite démontrer

Sn P (&%)
— = .
n 1 *Zkzl oy

D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > 0,

My, Var| M,
]
Var[M,] = E[M;] = E [ > (Xi = E[X|Fia])(X; — B[X,[F51])
2
= Y E[(Xi —E[Xi|Fia])?] +2 ), E[(X; — E[Xi|Fia)(X; — E[X;|F5))],
i=1 i<j=1
et

E[(Xi — E[X:|Fia]) (X — E[X;|Fj1])] = E[Xi X;] — E[XGE[X;]Fi]
— E[XGE[X;[Fj-1]] + E[E[X:| Fi1 JE[X] Fj-1]],

11



or X; et E[X;|F;—1] sont F;_1-mesurables, donc

E[XE[X;|Fj]] = E[X:X;],  E[E[X|F]E[X;|Fj-1]] = E[XGE[X;]FiA]],

d’ou

Var[M,] = Z E[(X; — E[X;|Fi-1])?]
= > (B[X?] - 2E[X;E[X;|Fi1]] + B[E[X;| i1 ]7])
<2n

P P . P
Et finalement % — 0, or & — 0, d’out sTZL 1.

Modéle Poisson. Pour ce modéle, on a d’abord besoin du lemme suivant.
Lemme 1.17. Pour tout n > 1,

o0
(M), = nog + (2 Ozk> Sy + en,

k=1

ou €y est le méme que dans la proposition 1.15.

Démonstration du lemme 1.17. On utilise le théoréme 1.16 et le fait que la variance d’une
loi de Poisson de paramétre p est p.

O
Démonstration du théoréme 1.5. On rappelle que 'on veut démontrer
Sn ps
—
n
D’aprés le théoreme 1.1, puisque (M), 22> 40, on a
Sp — (M), M, ps
— P50,
(M)n (M)n
donc
S e M
on en déduit alors le résultat souhaité d’aprés le lemme 1.17.
O

12



1.3.2 Preuve des théorémes 1.4 et 1.6

On a vu que la LGN était relativement facile & démontrer. En revanche, le TCL a été plus
dur a établir : dans le modéle Bernoulli, on n’a pas réussi a démontrer le résultat trouvé par
Séol ni & en démontrer un autre. Dans le modéle Poisson, on avait une intuition de la valeur
dans la variance dans la loi limite, reposant sur le modeéle Bernoulli et le résultat dans le cas
continu. La difficulté était donc de trouver une formulation du TCL pour les martingales
qui pouvait s’appliquer ici.

Modéle Bernoulli.

Dans [2], Seol énonce le théoréme 1.4 :
Sp — 1-—
n ‘miw\/<0, p(l — p) 2)_
Vi (1= 2z )

Dans la preuve, il utilise le TCL pour les martingales et énonce que

<Aj%" 5 (1 = p).

Cependant, on n’a pas réussi & démontrer ce résultat. On a méme trouvé une valeur diffé-
rente dans un cas particulier. Dans un premier temps, on démontre donc que la valeur de
la variance est différente dans le cas du noyau exponentiel. Dans un second temps, on fait
des simulations numériques pour illustrer les résultats trouvés, et tenter de rejeter la valeur
trouvée par Séol.

Montrons d’abord que le résultat % AN p(1 — p) est faux dans le cas o, = ye™™. On
n—1

rappelle que dans le modeéle Bernoulli, on note p, = ag + >, @y Xg. On a
k=1

<M>n = 2 pn(l _pn)7
k=1

d’aprés le théoréme 1.16 et puisque la variance d’une loi de Bernoulli de paramétre p est
p(1 — p). Par définition de p,, et puisque les variables X,, sont bornées par 1, on peut
facilement voir que la suite E[p,,| converge. En outre, en notant ¢, = p, — g, on a

(a) ‘4n = e_e(CIn—l + ’YXn—l)y
puis

(b) : E[gz] = e (1 + 27)E[gz_1] + e *°(2ya0 + o) E[gn-1] + 72cpe .

on obtient alors une formule de récurrence sous la forme u, = au,_1 + v,, ol U, = E[q%],
la série de terme général a’ converge, et la suite v converge. Ainsi on en déduit que la suite
u converge. Donc la suite E[p2] converge.

On note ainsi 02 = lim E[p,(1 — p,)]. Alors

n—-+0o0

13



E [<M>"] — o2,

n
Mon

n

donc est uniformément intégrable, et

(M)n, P 2.
n
Pour conclure, il suffit ainsi de montrer 0 # u(1 — p). En faisant tendre n vers +oo dans
les relations (a) et (b), on obtient

-0
i Y&pe
lm Efg]— —J%0¢ " _
n—l}}-loo [Qn] 1— 679(1 + ’7) m— Q&
et
lim E[g;] = ve (200 + ) (1 — ap) + ¥ ape™ -8
n—-+00 n 1— 6—29(1 + 27) P,

On trouve ainsi, puisque p?L = qz + 2a00qn + a%,

lim Efp,] =p,  lim E[pi] = B+ 2y(u— ao) + of.

n—+aoo

Mais avec des simulations numériques, on peut facilement voir que 8+ 2v(u—ap) + 04(2) # 1
donc 02 # p(1 — p) et le résultat est faux.

On peut donc déterminer la valeur de la variance dans le cas du noyau exponentiel grace au
TCL pour les martingales : il s’agit de o2. Dans le cas général cependant, on n’a pas réussi
a la déterminer.

Sn—pn
n

On veut maintenant faire des simulations pour étudier la convergence de . Pour simuler

Sp, on simule les variables (X,,) de fagon récursive, par définition du processus de Hawkes.
Puisqu’on veut simuler des résultats de convergence, on veut trouver n assez grand pour
simuler la limite de S—; On simule donc les variables (X,,)n,>1 et on regarde la trajectoire
de %7 on obtient alors la figure 2. En prenant n = 2000, on peut donc supposer que 1'on
est dans le régime stationnaire.

trouvée précédemment. On

22

On note toujours o2 la valeur de la limite de la suite E [
prend donc n = 2000, et on fait un histogramme normalisé de S";\/%m en regardant 1000

observations. On superpose 'histogramme avec les densités des lois N/ (0, (1“2(1_“))2>,
k=1 %%k
2

en bleu, et N <O, (120)2>’ en rouge. On obtient alors la figure 3. Le test Kolmogorov-
T 2kz1 %

Smirnov donne une p-valeur supérieure & 0.05 pour les deux cas. On ne peut donc pas rejeter
le théoréme 1.4.

La maniére de simuler le processus de Hawkes dans ce cas est la plus naturelle. On pourrait

cependant chercher d’autres fagons de la simuler afin de rejeter la valeur de la variance
trouvée par Séol.

14
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FIGURE 3 - Histogramme normalisé de S"—_‘“—\/ﬁ” superposé a la densité de la loi

N (0, ﬁ), en bleu, et N (O, ﬁ), en rouge
k=1 Tlkz1®

Modéle Poisson.

Pour le modéle Poisson, on démontre le TCL en utilisant le TCL pour les martingales. Dans
ce modéle, la limite de % est beaucoup plus facile & calculer.

Remarque 1.18. On avait d’abord essayé de démontrer le TCL en utilisant la méthode
de Stein, expliquée dans I'annexe B. On sait que E[X;] — pu. Le principe était donc
Jj—>+00

d’étudier R, = >;_, Yy, ou les (Y%); sont indépendantes et

k-1

Y, ~ P(ao +u Z Ozk_j).
j=1



Il s’agit donc de remplacer X; par pu dans I'expression du parameétre A\;. La méthode de
Stein, en particulier la proposition B.10, permet de montrer

Ry, —pn .
———— = N(0, p).
vn
Ainsi, si on trouve un théoréme de convergence faisant intervenir S,, — R,,, on peut conclure.
Mais nous n’avons pas réussi a trouver un tel résultat. L’étude de la méthode de Stein était
cependant intéressante, c’est pourquoi on ’évoque quand méme dans ce rapport.

Démonstration du théoréme 1.6. On rappelle que 'on veut démontrer

Sp — un- L H
——— =S N |0, )
vn ( (1 = k1 O‘k)2>

On veut appliquer le TCL pour les martingales, i.e. le théoréme 1.2. D’aprés les lemmes 1.17
et 1.5, on a % P2 g + t k=1 ok = p. 11 suffit alors de vérifier la deuxieme condition

du TCL : soit € > 0. On note

1 n
Zn = n Z E[(Mg — Mkfl)21(Mk—Mk71)2>€”’fk’1]'
k=1

On va montrer que Z,, 22> 0 a Paide du lemme de Borel-Cantelli. On a :

1 n
EUZHH = g Z E[(Mk - Mk*1)21(Mk—Mk_1)2>en]
k=1
1 n
<z 2 E[(Mkr — My—1)*L (01— 0,y )25 enl]
k=1
1 & .
<= 3 VEIG = M) Ty B ag v, yezenl)

=
Il
—

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or :

k-1
My — My = Xy —ap — Z ag—; X,
k=1

avec Yo @ < 1 et, pour tout p > 1, sup E[|X,,|P] < oo (d’aprés la proposition 1.13),
n=1
donc il existe une constante Cy telle que
E[(My — My_1)*] < Cy sup sup E[|X,|P] =: K.
1<p<4 n>1

D’autre part,
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en)

(en)?)

E[L(0t— 1 1)2zen] = P((My, — M)
= P((M}y, — Mj_1)®
E[(M}, — Mj_1)®]
(en)?

>
=

N

d’aprés I'inégalité de Markov, avec de méme il existe une constante K telle que

E[(M), — My_1)%] < Ko,
d’ou finalement :
K
B 2] < .
ou K > 0. Ainsi on en déduit : pour tout § > 0, la série
Y P12, = 6)
n=1

est convergente, donc d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, Z, > 0. Ainsi, d’aprés le TCL
pour les martingales,

Mn L
% _’N(O,,U,),

et donc, d’aprés la proposition 1.15, on en déduit
S —
Sn MM L gy (0, & 2) .
vn (1- D=1 O‘k)

On a également effectué des simulations numériques pour illustrer ce théoréme. On se place
toujours dans le cas a,, = ve~ "™ avec § = 0.9, v = 0.5 et n = 2000. On trace I’histogramme

i 2)
(1-Xps1 an)

obtenir la figure 4, et de méme le test de Kolmogorov-Smirnov donne une p-valeur supérieure

a 0.05.

O

pour 1000 valeurs de S";\/E’m et on superpose la densité de la loi N <0, pour
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FIGURE 4 — Histogramme normalisé de S";\/ﬁ“n superposé a la densité de la loi
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2 Processus de Hawkes continu

La majorité du travail fait pendant le stage portait sur le processus de Hawkes discret,
notamment en essayant de corriger le TCL énoncé par Séol et en cherchant un TCL pour
les martingales. Pour le processus de Hawkes continu, on a seulement eu le temps de donner
la définition, qui nécessite des notions préliminaires. On a aussi pu regarder les théorémes
limites, et les comparer aux théorémes dans le cas discret, mais sans les démontrer, par faute
de temps.

2.1 Préliminaires

On commence par donner quelques définitions sur les processus (variables aléatoires indexées
non plus par N mais par le temps) a valeurs réelles, tels que le mouvement brownien et
le processus de Poisson, indispensables pour définir le CHP et énoncer les résultats de
convergence.

2.1.1 Probabilités continues

Définition 2.1 (processus). Un processus (stochastique) est une famille (X;);=0 de va-
riables (réelles).

Définition 2.2 (mesure intensité). Si (X;); est un processus a valeurs dans R?, on définit
sa mesure intensité p par :

VB e B(R?), u(B) = E[|X n BJ].

Définition 2.3 (processus gaussien). Un processus stochastique (X;); est dit gaussien
si : pour tout d € N*, pour tout (t1,...,tq), le vecteur (Xy,, ..., X¢,) est gaussien.

Un processus gaussien est caractérisé en loi par ses fonctions espérance et covariance :
m(t) = E[Xt]a F(S,t) = COV(XS,Xt).
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Définition 2.4 (mouvement brownien). Un processus stochastique (By);>¢ est un mou-
vement brownien si ¢’est un processus gaussien centré, & trajectoires continues, et tel que
sa fonction de covariance est donnée par

I'(s,t) = Cov(Bs, B;) = min(s,t) (2.1)

Le mouvement brownien est associé a l’analyse de mouvements qui évoluent au cours du
temps de maniére si désordonnée qu’il semble difficile de prévoir leur évolution.

Définition 2.5 (processus ponctuel). Un processus ponctuel est une suite strictement
croissante de variables aléatoires positives (7}, )nen, avec la convention Ty = 0. A cette suite,

on associe la suite
gn = dn+1 — Tn

Définition 2.6 (processus de comptage). Un processus aléatoire (N (t))¢=0 est un pro-
cessus de comptage si :

1. N(0) = 0.

2. N est croissante, continue a droite et fixe entre deux sauts.

3. Pour tout t € Ry, Ny — Ny € {0, 1}.

Remarque 2.7. A tout processus ponctuel on peut associer un processus de comptage, et
vice versa : si (T},)n>0 est un processus ponctuel, alors on pose

N(t) = Z 1Tk$t7

k=1
et si NV est un processus de comptage, on note (7,,),>0 la suite des sauts de N.
On interpréte T' comme la suite des temps d’arrivées, £ comme ’écart de temps entre deux

arrivées successives et N(t) comme le nombre de points d’arrivées entre les instants 0 et ¢.
On représente ces trois suites de la maniére suivante :

5

N(®)

3
1
00 25 50 75 100 125 150 175

FIGURE 5
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On définit pour finir la notion de martingale continue, analogue au cas discret. On peut
alors imaginer les définitions et résultats analogues : temps d’arrét, martingale arrétée, sur
ou sous-martingale...

Définition 2.8 (filtration). Une filtration sur un espace de probabilité (2, F,P) est une
famille (F3)¢>0 de sous-tribus telle que pour tout s < t, Fs < Fy.

Définition 2.9 (martingale continue). Un processus (X;);>0 adapté et tel que pour tout
t >0, X; € L' est une martingale si pour tout s < t, E[X¢|Fs] = Xs.

2.1.2 Processus de Poisson

On conserve les notations de la section précédente : si N est un processus de comptage, on
note (7),), la suite de ses sauts et &, = T,,+1 — T),. Le processus ponctuel de Poisson est
le plus simple et le plus universel des processus ponctuels, permettant de représenter des
phénomeénes comme le nombre d’appels dans un central téléphonique, ou bien les arrivées
de clients devant un guichet. Le caractére "simple" de ce processus tient essentiellement au
fait qu’il est & accroissements indépendants et stationnaires.

Définition 2.10 (processus de Poisson homogeéne). Un processus ponctuel N est un
processus de Poisson d’intensité A > 0 si les variables aléatoires £, sont i.i.d. de méme loi

EN).

Dans [5], il est démontré, ce qu’on ne fera pas ici, que cette définition posséde trois autres
définitons équivalentes :

Proposition 2.11. Soit N un processus ponctuel. N est un processsus de Poisson d’intensité
A > 0 si et seulement si ['une des trois conditions suivantes équivalentes est vérifiée :

1. Pour tout t = 0, N(t) ~ P(At), et, conditionnellement a {N(t) = n}, la famille
(Th, ..., Ty,) est uniformément distribuée sur [0, t].

2. Pour tout 0 = tg < ... < tp, les variables (N(tiz1) — N(t;)) sont indépendantes, et
pour tout (t,s), N(t +s) — N(t) ~ P(Xs).

3. Pour toute fonction test f,

E [exp (— ;f(Tn)” = exp (— f:oa — ef<5>)Ads> .

On peut effectuer des simulations du processus de Poisson : pour cela, on fixe les paramétres
Aet n (ici on a pris A = 3 et n = 20) et on simule les n variables £, de méme loi £(A). On
définit alors Ty 11 = T) + & puis on définit le processus de Poisson N par la fonction étagée
sur [0,7] (o0 T'= max Tj) qui s'incrémente de 1 a chaque Tj. On obtient alors la figure 6.
On peut ainsi voir la différence avec le processus de Hawkes discret : les variables donnant
I’écart de temps entre deux arrivées successives sont i.i.d. ici, donc un saut n’augmente pas
la probabilité d’observer des sauts juste aprés, contrairement au processus de Hawkes.
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FIGURE 6 — Simulation du processus de Poisson d’intensité A = 3 pour n = 20 variables

On peut généraliser la définition du processus de Poisson au cas non stationnaire, en prenant
une intensité dépendante du temps.

Définition 2.12 (processus de Poisson non homogéne). Soit A : Ry — R; une
fonction mesurable positive. On pose a(t) = SS A(s)ds. Si N est un processus de Poisson

d’intensité 1, alors on dit que le processus N défini par N () = N(a(t)) est un processus de
Poisson non homogéne d’intensité A\ et de fonction moyenne a.

Remarque 2.13. Si NV est un processus de Poisson (homogéne ou non) d’intensité A, sa
mesure intensité est donnée par
w(B) = J A
B

On fera donc parfois I'abus de parler de facon équivalente de 'intensité ou de la mesure
intensité d’un processus de Poisson.

Remarque 2.14. On peut passer de méme d’un processus de Poisson non homogéne N a
un processus de Poisson d’intensité 1 : on pose

N(t) = N(r(1)),
ou 7(t) = inf {s >0, a(s) > t}.

Corollaire 2.15. Si (N (t))i>0 est un processus de Poisson non homogéne de fonction d’in-
tensité \ et de fonction moyenne a, alors N(t) suit une loi de Poisson de paramétre a(t).

On peut également définir la notion de mesure de Poisson, qui généralise celle de processus
de Poisson & plusieurs dimensions.
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Définition 2.16 (mesure de Poisson). Une mesure de Poisson sur ((Ry )%, B((R)%))
d’intensité p est une variable aléatoire M a valeurs dans ’ensemble des motifs de points de
(R4)? (c’est-a-dire I'ensemble des sous-ensembles localement finis de (R)9) telle que :

1. Pour tout A € B((Ry)4), M(A) ~ P(u(A)).
2. Pour tout A, B € B((R;)?) disjoints, les variables M (A) et M (B) sont indépendantes.

Exemple 2.17. On se place sur [0, 1]?. On simule sur la figure 7 deux mesures de Poisson,
pour u(dz,dy) = 100dzdy et pu(dz,dy) = 100zdzdy.

Processus de Paisson homagens Processus de Paissen inhomogéne

+ e e E . ki
H I ++ +
i 4 +
#* + * ++
o Hep + o+ o Fow
" + + 2 + + 4 + + +
+ G R + + +
. 4 i+ +#+ . i+
+ + + * +
I + + + Fogek T
2 + 4 +
L+ +y . i N o . Y
+ + s N + + +
+ i g + i +
B T e Lt PR + oA
T * + N +
e s e PR + + +
+ B + +
& i + o+ + +
(a) p(dz,dy) = 100dzdy (b) p(dz,dy) = 100xdzdy

FIGURE 7 — Simulation de la mesure de Poisson pour deux intensités mesures sur [0, 1]?

2.2 Deéfinition
On peut a présent définir le CHP.

Définition 2.18 (Processus de Hawkes continu). Soit (N (¢))>0 un processus de comp-
tage. On note F; la tribu engendrée par les événements N (C') pour C € B(R), C <] — o0, t[.
On dit que N est un processus de Hawkes continu si son intensité conditionnelle est donnée
par

t

A (t) = ap + Jo a(t — s)dN(s),

o ap € Ret a: Ry — Ry (appelée fonction d’excitation) vérifie SSO o<1
Remarque 2.19. 1. On peut donc voir un processus de Hawkes comme un processus de

Poisson non homogéne, mais avec une intensité conditionnelle dépendante des événe-
ments passés.

2. Sion choisit o décroissante alors I'influence des événements récents est plus importante
que celle des anciens événements. On choisit souvent «(t) = apexp(—pFt) (analogue
au noyau exponentiel dans le cas discret).
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3. On peut interpréter 'intensité conditionnelle A* des maniéres suivantes :
- )\* (t) — lim E[N(t-‘rh)h—N(t)‘]‘—t]

h—0
— P(N(t) a un saut dans |¢,t + dt[) = A*(¢)dt.
t+h
_ E[N(t + h)|F] - L M (5)ds.

Il faut d’abord vérifier qu’un tel processus existe bien. Ceci est démontré dans [5] et [6] selon
le théoréme suivant, que ’on admet ici :

Théoréme 2.20. Soit M une mesure de Poisson sur |0, +0o[? relativement a la filtration
(Fi)e. On considere la suite d’intensités et de processus définis par N® =0, \0 =0, et

AL () = o + Jt a(t —u)dN™(u),

0
t o0
N = L L 1yt AM (5, 2)

Alors les suites (A\"),, et (N™),, convergent, et en notant A, N leurs limites respectives, N est
un processus de Hawkes d’intensité \.

2.3 Premiers résultats

On cherche ici, comme dans le cas discret, a calculer les espérances des processus N (t) (ce
qui correspond, dans le cas continu, a ’analogue des variables S,,). On s’inspire des preuves
faites dans [1], ici dans le cas unidimensionnel, qui sont analogues aux preuves faites dans
le cas discret.

De la méme fagon, on considére oy = «, puis on pose, par récurrence, pour tout n > 2,

an(t) = f at — s)ap—1(s)ds,

0

puis 1(t) = > ay(t) (on a supposé " a < 0, donc la somme est bien convergente). On a
n=1
alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.21. Pour toutt > 0,

¢
E[N(t)] = o <t + J Yt — s)sds> .
0
Pour démontrer ce théoréme, on utilise les deux lemmes suivants :

Lemme 2.22. Pour tout t = 0,
t

E[N(t)] = apt + JO a(t — s)E[N(s)]ds.
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Démonstration. D’aprés la remarque 2.19, on a, pour tout s = 0 et h > 0,

s+h
E[N(s+ h)|Fs] = (s + h)ag + JO J a(m — u)dN (u)dm

donc, pour tout £ = s

<+

E[N(t)|F,] = +ffma — w)dN(u)dm

0

R

||
_|_

fo JO o m)dmdN(u)  (Fubini)

t

+ JO a(t —u)N(u)du,

s o ]

0

t—u t
en faisant une intégration par parties, avec {N(u) J a(m)dm] =0, d’our :
0 0

= aot + ft a(t —u)E[N(u)]du (Fubini).

O

Lemme 2.23. Soit h : Ry — R une fonction continue. Alors il existe une unique fonction
continue f : Ry — R solution de

Vt =0, f(t) = h(t) + ftoc(t —5)f(s)ds,

0

+ L P(t — s)h(s)ds

Démonstration. Montrons qu’une telle solution est unique : si fi, fo sont deux telles solu-
tions, alors, pour tout ¢ > 0,

donnée par

t

£1(t) — falt) = f alt — 5)(fas) — f1(s))ds

0
On pose g = f1 — fo. Alors :

lglh < lafxlgl,
avec |al; < 1 par hypothése, donc g = 0.

I1 suffit alors de montrer que fj est solution. On calcule :
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Jta(t—s)fh(s)ds=ftoz(t—s)h(s)ds—i-f (t—s) f b(s — w)h(uw)duds

0 0

:f a(t — s)h ds+Jf (t — 5)0(s — w)h(w)ds du
fwt—s

= fu(t) = h(t)

t

car J a(t — s)(s)ds = ¥(t) — a(t). Donc f; est I'unique solution.
0

O

Démonstration du théoréme 2.21. On utilise les deux lemmes précédents, en prenant f(t) =
E[N(t)] et h(t) = apt. O

2.4 Théorémes limites

Dans [1], les deux théorémes suivants (que I'on admet simplement ici) sont énoncés et
démontrés :

Théoréme 2.24 (loi des grands nombres).

N(T'U) (oe7y] ps
sup — -
ve[0,1] T 1— SSO o| T—+w

Théoréme 2.25 (théoréme central limite). Pour tout v € [0, 1],

ﬁ<N(Tv)_ vag > c, o W,

T e

ot (Wy)vefo,1] €st un mouvement brownien standard.

On voit donc apparaitre la valeur analogue a u dans le cas discret : ici,

1-— XSO o
Pour obtenir les théorémes analogues au cas discret, il faut prendre v = 1 dans les deux
théorémes précédents. Dans la LGN, on obtient alors

N(T)

ps
- 0
T )

T—+0

ce qui est bien analogue au cas discret.
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Pour le TCL, on obtient

\/T<N(T)—u) £, LWL

T T—+w (1 _ SSO a)?’

Par définition du mouvement brownien, W; suit une loi normale standard. On obtient alors

@0 N(0,1 =N(0, a ) .
¢ TSR 1 S on)

On retrouve ainsi la méme variance que dans le théoréme 1.6. Les théorémes énoncés dans
[1] sont donc analogues & ceux obtenus dans le cas discret, pour le modéle Poisson. Nous
n’avons cependant pas eu le temps d’étudier les preuves dans le cas continu.

comme loi limite
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Conclusion

Dans ce rapport de stage, on a étudié dans la section 1 le modéle discret du processus de
Hawkes, et dans la section 2 le modéle continu. Dans les deux cas, on dispose d’une formule
explicite pour les espérances ainsi que d'une LGN et d’un TCL.

On a généralisé le modéle Bernoulli étudié dans [2] au modéle Poisson. Cette généralisation
présente deux intéréts : tout d’abord, le modéle est plus réaliste, car dans ce dernier 1’écart
entre deux observations a deux instants consécutifs peut prendre toutes les valeurs dans N,
contrairement a {0, 1}.

Ensuite, il y a un lien entre le modéle discret Poisson et le modéle continu. D’abord, il y a une
analogie entre les théorémes limites, comme vu dans la section 2.4. Il y a également un résul-
tat dans [7], qui n’a pas été abordé ici, mais dont ’étude pourrait étre intéressante. On peut
modifier le modeéle discret Poison pour avoir un pas de temps h €]0, 1[, au lieu de 1. L’article
démontre alors, que lorsque h tend vers 0, le modeéle discret converge vers le modéle continu.

Il serait donc intéressant, d’une part d’étudier les démonstrations des théorémes limites dans
le cas continu, puis d’étudier ce lien entre les modéles discret et continu.
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Annexe A Preuve du théoréme 1.1

On se place dans toute cette section sur un espace filtré (Q, F, (Fp)n, P).

Théoréme A.1 (décomposition de Doob). Si X est une sous-martingale, alors il existe
un unique couple (M, A), ou M est une martingale et A est un processus croissant prévisible,
tel que Ay =0et X =M+ A.

Définition A.2 (compensateur). Si M est une martingale de carré intégrable, alors M?
est une sous-martingale, et on note (M), appelé compensateur de M, le processus A dans
la décomposition de Doob de M?2.

Proposition A.3 (propriétés). Si M est une martingale de carré intégrable, alors :
1. Ona:

n
(Myn = 3 E[(My — My—1)* |Fer] = 3 E[ME — M| Fi1]
k=1 k=1
2. Si{M) converge p.s, alors M converge p.s.

Définition A.4. Soient X un processus adapté et V' un processus prévisible tels que, pour
tout n = 1, V,(X,, — X,,—1) est intégrable. Alors on pose V.X le processus défini par

(V.- X)n = VoXo + Y Vi(Xi — Xp1).
k=1

Proposition A.5. Si X est une martingale, alors V.X est une martingale.

Lemme A.6 (Kronecker). Soient u une suite croissante tendant vers +00, et § une suite
de réels. Si la série Y °n converge, alors
Un

1 &
unkz_:O(Sk - 0.

Théoréme A.7 (loi des grands nombres pour les martingales). Si M,, est une mar-

tingale de carré intégrable, alors, sur nﬁToo<M>" =0,

Mn ps
— 0.
(M)n

Démonstration. On se place sur { HI_E (M, = oo} et on considére le processus prévisible
n——+0o0

A défini par Ag = 0 et, pour tout n > 1,

1
Ay = ——r——,
"1+ (M,
puis on pose N = A.M :

n
My, — My
o= 3, M M
= 1+ My,

D’aprés la proposition A.5, N est une martingale, on peut donc calculer son compensateur :
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=

(Npn=) E [(Nk — Nj—1)? |]:k—1]

k=1

I
=

ARE [(My, — My_1)?]

el
Il
—

AR (Mg — (M)

[f
1=

k=1
i (Mg

= —dt
= o, +<M>k:)
no (Mg
Z J dt < 00,
k=1 Y<M)r—1

et (N) est croissant, donc la suite (N) converge presque stirement, donc d’aprés la propo-

sition A.3, la suite N converge presque stirement, i.e la série

Z My, — My
1+ {(M)y,

converge. D’aprés le lemme de Kronecker, puisque 1 + (M )y o +00, on en déduit que
—+m

M,

_m PPy
1+ (M), ’

ce qui est équivalent, sur { lim (M), = oo}, a
n—+0o0

MTL ﬁ) O
(M)n '

29



Annexe B Méthode de Stein

Tous les résultats énoncés ici, jusqu’a la proposition B.7, sont tirés de [§].

B.1 Distances entre mesures de probabilité

Définition B.1 (classe séparante de fonctions). On dit qu’une classe H de fonctions est
séparante si, pour tout couple de variables aléatoires (F, G) vérifiant : Vh € H, h(F'), h(G) €
LY() et E[h(F)] = E[h(G)], on a F ~ G.

Définition B.2 (distance sur une classe séparante). Si H est une classe séparante de
fonctions, on définit la distance associée : pour tout (F,G),

du(F,G) = sup [E[A(F) — h(G)]].

Définition B.3 (distance de Wasserstein). La distance de Wasserstein, notée dyy, est
obtenue avec B.2 en prenant

H = {h :R - R, HhHLip < 1}.

B.2 Lemme et équation de Stein

On note « la distribution pour la loi normale standard.

Lemme B.4 (Stein). Une variable aléatoire réelle N suit une loi N'(0,1) si et seulement
si pour toute fonction C* f : R — R telle que f € L'(v), E[Nf(N)] et E[f'(N)] sont finies
et

E[N f(N)] = E[f'(N)].

On se pose alors la question suivante : si F' est une variable aléatoire telle que E[F f(F)] —
E[f'(F)] est proche de 0, est-il possible de dire que la loi de F' se rapproche (pour une
certaine distance, ici dy) de la loi A/(0,1)? Pour cela, on introduit I’équation de Stein.

Définition B.5 (équation de Stein). Si N ~ N(0,1) et h : R — R est une fonction
borélienne telle que E[|h(N)|] < o0, alors I’équation de Stein associée a h est I’équation

f'(@) —af(z) = h(z) — E[R(N)], ()
d’inconnue f.

Proposition B.6 (propriétés). Toute solution de (I) est de la forme

fl@) = ce™? 4 /2 f (A(y) — E[A(N)])e "2 dy,

—00

: . L 2 )
avec ¢ € R. L’unique solution vérifiant e* /2 f(x) —y 0 est donnée par
Tr— 100

) = [ (hty) ~ B dy,
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Si h est absolument continue, alors

|3l < 2[A 0.

Proposition B.7. On a, pour une variable aléatoire F et une variable N ~ N(0,1),

du(F,N) = sup [E[F fr(F)] — E[f,(F)]].

Démonstration. Soit F une variable aléatoire et N ~ N(0,1). Soit h : R — R telle que
E[|h(F)|] < oo et E[|h(N)|] < oo. En appliquant 'espérance a (I) avec f = f, et x = F on
obtient

E[f,(F) = Ffu(F)] = E[n(F)] = E[A(N)],

d’oul le résultat souhaité. ]

On obtient ainsi une formule indépendante de la variable N. On a cependant pas assez
d’information sur la fonction f3, 'intérét de la section suivante est alors de donner une
majoration de cette distance dans un cadre plus précis, en 'occurrence lorsque

H={h:R—R, [hlp<1}.

B.3 Bornes de Stein
Théoréme B.8 (borne pour dy ). Pour des variables aléatoires F' et N ~ N(0,1),

dw (F, N) < o <2IE[Ff(F)] —E[f"(F)]]-

Démonstration. Par définition de dy, on a dy = dy avec

H={h:R->R,|h|rp <1} c{h:R->R,|I]s <1},

et par la proposition B.6 on a alors

dw (F,N) < . f}:}fﬂ'E[Fﬁ‘(Fﬂ — E[fn(F)]]-

Or si |A'| < 1, par la proposition B.6 également, on a | f//|| < 2, donc on a bien

dw (F, N) < ; Hsfl/l/ﬁaqlﬂ*?[Ff(F)] —E[f(F)]]-

31



B.4 Applications

Théoréme B.9 (application au TCL). Soit (Xk)r>1 une suite de variables aléatoires
1.9.d. d’espérance commune 0 et de variance commune 1, admettant un moment d’ordre 3.

n
On note S, = Xy puis Vp, = \5}%, et on considére N ~ N(0,1). Alors :
k=1

1. (TCL). V,, -5 N.

2. (Berry-Esseen). 1l existe une constante C' telle que

dw (Va, N) <

ER

Démonstration. On fixe n et on pose, pour tout 1 < k < n, Vn(k) =V, — % On calcule,

pour tout f tel que | f”|loo < 2 :

E[Vaf(Vi) = f'(Va)] = D E [f/(%f (Vo) =
E

|
1=
= A/~

car les X}, sont indépendants et centrés. D’apreés la formule de Taylor avec reste intégral,

Vn

FV) = SO = ZEP ) + |

avec, de nouveau puisque les X sont indépendants et centrés,

E [ng'(VTEk))] _ f/(Vél’f))7
n n

(V) — ) f(t)dt,

n

donc on obtient

1oy ()Y Vi
E[Vaf (V) ~ F/(V)] = Y. (E[f S et IE | <v,5'f>—t>f”<t>dt]>

Ainsi :




avec C' = 2(E[|X1]] + E[| X1[?]).
O

Proposition B.10 (application a la loi de Poisson). Si on note, pour tout A > 0, Y
une variable aléatoire de loi P(\), alors

Yyi—A
VA

2. Il existe une constante C telle que

Yy — A C

av (222 M) < &

W(ﬁ ) VA
X—

Démonstration. Pour tout A > 0 et pour toute variable X, on note Vx \ = W)\ Remar-

1. £, N(0,1).

quons d’abord que pour une variable Y ~ P()) et une fonction C f,

E[Yf(Y)] = AE[f(Y + 1)].

Pour tout f tel que ||f”|s < 2, on a alors

E[Vyaf(Vya) = f'(Vyp)] = \)\f)\E [f (Vi) — f(Vva)] = ELf (V)]

On utilise & nouveau la formule de Taylor avec reste intégral :

Vi1

FWyian) = f(Wp) = \}Xf/(VY,/\) + fv (Vi — ) f" (z)de,

d’ou

Vy 412
E[Vyaf(Vya) — (V)] = \%E [L Wiy — l’)f”(ﬂf)”
If" Nl oo
< \/X .
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