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3.14 Marche aléatoire sur Z¢
Lecons : 264, 266.
Référence : [Ben].

Prérequis : définition et propriétés de base chaines de Markov, états récurrents/transcients, formule de Stirling,
théorémes de Fubini.

La marche aléatoire sur Z¢ est définie par récurrence par Xo = 0, et X,,41 = X, + 0,41, oll (0,)r est une suite de
VA i.i.d. de loi uniforme sur les vecteurs de la base canonique {*ey, ..., +e4}. On admet les deux lemmes suivants :

Lemme 1 (admis) : L'état  est récurrent si et seulement si Y}, - P¥(z,z) = 0, out P¥(x,y) est la probabilité
d’arriver sur y en partant de = en k étapes.

Lemme 2 (admis) : Soit ¢ : R — R une fonction mesurable, ||.| une norme sur R%. Alors la fonction ¢ o |. |
est intégrable si et seulement si la fonction dune variable réelle positive ¢ — t4=14(¢) est intégrable.

Théoréme : Pour d = 1 et 2, la marche aléatoire est récurrente. Pour d > 3, elle est transciente.

Preuve. La marche aléatoire est irréductible, donc tous les états sont de méme nature. Il suffit ainsi de regarder
la nature de D'état 0, c’est a dire la nature de la série Y, P*(z, ) = Y, o P(X) = 0) d’aprés le lemme 1. Or,
on peut montrer par récurrence que pour tout n = 0, | X, |1 = Z;Ll |X7(Lj)| est de méme parité que n, donc pour
tout k impair, P(X}, = 0) = 0. On s’intéresse donc a la série »;, -, P(Xox = 0).

1. Pour d = 1 : pour n = 2k pair, pour revenir en 0 en n étapes il faut se déplacer autant de fois a gauche

qu’a droite. Ainsi :
2k\ (1\**  (2k)!
P(Xn =0) = <k) (2) T k124R

donc d’aprés la formule de Stirling,
1
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donc la série 3, - o P(Xar = 0) est divergente et I'état 0 est récurrent.

2. Pour d = 2 : on note pour tout k > 0, Xj, = (X}, X2) et 0, = (0},,0%). On considére les variables aléatoires
définies par

P(X, =0

Sk =0} +02,  T,=0, 063

On peut montrer, en dressant le tableau des valeurs possibles pour 0y, que Sy et T} sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de Rademacher, et ainsi (37_; Sk), et (3;_; Tx), définissent
des marches aléatoires sur Z. On en déduit alors :

P(Xor = 0) = P(Xy;, = X3, = 0)
= P(X21k + X22k = Xy, — X22k =0)
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donc la série Y, - o P(X2r = 0) est divergente et I'état 0 est récurrent.

3. On suppose maintenant d > 3. On note ¢ la fonction caractéristique de #;. On va montrer dans un premier

temps que
1 1
P(Xap = 0) = —f — i,
;;0 (QW)d [—m,m]d 1- 902(75)
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puis que cette intégrale est finie. On pose, pour tout = € R?,

(27T>d ]
d
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= n — J e itidt
ol 2 J_,
= lgz—0y

Ainsi, on en déduit, d’apreés le théoréme de Fubini :

S P(Xok = 0) = D E[lix,—0)) = . ElLa(Xax)]

k=0 k=0 k>0

1 .
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d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli. Montrons & présent que l'intégrale est finie. On a :

donc la fonction 1—¢? s’annule en (0, ...,0), (7, ...,7) et (=, ..., —7). On regarde par exemple en (0, ..., 0),
les autres cas étant analogues :

. 1 d
ol ————~ ~ ——.
1— (1) t—0 2]
si la fonction t — 3142 = pr est intégrable en 0, soit si et seulement si d > 2. Donc, pour d > 3, la
série >, oo P(Xax = 0) est convergente et I'état 0 est transcient.

d’ Or, d’aprés le lemme 2, la fonction t — W est intégrable en 0 si et seulement

O

Remarque. Voir Chabanol pour la preuve du lemme 1, et Garet-Kurtzmann pour la preuve du lemme 2. Vu le
raisonnement du cas d = 3, on n’a pas forcément besoin de démontrer les cas d = 1 et d = 2 (puisqu’on obtient
une équivalence), mais les preuves restent intéressantes et montrent une application de la formule de Stirling.

ENS Rennes 28 Sacha Quayle



	Développements
	Marche aléatoire sur Zd


