ENS Rennes 1 THEOREME DU POINT FIXE DE BROUWER

Théoreme du point fixe de Brouwer - Applications :

Voici les notes que j’ai réalisées lors de mon année de préparation a l'agrégation. Au dela
de la démonstration du théoréme, y figurent des applications/compléments.
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1 Théoreme du point fixe de Brouwer

1.1 Un lemme fondamental

Lemme 1 (Lemme de non rétraction)

Soit B la boule unité fermée de R", munie de sa structure euclidienne. Alors, il n’existe pas de
fonction f : B — 9B de classe C* telle que f|,5 = I4.

Remarque 1. Ce lemme est également vraie avec l’hypothese f continue uniquement.

Démonstration : On raisonne par 'absurde et on suppose donnée f € C'(B, 0B) telle que f|,5 = la.
Par régularité de f, et par compacité de B en dimension finie, on a :

sup|l|df (2)lz.(rm) =: M < oo.
z€B

Par inégalité des accroissements finis et par connexité de B, I'application f est M —lipschitzienne

sur B.
Pour ¢ € [0,1], on définit ¢; : @ € B+ (1 —t)z +tf(z) € B.

Etape 1 : injectivité de ¢; : soient ¢ € [0,1], et (x,y) € B Alors,

t Mt
¢u(2) = ouy) = llz —yll = 7 If (@) = FWI < 7= llz —yll.
Ainsi,
Mt

—yll(1- %) <o.

le =l (1-=5) <0
Or (1fﬂ) >0ssit<a= ! < 1. Ainsi, pour tout t € [0, af, ¢¢ est injective
’ 1—¢ - 14+ M . ; P ’ s Pt ] ve.

Etape 2 : inversibilité de ¢; : pour tout ¢ € [0, o, pour tout = € B, do:(z) = (1 —t)I4 + tdf (),
donc dg(z) = (1 —1) (Li n %tdf(m)).
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ENS Rennes 1 THEOREME DU POINT FIXE DE BROUWER

Puisque

t
ﬁdf(x) < 1, alors pour tout z € B, d¢+(x) est inversible. Ainsi, par théo-
- Lc(R™)

réme d’inversion locale, pour tout ¢t € [0, af, ¢; est un C' difféomorphisme local. Etant injectif, il
s’agit d’un difféomorphisme global de B sur ¢:(B).

Etape 3 : surjectivité de ¢; : pour tout z € B, pour tout t € [0,a], ||¢«(x)|| < 1, donc
¢:(B) C B. Montrons ’égalité. On raisonne par connexité. ¢.(B) est un ouvert. Montrons qu’il est
fermé dans B : soit (yn) € qﬁt(B)N telle que y, — y € B. Pour tout n € N, il existe , € B

—+oo
tel que y, = ¢¢(zn). Par compacité, (z,), admet une sous-suite convergente vers x € B. Par
continuité de ¢; et par unicité de la limite, y, — y = ¢+(z). Si & € 9B, alors, f(x) = = donc
n——+oo

y = ¢:(x) = x € IB. Impossible. Ceci montre que ¢+(B) = B.

Etape 4 : conclusion : on définit pour ¢t € [0,1], P(t) = / det(d¢i(z))dz. C'est un polynéme

comme intégrale d’un polynéme. On applique le changement c?e variable y = ¢¢(x) pour t € [0, af.
Alors P(t) = fB dy = Vol(B) (en effet, det(D¢o(x)) = 1 et I'application est continue et ne s’annule
pas). P est donc constant sur [0, [, donc sur [0, 1].

Enfin, pour tout z € B, ||f(x)||* = 1, donc, f(z) # 0 et Va € B, Vh € R™, (df (z)(h)|f(x)) = 0. Ainsi,
f(z) € Tm(df(x))*, donc Im(df(z))* # {0}, et 'application df(x) n’est pas surjective. Par suite,
pour tout z € B, det(df (z)) = 0. Enfin, Vol(B) = P(1) = fB det(d¢: (z))dz = fB det(df (z))dz = 0.
Impossible.

1.2 Démonstration du théoréme

Theoréme 1 (du point fixe de Brouwer)

Soient B la boule unité fermée de R, et f € C°(B, B). Alors, f admet un point fixe.

Démonstration: ]:'itape 1 : régularisation : On peut supposer f de classe ct, en effet : supposons
donnée f : B — B continue telle que pour tout € B, f(z) # z. Posons e = inf Hf(a:) — :L‘H>O , par
zEB

compacité. Par théoréme de Weierstrass, il existe P € R[X1, -+, X,] telle que Hf — PHOO = < g/2.
Alors, B
Vo e B, |P@)] <1+e/2.
Par suite, on introduit f =: 1_:';5/2 Alors, f(B) C B, f € C*™. Enfin,
— . 1 -
Vz € B, Hf(x) - f(l’)H < (1 - 1+€/2> 1P()] + HP(JU) - f(iU)H <l+e/2-1+¢/2=¢.

Ainsi, B ~ R
Vo e B, |If(@) el > | f@) —al| - | /) - f@)|| > —e =0,

Ainsi, f n’admet pas de point fixe.

Etage 2 : cceur de la preuve : On suppose f € C'(B, B) telle que Y € B, f(x) # x. Pour
x € B, on définit G(x) commme étant l'intersection de la sphére unité et de la droite passant par
x et f(x). On sait que :

- |G@))* = 1.

- il existe A(z) > 0 tel que G(z) — f(z) = A(z)(z — f(z)).
Alors,

IA@)|* |z = f@)II* + 2X()( — f(=2), f(@)) + | f(@)|* = 1 =0.

C’est un polynome de degré 2 en \(z) (car f(x) # x), noté P,. De plus, P,(0) = ||f(z)||> =1 < 0 et

P.(1) = ||z|* = 1, et P, ( )*; +o00, donc P, admet deux racines distinctes réelles. On note A,
A(z)—Eo0

la racine supérieure a 1, et x + Az est donc donné par les forrgulesiclassiques, donc est El. Ainsi,
G(x) = f(x) + M) (z — f(2)) est donc C*. De plus, G : B — 0B C B, et G(z) =  sur B puisque
dans ce cas, Ay = 1 car P;(1) = 0. G est donc une rétraction. Impossible. ||
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2 Quelques applications

2.1 Deux remarques importantes

Remarque 2. Le théoréme est fauz si on travaille avec une fonction continue sur la boule ouverte
1
unité. En effet, f:xz €] — 1,1~ 5(33 +1)2 =1 €] — 1,1] est de classe C*®, envoie bien la boule

unité sur elle-méme. Enfin, elle n’‘admet pas de point fize.

Remarque 3. Le théoréme est fauzr en dimension infinie (dans la preuve, les arguments de com-
pacité tombent en défaut). En effet, considérons lespace de Hilbert H = 12(Z), (en)nez sa base

hilbertienne usuelle, et
H — H

(@n)nez = (1= |zl)eo+U(z).]”

ou U désigne l'opérateur de shift a droite. Elle est clairement bien définie et continue, par continuité
de la norme et du shift (isométrie). De plus,

T:

Ve = (¥n)nez € Bu(0,1), |T(@)ll < [1— |zl + [l=] = 1.

Pourtant, T n’admet pas de point fize, en effet :

_ - _ o = 1—|zf[+2
Vo = (Zn)nez € Br(0,1), T(x) =2z & {xn — gy sinA0°
Ainsi,
T, = xgstn>0
T, = T_1 sinon

Puisque x € H, z9 = x_1 = 0, donc x = 0 mais c’est impossible car xg = 1 — ||z|| + z_1.

2.2 Une premiére application
Proposition 1

Soit v € C°(B,R™) telle que Vx € 9B, (v(z),z) < 0. Alors, v s’annule.

v(z)
o [[v(2)]]
C’est une application continue, qui envoie B sur B. Elle admet donc un point fixe par le théoréme
v(xo)

[[o(zo)l

(v(zo), o) = ||v(zo)|| < 0. Impossible. Ainsi v s’annule. ||

Démonstration: On suppose que v ne s’annule pas sur B. On considére F' :

B — B]

, donc =y € OB. Ainsi,

de Brouwer, il existe zo € B tel que F(zo) = o, i-e. zo =

2.3 Un théoréme preservé par homéomorphisme

Theoréme 2 (de Brouwer généralisé)

Soit X un espace homéomorphe a B, ott B désigne la boule unité fermée de R™ pour un entier
n quelconque. Alors toute application continue de X dans lui-méme admet un point fixe.

Démonstration: Soient f : X — X une application continue et ¢ : X — B un homéomorphisme.
Alors, po fop ' : B — B est une application continue. Par le théoréme de Brouwer démontré
précedemment, elle admet un point fixe, zo € B, i.e. ¢ o f o o *(x0) = xo, donc f(¢ *(z0)) =
0~ (z0), et f admet bien un point fixe.

Définition 1 (Jauge de Minkowski)

Soient (E,||-||z) un espace vectoriel normé, C' C C un convexe contenant 0 en son intérieur.
x
L’application pc : x € E + inf {t >0, 7 € C’} est appelée jauge de Minkowski de C'.
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Proposition 2

Soient (E, ||-|| ;) un espace vectoriel normé, C' C E un convexe contenant 0 dans son intérieur.
Alors,

-Vz e E, YA >0, pc(Ax) = Apc(z).
- Va,y € B, po(z+y) < po(@) + po(y)-
- dM > 0 tel que pour tout x € E, pc(xz) < M ||z .

Démonstration: Remarquons que pc est bien définie puisqu’il existe » > 0 tel que Bg(0,r) C C.

T
Ainsi, pour t > w, ‘

T T
?H < r, donc 7 € C, et 'ensemble est non vide.
E

Pour le premier point, remarquons que : Vx € E, YA > 0,

pe(A) = inf{t 50,22 ¢ 0} — inf {)\s >0,% ¢ C} — Mpc().
t t=MXs S
x _ y
— 2 etj=—o
po@+e " Y poly) +e
fait avant, pc(Z) < 1 donc il existe 0 < t < 1 tel que Z/t € C. Puisque 0 € C, par convexité de C,
Z € C. De la méme maniére, §y € C. Ainsi,

De plus, soient z,y € E et € > 0. On pose T = . On a, par ce qui a été

Tty _ pc(x) +¢ 54 pc(y) +e PeC
pc(x) +pc(y) +26  pc(x)+pcly) +2  po(x) + pc(y) + 2¢

Ainsi, po(z +y) < po(z) + pc(y) + 2e. On conclut en faisant tendre e vers 0.

Pour le dernier point, pour tout z € E'\ {0},

il
[l

e C,

]l

donc pc(z) < +—. L’égalité est vraie en 0. Ceci conclut. |
r

Corollaire 1

Soient (E, ||-|| ;) un espace vectoriel normé, C C E un convexe contenant 0 dans son intérieur.
Alors, la jauge de Minkowski est continue sur E.

Démonstration: Soient z,y € E, alors pc(z) < po(z + y) + pc(—y) et pc(z +y) < pc(z) + pc(y).
Ainsi,
1ol
r
Ainsi, pc est lipschitz, donc continue. |

lpc(z +y) — pc(z)| < max(pc(y), po(—y)) <

Theoréme 3

Soient F un espace vectoriel normé de dimension finie et C' C E un convexe compact d’intérieur
non vide. Alors, C' est homéomorphe a B.

Démonstration : Puisque la translation est un homéomorphisme, on peut supposer sans perte de

. pe@z G g

généralité que 0 € C. De plus, on définit f : x € E — |zl . Elle est continue sur
sinon

E\ {0}, par ce qui a été fait avant. De plus, comme vu avant, il existe M > 0 tel que Vx € E,

pc(x) < M|zl
Alors,
[f(x)] < M|z,
lllz o 20
ce qui montre la continuité en 0. De plus, f est bijective, et f~!: 2z € E pc(x) .
0 sinon

Montrons que f~' est continue : en effet, C' est compact, donc borné; il existe R > 0 tel que
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x [zl
_ >
¢ C, donc pc(z) > Rl

[l
pour tout ¢’ >t > 0, si 2/t € C, alors 2/t € C).

Soit & € B, alors puisque C' est fermé, —* _cc. Alors,

pc ()

C C B(0, R). Ainsi, pour tout z € E, (R+ 1) . Ceci conclut (on a

-sifzfl =1, () € C.

- si ||z < 1, alors £ (@) = ||z . ——

pe(w)

€ C par convexité de C, et puisque 0 € C.

Ainsi, f~1(B) C C.
Réciproquement, si z € C, alors, % € C, donc pe(z) < 1, donc || f(z)|| < 1. Ainsi, f(C) C B, i.e.
CCfi(B).

Corollaire 2

fixe.

Démonstration : Soit C un tel convexe compact non vide. On conclut immédiatement avec le théo-
reme 2 et le théoreme 3. Il suffit de remarquer que I'on peut lever I’hypothése C' d’intérieur non
vide en supposant simplement C' non vide : considérons F' le sous-espace affine engendré par C', qui

Toute fonction continue d’un convexe compact non vide de R"™ dans lui-méme admet un point

est de dimension finie n, muni de la topologie induite. Alors l'intérieur de C' est non vide dans F. W

2.4 Une application au théoreme de Perron Frobénius

Theoréme 4

Démonstration: Soit C = {y €ER™, y>0, |lyll, =1, p(A)y < Ay} . Montrons que C' est un convexe,
compact, non vide.
Non vide : soit v € R" tel que Av = Av, ot p(A) = |A|, et ||v]|; = 1. On note |v| = (|vi|)1<i<n.
Montrons que |v| € C. On a imméditemment ’hypothése de positivité, 1’égalité sur la norme. De
plus,

fon|
p(A)y = N () — 3| = 40| < AJol,

|vn]

par positivité de A. Ceci conclut.
Convexe : soient v,y € C et t € [0,1]. Alors, yt + (1 — )y’ > 0. De plus ||yt + (1 —t)y'||, =

n
yit+ (1 —=20)y;| =*t|y||, + (1 — y ||, - L'inégalite est transportée immeédiatement.
it 4+ (1= t)y;] = tllyll, + (1 —1) |||, - L'inégalité est t tée immédiat t
j=1

Compact : on a clairement C' fermé. De plus, C C [0,1]", donc il est borné. On conclut par
argument de dimension finie.

On définit
c - R™
f : AI
T e
[|Az][,

L’application f est bien définie : en effet, pour z € C, si ||Az||; = 0, alors, € ker(A). Donc
0 <z <0 (puisque p(A) # 0) donc =0 et ||z||; = 1. Impossible.
A
Montrons que f(C) C C : en effet, soit € C. Alors, on a immédiatement f(z) = m >0
1

puisque A > 0 et > 0. On a aussi || f(z)||, = 1, par définition. Enfin

LA (@) = p(A) [ = i (o(A)e) < i = Af(e).

Enfin, f est clairement continue. Le théoréme de Brouwer s’applique et il existe x € C tel que
f(x) =z, i.e. Az = ||Az||, z, donc = est un vecteur propre associé a la valeur propre ||Az||,. De
plus, on a l'inégalité :

p(A)e < Az = || Aa], o.

Soit A € M,,(R) telle que p(A) # 0. Alors, il existe v € (RT)" telles que Ax = Az, et p(A) = \.
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Puisque ||z||; =1 et & > 0, il existe un ip € [1,n] tel que x4, > 0. Alors, on obtient p(A) < || Az, .
Puisque ||Az||, est une valeur propre, on conclut & ||Az||, = p(A). D’ou le résultat.

3 Théoreme du point fixe de Schauder

3.1 Un premier théoréme de Schauder
Theoréme 5 (du point fize de Schauder)

Soient (E, ||| ) un espace vectoriel normé et C' C E un convexe compact non vide. Alors toute
application continue f : C'— C posséde un point fixe.

Démonstration: Soit f : C' — C une application continue. Par théoréme de Heine, C' étant compact,
f est uniformément continue sur C. Soit £ > 0, on considére § > 0 un module d’uniforme continuité
de f. L’ensemble C' étant compact, du recouvrement,

¢ c | Be(=,9),
zeC

on peut en extraire un recouvrement fini :

CcOéﬂ%ﬂ,

i=1

oun €N* et x1, -+ ,z, € C. Notons F := Vect(f(z1), -, f(zn)), un sous-espace vectoriel de £
de dimension finie. L’ensemble C* := C'N F est alors un convexe compact de dimension finie. On
considére une partition de 'unité associée a ce recouvrement, i.e. des fonctions xi,--- , xn telles

que pour tout i € [1,n], x: € C°(C,R), Supp(xi) C éE(mi,é), 0<xi<1,et ZXZ' =1sur C.On

=1

définit 'application :
g:xeC’ — sz(m)f(xz)
i=1
Par convexité de C, g(C*) C C*. Par le théoréme du point fixe de Brouwer appliqué a g, continue,
on a lexistence de z. € C™* tel que g(z.) = z. Ainsi,

flwe) —we = flze) — glwe) = > xalwe) (f(@e) = f(w2)).

Puisque Supp(xi) C Bg(zi,9), soit xi(ze) = 0, ou alors |lz; — zc||, < &, donc, par uniforme
continuité, || f(z:) — f(ze)| g < €. Ainsi,

[f(ze) = 2ellp < e

On définit ainsi une suite (21,5 )n>0 d’éléments de C*, un compact, dont on peut extraire une sous-
suite (T1/4(n))n>0 convergeant vers x € C*. La fonction f étant continue, le passage a la limite
dans 'inégalité précédente montre que f(x) = x, donc f admet un point fixe sur C. |

3.2 Quelques rappels topologiques
Définition 2
Soit (X, d) un espace métrique. Il est dit précompact si : pour tout € > 0, on peut recouvrir X

par un nombre fini de boules de rayon €. On dit qu’une partie A de X est précompacte si ¢’est
le cas pour 'espace métrique (A,d) (muni de la distance induite).

Proposition 3

Soit (X,d) un espace métrique et A une partie de X. Alors, A est précompact ssi A est
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| précompact.

Démonstration: Le sens réciproque est évident puisque A C A. Réciproquement, si on suppose que
A est précompact, alors, Ve > 0, il existe n € N et x1,--- ,z, € E tels que

C O B(zi,2/2) C
i=1

Puisque l’espace de droite est fermé (comme une union finie de boules fermées), on obtient par
passage a l’adhérence :

Bl(xi,e/2).

H'C:

n

AQU (zi,e/2) gUé(xi,s).
i=1 i=1
Ainsi, A est précompact. Ceci conclut. |

Proposition 4

Soit (X, d) un espace métrique. Alors X est compact ssi X est complet et précompact.

Démonstration: Un espace métrique compact est bien évidemment complet. Il est également pré-
compact, par propriété de Borel Lebesgue.
Réciproquement, supposons X complet et précompact. On considére (z,)» une suite de X. Mon-
trons qu’elle admet une sous-suite convergente. Il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy, puisque
X est supposé complet. Par hypotheése, pour tout n € N*, il existe une famille finie H,, de boules
de rayon % qui recouvre X. On construit par récurrence une application strictement croissante
» : N — N telles que, pour tout n € N*, il existe une boule B,, € H, qui contient la sous-suite
(:rgooo-nogin(k))kEN-

1. Puisque Ho est finie, et que tous les z,, sont dans une boule de Hy, il existe par principe des
tiroirs, une boule By € Ho qui contient une infinité de x,, donc une sous-suite (Z,,k))reN-

2. Supposons @o, - - ,@n et Bo,- -, Bn construites. Comme H .1 est finie, et que les T, o...00, (k)
sont dans une boule de H,41, il existe une boule B,4+1 € Hn+1 qui contient la sous-suite
(xwoo'“ownJrl(k))keN'

Ainsi, la sous-suite obtenue par extraction diagonale (yn) = (Tygo-- 0@, (n) )neN Vérifie pour tout n,

Yn € Bp, donc d(yn, ym) < L si m > n, donc la suite est de Cauchy. |

Proposition 5

Soient (E,||-|| ;) un espace de Banach et A une partie relativement compacte de E. Alors,
conv(A) est compacte dans (E, ||-|| z)-

Démonstration: Puisque A est relativement compacte, alors A est compacte donc précompacte,
donc, A est précompacte, donc pour tout £ >, il existe n € N* et z1,--- ,z, € A tels que :

AC 0 B(zi,e/2).

i=1

Posons C = conv(z1,- - ,xn) C conv(A). C’est un convexe, borné, en dimension finie, donc relati-
vement compacte. Par suite, il existe un nombre fini de points y1,--- ,ym € C tels que :

CcC UB(?/JWE/Q)'

j=1

Soit z € conv(A), alors il existe A1, -+ , A\ € [0,1] et z1, -,z € Aavec z = Z Ajzj et Z)\j =1.

Par la premiére propriété de recouvrement, pour tout j € [1,1], il existe k; € [1,n] tels que
2j = Tk, + Tk, avec ||rkJHE <e/2.
On obtient alors :

l l
z = ijwkj +Z)\j7‘kj,
— =1
—_———
eC
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l
Par la seconde propriété, il existe i € [1,m] tel que Z)\j:ckj = yi + S o ||si]|p < €/2. Ainsi,

l l
z=yi+ (Si—l—Z)\j’r’kj),et Si-i-Z)\kaj
j=1 Jj=1

j=1

< e. Ainsi,

E
conv(A) C U B(yi,e);
j=1

Ainsi, conv(A) est précompacte, donc conv(A) est précompacte. Etant une partie fermée d’un
Banach, elle est compléte. La caractérisation précédente conclut a la compacité de conv(A). |

Remarque 4. Si K est compact alors, conv(K) est compact est vrai en dimension finie. C’est un
corollaire du théoreme de Carathéodory. Ce résultat est faux en dimension infinie.

3.3 Un deuxiéme théoréme de Schauder
Theoréme 6 (du point fizre de Schauder)

Soit (E, ||-|| ;) un Banach, C' un convexe fermé non vide de E, et T : C — C une application
continue telle que T'(C') est relativement compacte dans E. Alors, T admet un point fixe.

Démonstration: Soit C' = conv(T(C)). 1l s’agit d’un convexe compact non vide (par la proposition
précédente). Par convexité de C, et puisque C est fermé, C' C C. On peut alors appliquer le premier
théoréme du point fixe de Schauder & T'|¢, continue, puisque T(C’) C T(C) C C'. |

Application (théoréme de Cauchy-Arzela-Peano). Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert
de R et f: I xQ — R, une application continue. Alors pour tout ty € I, xq € Q, il existe une
solution (J,x) du probléeme de Cauchy :

7t 2(t))

Zo

—N
8 8
==
o o+
 —
|

En effet, soit Ty > 0 tel que [to — To,to + To] C I (possible car I est ouvert). Soit ro > 0 tel
que B(zg,m0) C Q. La fonction f est continue sur le compact Co = [to — Tp,to + To] X B(zo,70),
donc elle est bornée par M. Soit T = min(Ty, ro/M). Toute solution du probléme de Cauchy
sur [to — T,to + T| est a valeurs dans B(zg,70). En effet : soit x € C*([to — T,to + T)),
une solution du probléme de Cauchy, et T = sup{t € [to,to + 1], Vs € [0,t], ||x(s) — zo] <70}
Supposons T < T + ty. Alors,

< M(1 —to) < MT < ry.

tT f(s,z(s))ds

ro = latr) ~ 2l = |
Ainsi, T =T + tg, ceci conclut a l'existence du cyclindre de sécurité.
On introduit E = (C° ([to — T, to + T], B(z0,70)) , || l), €space de Banach. On considére :

E — E

: x (t — xo + tf(s,x(s))ds)
to

L’application est bien définie, par théoreme de continuité sous le signe intégral, et est bien a
valeurs dans la boule B(xo, 1) puisque MT < ro. On applique le théoréme du point fixe de Schauder

4 C = E. C’est bien un convexe fermé et mon vide de E. On a déja vu que ¢(E) C E.
Montrons que ® est continue. L’application f est continue sur Cy, compact donc uniformément
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ENS Rennes 3 THEOREME DU POINT FIXE DE SCHAUDER

continue par Heine : Ye > 0, 36 > 0 tel que pour tout (t,z)(t',z') € Co, ||(t,x) — (', 2")| < 4,
I f(t, ) — f(t',2")] < % Ainsi, pour tout x,y € E, ||z — yl . <9, pour tout t € [to — Tty + T,

<,

l(ﬂ&dﬁ%ﬁ@w@ﬁm

HM@@¢@WM‘

done | ®(z) — B(y)]|. <.

Montrons que ®(E) est compacte dans E. On utilise le théoreme d’Ascoli : [to — Tty + T
est une partie compacte, B(xg, 1) est complet, ®(E) C E.

€
1. ®(E) est équicontinue : soit e > 0, soient t1,ts € [to—T,to+T)], tels que [t1 —ta] < 0 := U
Alors, pour tout © € E,

<Mt —t|<e.

|@mxw—wmwm=H[ f(s,x(s))ds

2. Pour tout t € [to — T,to + T], ®(E)(t) = {®(x)(t),r € E} est bien relativement compact,
car bornée et de dimension finie, puisqu’d valeurs dans B(xg,10).

Le théoréme du point fixe de Schauder conclut a l'existence d’un point fize. Le théoréme fonda-
mental de l’intégration donne donc la régularité C' au point fize, puis la formulation intégrale est
équivalente au probléme de Cauchy.

Remarques. 1. On n’a pas unicité : i = 3|y|*/?, y(0) = 0 admet sur R deuz solutions : y = 0
ety:t€R 13,

2. On utilise fortement la compacité du cylindre Cy et des segments, c’est pourquoi la preuve
est profondément basée sur la dimension finie. Le théoréme est d’ailleurs faux en dimension
infinie : considérons ’espace de Banach (co(N),||-||.,) (il est bien complet car fermé de
(I (N), 1]l ) 5 s0it (un)nen € co(N)N qui converge vers u € 1°°(N), alors, Ve > 0,3ng € N
tel que pour tout n > ng, |lup —ull, < /2. De plus un, = (uk )ren tend vers 0, donc
il existe kg € N tel que pour tout k > ko, |uf | < /2. Alors, pour tout k > ko, |[u*] <
= Ung [l + [uk | <€). De plus, on définit :

i (un)n>0 € co(N) — < |tn| + n‘l|‘1>n20 € ¢o(N).

Elle est bien définie et continue : soient e > 0, (u,v) € co(N)? telles que ||u —v|| < § := 2.
Alors, pour tout n € N,
Si A/ |un| + v/ |vn] < e, alors, | f(un) — f(vn)| < € par inégalité triangulaire. Sinon,

[|tn| = [vnll lu = vl

Up) — f(Un)] < = <e.
) = £l < e ol = il + o] =

! _
Néanmoins, le probléme de Cauchy {Z((g)) o f(uo(t))

nadmet pas de solution. Si (I,y)

est solution, alors :

1
Vi€ I,Vn €N, y,(t) = ]yn(t)] + w1 Y

Donc, pour tout t € I NRY, y,(t) > y,(0) = 0. Ainsi,

Vn e NVt € INRY, yh(t) > V]ya(t)] = Vyn(t) i.e. ¥n € NVt € ITNRY, ya(t) > 4% > 0.

Ainsi, yn(t) ¢ co(N). Impossible.

Théoreme du point fixe de Brouwer 9 Théo Gherdaoui



	Théorème du point fixe de Brouwer
	Un lemme fondamental
	Démonstration du théorème

	Quelques applications
	Deux remarques importantes
	Une première application
	Un théorème preservé par homéomorphisme
	Une application au théorème de Perron Frobénius

	Théorème du point fixe de Schauder
	Un premier théorème de Schauder
	Quelques rappels topologiques
	Un deuxième théorème de Schauder


