Solution des questions de cours

1. Puisque la fonction F' est supposée continue et globalement lipschitzienne par rapport a la variable
d’état, le théoreme de Cauchy-Lipschitz global assure que 1’équation différentielle considérée admet
une unique solution globale, a condition initiale fixée. Il a donc unicité. La solution est globale,
donc définie sur R.

2. D’apres le cours, la solution dépend continuement de la donnée initiale. L’application est donc
continue.

3. Soit t € R, fixé. L’application est lipschitzienne : en effet, pour tout xg,yo € R,

t t
20+ / F(s, (s, 20))ds — o / F(s, 2(s,50))ds| .
0 0

|z(t,0) — 2(t,y0)| =

(2(t,x0) — 2(t,yo)| < |0 — yol + ] [ 1t 0) = P, ol

Par hypothese, F' est globalement lipschitzienne, et, en appelant L la constante de Lipschitz, il
vient :

t
ot 0) = (0,300 < o =gl + | [ Jo(s,20) o gl
0
Le lemme de Gronwall fournit alors :
|, o) — z(t, yo)| < |0 — yol eI,

Ceci montre le résultat. On retrouve la continuité énoncée en 2.

Solution de ’exercice 1

1. L’équation différentielle considérée est équivalente a :

y'(t) = g(t,y(t)),

avec

RxR — R
5 (ty) = F(ty) +ecos(y)

L’application est clairement continue. Elle est également globalement lipschitzienne par rapport a
la seconde variable comme somme de deux telles fonctions. En effet, F' est supposée globalement
lipschitzienne. De plus, 'inégalité des accroissements finis assure que : pour tout z,y € R,

| cos(x) —cos(y)| < [|eos|| o g |2 =yl = 2 =yl

Ainsi, le théoreme de Cauchy-Lipschitz global s’applique et ’équation différentielle considérée
admet une unique solution globale, a condition initiale fixée.

2. Soit T > 0. Pour tout ¢t € [0,7], on a :

|$(t,LL'O) - y(t7y0)| = |To +/0 F(S,SC(S,.’L‘O))dS — Y% — /0/(F(Say(87y0)) + GCOS(y(S,yO)))dS .

Ainsi, le caractere L-global lipschitz de F' donne :

t
(¢, 20) = y(t,50)| < |0 — yol + L/ (s, 20) — y(s,y0)lds + €T
0



3. On applique le lemme de Gronwall a cette inégalité : on obtient, pour tout ¢ € [0, 7],
| (t, 20) = y(t,90)| < (|20 — yo| + €T) ™.
Ainsi, on obtient donc :

sup |x(t, o) — y(t,z0)| < eTeT — 0.
te[0,T) =0T

Ceci montre le résultat.

Solution de ’exercice 2
. . RxR — R . .
1l est clair que la fonction f : ty) o 12 est de classe C1(R?), donc continue et localement lips-
)
chitzienne par rapport a la seconde variable. Le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique, le probleme
posé admet donc une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert I, contenant 0.

Brouillon : si y ne s’annule pas, on peut résoudre par variables séparées :

y'(t)
y2(t)
Ainsi,
1,
y(t)  y(0)
Ainsi,
(t) — L
=TTy

Cette fonction est définie sur | — oo; 1[ ou sur |1; 4+o00[. Il faut choisir 'intervalle qui contient ¢, = 0.

On considere 1

1t

définie sur | — oco; 1[. Elle est clairement solution du probléeme de Cauchy. Est-ce la solution maximale ?
Si ce n’est pas le cas, alors il existe une solution (J,§) avec | — co; 1[C J. Par unicité dans le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, on a donc nécessairement, pour tout ¢t < 1,

y(t)

Par suite, il vient par continuité (1) = lim g(¢t) = 4+o00. C’est impossible. On ne peut donc pas
t1-

prolonger y de maniére continue. Il s’agit de 'unique solution maximale.

Solution de ’exercice 3

1. On introduit g := f + f’. Remarquons que f est solution de I’équation différentielle
v+y=g.

Résolvons cette équation différentielle : les solutions de ’équation différentielle homogene sont
données par : x — Ae™*, A € R. On cherche une solution particuliere y, via la méthode de la
variation de la constante, i.e. sous la forme y,(z) = A\(z)e™ avec A € C}(R). Alors,

x

yp est solution de Péquation < N (z)e™® = g(x).

Alors,
x
S = {x ER— Ae™® +/ gt)e!~*dt, A€ R} .
0



Par définition, pour tout € > 0, il existe xy > 0 tel que, pour tout ¢ > g, |g(t)] < e. Puisque,

pour tout réel x,
xr

F(@) = fzo)er + / g(t)e=wdt,

o
il vient pour tout x > xg,

f(l’())eafo—x _6/3Ij et_xdt < f(LL‘) < f(x0>eaco—x+€/x et—xdt.

X0 Zo

Ainsi, on obtient, pour tout = > xg,
flzo)e™ ™ —e < f(x) < fxp)e™ " +e.

. Puisque e*0™% — 0, il existe x1 > 0, tel que pour tout = > x1,
r—+00

—€ < f(zg)e™ ™% <e.

Alinsi, pour tout x > max(zg, 1),
|f(2)] < 2e.

Ceci fournit le résultat.



