Solution des questions de cours

1. On dit qu’une fonction f : I x R — R? est localement lipschitzienne par rapport a la seconde
variable, si : pour tout (tg,z¢) € I x R%, il existe J(tg) X Vy, un ouvert de I x R? contenant
(to, xo0), et L(to,z9) > 0, tel que :

vt e J(to), Y(z.y)€Vi,  |f(t,x) = f(t.y)ll < Llto, o) = —y]-
2. Il est clair que I’équation est équivalente a :
Z'(t) = f(t,z(t)), on f:(t,z) € RxR¥— A(t)z +b(t) € R

Il est clair que f est continue, et localement lipschitzienne : en effet, pour tout (tg,z¢) € R x R,
pour tout t € (to — 1,tp + 1), pour tout =,y € Vy, 1= RY,

1f @& x) = fFEI < ADOIHz —yll < sap [[JA@)][| |z =y
tE[tofl,tO*Fl]

Ceci montre qu’a condition initiale fixée, il existe une unique solution maximale. De plus, ces
solutions sont globales, en effet : pour tout (¢,z) € R x R?,

1 @) < (AT [l + [[6()]] -

Sionnote C1 :t € R [||A(t)]]], et Ca: t € R ||b(t)||, ces fonctions sont continues et positives.
Ainsi, la fonction est & croissance au plus linéaire. L’unique solution maximale est donc globale.

3. On rappelle que pour A € M,,(C), on définit 'exponentielle de A par :

A +o0 Ak
e = -
k!
k=0

Cette série est convergente, en effet, pour une norme d’algébre :
00 k +
ST
Ko
k=0

Elle est absoluement convergente, donc convergente, car c’est une série a valeurs dans M,,(C),
qui est un espace de dimension finie, donc complet.
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4. L’équation y"" = ay” + by’ + cy est équivalente a
01 0 y
Yi=[0 0 1]Y =A@, avec Y = (v
c b a y”

Il s’agit donc d’un systéme linéaire a coefficients continus. Le cours assure donc que I’ensemble
des solutions est un espace vectoriel de dimension 3.

Solution de I’exercice 1

1. Le probléme de Cauchy se réécrit :

{y’ = f(y)
y(0) = yo ’

La fonction f est de classe C! sur R%. En effet, pour tout y, h € R?,

ou f:yeRYe |yl Ay e R

d

3
AP W)y =) o 1yl > 2yi > hi = 31yl {y, h).
=1



Ainsi, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, pour tout y € RY,
3 2
-7 @) 2o rey < 3Myll™-

Ceci montre le caractére C! de HHS, puis de f, par produit de telles fonctions. En particulier, la
fonction est localement lipschitzienne. Ainsi, le théoréme de Cauchy-Lipschitz local assure que
'équation admet une unique solution maximale, définie sur |77 ;7]

2. Pour tout ¢t €]T~,T"[, on a :

% ly®)11* = 20 (0), ' () = 2|y @) (y(t), Ay (D).
Puisque la matrice est antisymétrique, cette quantité est nulle. En effet, pour tout = € R,
(x,Az) ='2Ax = —'2'Ax = —' (A2)x = —(Ax,2) = —(z, Az).
Ainsi,
(x,Az) = 0.

3. On sait que, pour tout t €T, T, |ly(t)|| = |lyo||. Cette équation conserve la norme. Par le
théoréme des bouts, si 7T < +o0, alors

lim [ly(8)]| = +oc.
t—T+

Ceci contredit la conservation de la norme. Ainsi, T+ = +oo. De le méme facon, T~ = —oc.
Ceci montre que la solution maximale est globale.

Solution de ’exercice 2

1. On remarque que
xa(X)=X?-X -2=(X+1)(X —2).

Ainsi, la matrice est diagonalisable. De plus,

1 -1
ker(A + Iz) = ker (_2 5 )

I
Py
VR
—_
N~

-2 -1
ker(A — 213) = ker <_2 _1>

I
Py
/l—\
I\DH
~_

Par suite, une base de solutions est donnée par :

s:{teRHAG)e—quQ)e%, A,ueR}.

On considére I'unique solution associée a la condition initiale X (0) = ( 0

> . Alors, il existe
Yo

A, 1t € R telle que, pour tout t € R,

X(t) =\ G) et <_12> e,

Y0 A—=2p =1y 1= %(zo — yo)

Alors,

Alors, pour tout r € R,

1 2€7t + €2t eft _ €2t
X<t) Y <2€_t - 262t e—t 4 262t X(O)

3
Par identification, on obtient, pour tout réel ¢,

A _ 1 (26—15 42t et 621&)

T3\ 2e7t —2e2 et 4 262



2. On peut chercher une solution constante. On a

1
0

{teRHA(De—wu(_lQ)e%rv, )\,ueR}.

1
X est solution <:>AX+v:0R2<:>X:—A_1v<:>X:2<; >v<:>X:U.

Alors,

S

Solution de ’exercice 3

1. On remarque que B? = —41I,. Ainsi, on obtient directement :
vn €N, B = (-4)"Iyet B*" = (—4)"B.

Ainsi, pour tout t € R,

6tB _ "i:.o (_4)nt2n L+ f (_4)nt2n+lB _ f (_1)71( 2n lf 2t 2n+1
(2n)! (2n+1)! (2n) 2 2n +1)!
n=0 n=0 n=0
Par suite,
1. cos(2t)  sin(2t)
tB = _ = =
e"” = cos(2t) Iy + 5 sin(2t) B (_ sin(20) cos(2t)) R(2t).
2. On remarque que A = —3Is + B. Puisque les matrices 315 et B commutent, il vient, pour tout

réel t,

etA — e—3t]26tB — 6_3tR(2t).

3. Il ’agit d’une équation différentielle linéaire, & coefficients continus. Par le théoréme de Cauchy-
Lipschitz linéaire, ce probléme admet une unique solution globale. Ainsi, J(zg) = R.

4. La formule de Duhamel fournit directement, pour tout réel ¢,

t
x(t, zo) = ey —l—/ et=)4p(s)ds.
0

5. Pour tout xg 1,702 € R?,
|z(t, z0,1) — x(t, 02)|| = || (z01 — mo2)|| < e *||[R(2t)]]] lwo,1 — o2l -

Il convient de remarquer que la norme de la matrice de rotation est bornée, indépendamment de
t. En effet, on a, pour tout réel ¢,

I1R2O]]]2 =1,

puisque c’est un endomorphisme orthogonal, donc il conserve la norme euclidienne (un autre
argument : tous ses coefficients sont bornés). Alors,

|z (t, w0,1) — 2(t, z02)|ly < €7 [lzog — zo,2]l, o O

6. Soit xop € R?. Pour tout t € RT,
3t g
(¢, zo) || < €™ [lzol| +/O e 2 |[b(s) || ds < [|wol| + 3 HbHLoo (R) -

Ceci montre que la solution est bornée.



7. On considére xo € R?. Alors, pour tout réel positif ¢, on a :

—S8

t t
Jolta)l < e faoll+ [ e fb(s)ds 5 e faoll+ [ e bt = ] ds.

Le premier terme tend immédiatement vers 0. On s’intéresse au deuxiéme terme. Remarquons
que,

t
e b= wlas = [ L bt = ) du
0
Par hypothése, on a : pour tout réel u,

Lo (e |Ib(t —u)| — 0.

t——+00
De plus, pour tout t € R, u € R,
Log(we > [[b(t — w)|| < Lr+ (w)e ™ bll oo miy € L'(R).

En effet, puisque la fonction b est continue et admet une limite finie en 400, elle est bornée sur RT.

Ainsi, par convergence dominée, le second terme tend vers 0. Ceci montre que z(t, o) t—+> 0.
—+00

Solution de ’exercice 4

1. Le probléme de Cauchy est équivalent a

{x%) z f(%fv), avec f:(t’m)ERXR’_)e_t+a(t)$2€R.

Cette fonction est continue par rapport a t, et de classe C! par rapport a la seconde variable.
Elle est donc localement lipschitzienne par rapport & la seconde variable. Ainsi, le théoréme de
Cauchy-Lipschitz local assure I'existence d’une unique solution maximale définie sur un intervalle
ouvert, I, contenant 0. On note I NRT = [0, T*.

2. On remarque que, pour tout = € [0, 7],
/ _ —t 2
z'(t) =e " +a(t)z=(t) > 0,
par positivité de a. Ceci montre que x est strictement croissante.

3. Pour tout ¢ € [0, 7%,

(1) = 2(0) + /0 " (s)ds = /0 (e + a(s)e(s) ds < /0 T emsds 4 22(1) /0 " a(s)ds,

par croissance et positivité de x. Ainsi, il vient directement, en utilisant ’hypothése,

1
z(t) <1+ gac?(t),

par croissance et positivité de z.

1
4. On s’intéresse au trindéme f(x) = §x2 — x4+ 1. Ces racines sont 4 4+ /2. On obtient donc le
tableau de signes suivant :

z —00 4-v2 442 +00




Les solutions de I'inéquation f(x) > 0 sont donc | — 0034 — v/2] U [4 + v/2; +oo[. Ainsi, au vu de
la question précédente,

Vi e [0,T*], x(t) €] —oo;4 — V2] U4+ V2 +00].
Par continuité de x, on obtient :
VEe [0, T, x(t)€]l—oc4—V2], ou Vte[0,T*[, x(t) €[4+ V2;+od].
Puisque 2(0) = 0, il vient, V¢ € [0,T*], z(t) €] — 0034 — V2], i.e. z(t) < 4— /2.
. Par croissance de x, on a alors :
Vee [0;T*,  0==xz(0) <xz(t) <4-V2

La solution est donc bornée. Par le théoréme des bouts, on obtient alors T = +oc0.



