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Exercice 1

A) On considére I'équation différentielle dans R%:

—T + Y,
—Tr =Y,
2(0) = o, y(0) = yo.

x =
/!
yi

Autrement dit:
X'=AX, X(0)= X,,

. o z(2) (o (-1 1 .
ou X(t) = ( () ), Xo = ( o ), A= ( 1 1 > On note X (¢, Xy), la solution.

A1 Calculer les valeurs propres de la matrice A, ses vecteurs propres et en déduire une base
de solutions (réelles) du systéme.

A2 Montrer que 0 = ( 0

0 ) est I'unique point d’équilibre du systéme.

A3 Soit r > 0, montrer qu’il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de r telle que:
VX, € B(0,r), Vt € [0, +o0|, || X(t, Xo)|| < Ce™.
On a noté || - || la norme euclidienne sur R®.
A4 Montrer que 0 est asymptotiquement stable.

A5 Dessiner grossiérement le diagramme phase de ce systéme.
B) Soit maintenant 1’équation:
X' =AX +eF(X), X(0)= X,
ol F' : R?* — R? est Lipschitzienne de constante k telle que F'(0) = 0.

B1 Que peut-on dire de I'existence et unicité pour les solutions de cette I’équation. On note
la solution X¢(¢, Xp).

B2 Montrer qu’il existe ¢ tel que pour € < € et tout Xy € R%\ {0}, || X°(¢, Xo)| est
strictement décroissante.

B3 Montrer que pour € < €, 0 est asymptotiquement stable.

B4 Montrer que pour tout € < ¢, il existe k. > 0 qu’il faudra expliciter tel que pour tout
Xo€R% t>0,0na
IFCX(t Xo))l| < ke

Xo|-



B5 Montrer que pour € < ¢y, Xg € R?,t >0, on a
. k
X2, Xo) = X (t, Xo)l| < Ce— || Xoll,

ou C est une contante.

Exercice 2

On considére le probléme de Cauchy:
1
2

y +y = s y(l) =2.

=<

1
1. Vérifier que n est solution de I’équation avec une autre condition initiale.
2. Montrer qu’on peut se ramener a 1’équation

u'+u2+%:0, u(l) = 1.

3. Déterminer explicitement la solution maximale du probléme initial ainsi que son intervalle
d’existence.

Exercice 3
Le but de cet exercice est d’étudier I'équation différentielle y” — 2y’ +y = \/% sur |0, +o0].

1. Donner I’ensemble des solutions & I’équation homogeéne : y” — 2y’ + y = 0.

2. Donner I'ensemble des solutions & 1’équation y' =2y +y= \/% sur U'intervalle ]0, +o00[ en

terme de la fonction h(t fo

3. Montrer qu’il existe une unique solution a I’équation y” — 2y +y = \/% sur ]0, +-00[ qui
se prolonge en 0 de maniére C' et vérifie y(0) = /(0) = 0.

Exercice 4

Soient g, yg dans R, on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant:
'(t) = —a(t) — 2y(t)%,
t) = ( Jy(t) —y(t),

x
=z
y

1. Montrer que ce probléme de Cauchy admet une unique solution maximale ((x,y), ) qui
est globale sur R.

2. Montrer que le systéme :
{ '(t) = —a(t) — 2y(t)*,
y'(t) = x(t)y(t) — y(1),

a un seul point d’équilibre qui est asymptotiquement stable.



Exercice 5

Soit z(t) la solution maximale de 'équation '(t) = e~**®) avec la donnée intiale 2(0) = 0.

1. Montrer que, pour tout ¢t dans l'intervalle maximal de définition de z(t), on a x(t) =
—x(—t).

2. Montrer que t — x(t) est une fonction croissante. En déduire que z/(t) < 1 pour t > 0
puis qu’elle est définie sur tout R™ et enfin sur R.

3. Montrer que x posséde une limite, nécessairement finie, quand ¢ — 4+00. On notera a la
valeur de cette limite.

4. Soit € > 0 fixé. Montrer qu’il existe une constante C, > 0 telle que pour tout t > € on a
2/ (t) < e O

5. Montrer que

Justifier soigneusement.

Exercice 6

On considere le systéme différentiel:

0
0 | X+ f(t)

1
X' =AX+ft)=| 0
0 -1

S NN O

o f : R — R? est une fonction continue et bornée par 1: || f(¢)|]| < 1, Vt € R.

1. Montrer que toute solution vérifie pout tout ¢, ¢y, t; € R:

Xi(to) ¢ fi(s)
X(t)= A0 Xy(t) —l—/ A= fo(s) ds
0 to 0
0 " 0
+eAlt=t) 0 +/ eAlt—s) 0 ds
Xs(t) h f3(s)

2. En déduire qu’il existe une unique solution X qui est bornée sur R et qu’elle est donnée

par :
00 fi(s) t 0
X(t)=— /+ eAlt=) f;(s) ds —i—/ eAD 0 ds
! 0 - f3(s)

3. Montrer que si f est périodique, il existe une solution périodique.



