L3 Mathématiques Equations Différentielles
ENS Rennes 2023 — 2024

DM
Un soin particulier sera apporté a la qualité de la rédaction.

Exercice 1

A) Dans cette exercice, on désigne par ||-|| la norme euclidienne. On considére 1'équation
différentielle dans R%: )
T =—-x+y,
/

Autrement dit:

y(t) -1 -1

A1l. Calculer les valeurs propres de la matrice A, ses vecteurs propres et en déduire une base
de solutions (réelles) du systéme.

ou X(t) = < z(?) ), Xo = ( zo ), et A= < - > On note X (¢, Xy), la solution.
0

A2. Montrer que Oge est I'unique point d’équilibre du systéme.
A3. Soit r > 0, montrer qu’il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de r telle que:

VX, € B(0,r), ¥t € [0,+00], | X(t, Xo)|| < Ce™.

A4. En déduire que Og2 est asymptotiquement stable.
Ab. Dessiner grossiérement le portrait de phase de ce systéme.
B) Soit maintenant 1’équation:
X'=AX +eF(X), X(0)= X,
ou F' : R? = R? est (globalement) lipschitzienne, de constante k et telle que F/(0) = 0.

B1. Que peut-on dire de 'existence et de 'unicité des solutions de cette équation 7 On note
la solution X(¢, Xp).

B2. Montrer qu’il existe €y tel que, pour € < ¢y et Xy € R*\ {0}, || X (¢, Xo)|| est strictement
décroissante.

B3. Montrer que pour € < ¢y, Ogz est asymptotiquement stable.

B4. Montrer que pour tout € < ¢, il existe k. > 0 qu’il faudra expliciter tel que pour tout
Xo€R?,t>0,0na
[F(X(t, Xo))|| < ke

Xoll.

B5. Montrer que pour € < €y, Xo € R%, ¢t >0, on a
k
[:X(t, Xo) — X (L, Xo)|| < C€H—||X0H>

ou C est une contante.



Exercice 2

On considére le probléme de Cauchy:

Y 1
y’+y2=;—t—2, y(1) =2.

1
1. Vérifier que t — n est solution de I’équation avec une autre condition initiale.

2. Montrer qu’on peut se ramener a I’équation
u
u'+u2—|—?:(), u(l) = 1.

3. Déterminer explicitement la solution maximale du probléme initial ainsi que son intervalle
d’existence.

Exercice 3

On considere le systéme différentiel :

10 0
X =AX+ft) =02 0|X+f0
0 0 -1

ou f : R — R3 est une fonction continue et bornée par 1 sur R.

1. Montrer que toute solution vérifie pout tout ¢, to, t; € R:

X (to) t fi(s)
X(t) = BA(t_tO) Xg(to) +/ €A(t_8) fQ(S) dS
0 to 0
0 : 0
+ eAlt=t) 0 +/ eAlt=s) 0 ds
Xs(t1) h f3(s)

2. En déduire qu'il existe une unique solution X qui est bornée sur R, et qu’elle est donnée

par :
o0 fi(s) t 0
X(t)=— /+ A=) f;(s) ds —|—/ eAlst) 0 ds
t O —00 f3(8)

3. Montrer que si f est périodique, il existe une unique solution périodique.

Exercice 4

On considére une norme ||-|| sur C" et on note ||| - ||| la norme subordonnée a la norme ||-|| sur

M,(C).

1. Soit § > 0. On considére A € M,,(C) tel que o(A) C {z € C, R(z) < —d}. Le but de
cette question est de montrer 'existence de K > 0 tel que :

Vt € RY, |||e"|]] < Ke™™.



r

l.a. On note le polyndme caractéristique de A, x4(X) = H(X — X\)™. Justifier que

i=1
r

Cr= @ F;, ou F; est 'espace caractéristique associé a la valeur propre \;.
i=1

1.b. Soit i € [1,r], v € F;, montrer que, pour tout ¢t € RT,

m;—1 ,;
. - tj j
et *olle® < A0 S A = ALYl

j=0
1.c. Conclure.

2. On considére A € M, (R) et on suppose que A a ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative. Montrer que toute solution de

2'(t) = Ax(t)
tend vers 0 quand ¢ — +o00.

3. Réciproquement, on considére A € M,,(R) et on suppose que toute solution de
2 (t) = Ax(t)

tend vers 0 quand ¢t — 4o00. Montrer que A a ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative.

4. On considére A € M, (R) et B : R — M, (R) une application continue. On suppose que
A a ses valeurs propres de partie réelle strictement négative, et que B est bornée sur R*.
Montrer que toute solution de

Z'(t) = (A+ B(t))x

est globale. Montrer que si, de plus, |[B|| g+ est assez petit, la solution tend vers 0
quand ¢t — +o0.

Hint : on pourra utiliser la question 1 en remarquant que x est solution de ¥’ = Ax + b(t)
ot b(t) = B(t)z(t).

Exercice 5

Les trois questions de cette exercice sont indépendantes.
1. On considére A € M,,(R). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

- La matrice A est antisymétrique

- Toute solution de 2’ = Ax est de norme euclidienne constante.
2. On considére A : t € R — M,,(R) une application continue et T'—périodique, avec T' > 0.

2.a. On note R4 la résolvante associée au systéme ' = A(t)x. Montrer que, pour tout
to,tl c R, RA(t[) —|— T‘7 tl —|— T) - RA(tQ,tl).
2.b. En déduire que, pour tout réel t, Ra(t + T,t) = Ra(t,0)Ra(T,0)Ra(t,0)7 .

2.c. Montrer que ’équation 2’ = A(t)x admet une solution T'—périodique non triviale si
et seulement si 1 est valeur propre de R4(7,0).



3. Soit A :]0, +00[— M,,(R) une application continue. On considére 1'équation différentielle
linéaire

On note Ra(t,to) sa résolvante.

3.a. Montrer que S(t,t) := T Ra(to, ) est la résolvante associée a 'équation différentielle
= TAt)z.
3.b. On considére la matrice

1 1
20+- 0 ——1

t t
1 1
Aty = t—= 3t t—~=
5 t 5 t
-2t 0 -+t
t t+

Montrer que A(t) est diagonalisable via une matrice de changement de base indépen-
dante de t.

3.c. Résoudre le systeme différentiel

g = —(2t+Pr+ (3 -ty +2t— 1)z
y = —3ty
7= (t—-pr+(G-ty—(E+1t)z

On pourra se contenter de donner 'expression de la solution modulo des matrices de
passage.



