ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Transformée de Fourier : de L'(RY) & L*(RY) :

Voici les notes que j’ai réalisées lors de mon année de préparation a 'agrégation sur la
théorie de Fourier.
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Dans tout ce document, d désigne un entier naturel non nul. Pour z,y € R%, on désigne le
produit scalaire euclidien usuel sur R? de z et y par = - y.

1 Transformée de Fourier sur L'(RY)

1.1 Définitions et premiers exemples

Définition 1 (Transformée de Fourier sur L'(R%))

Soit f € L*(RY). On définit la transformée de Fourier de f, f sur R? par :

Ve e RY, f(&) = g flx)e 4 du.

L’opérateur de transformée de Fourier est linéaire.

Remarque 1. Cette fonction est bien définie puisque que : Vf € L'(R?), V¢ € RY,

/ F(@)e € d = / F@Idz = [1£]] ey < 00 (1)
Rd R(i

De plus, la linéarité est évidente.

Remarque 2. Pour X une variable aléatoire a densité fx par rapport d la mesure de Lebesgue
sur RY, on définit sa fonction caractéristique comme étant : px : t € R+ E(e®X). En utilisant le
théoréme de transfert, on obtient :

px(t) = /R e f(x)da = f(—t).
Exemple 1. On considére a,b € R et f = 1j,4). Calculons la transformée de Fourier de f. Pour
£#0, i o
f(&) = / et dy — L (i _ miog) _ goizgte 5

—i€

Iy

Pour ¢ =0,

A

f(0)=b—a.
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Exemple 2. Calculons la transformée de Fourier de f : xz € R — . On utilise pour ¢a le

1
1+ 22
théoréme des résidus (on verra dans la suite une méthode plus directe). On fize £ € R et on définit
e—iz&
14 22"
poles simples. Le théoréme des résidus donne donc, pour un chemin continument dérivable v dont
limage ne rencontre pas +t,

Uapplication méromorphe g : z € C — FElle est holomorphe sur C\ {%i}, et posséde deux

1
: g(z)dz = Ind;(y)Res(g,1) + Ind_;(y) Res(g, —1).
2 J,
. . . . 1 g . . . 1 _6
On obtient alors Res(g,i) = lim(z —i)g(z) = 56 et Res(g,—i) = lim (2 +1i)g(z) = —5;€ On
Z—>1 2 z——1 1
utilise le chemin suivant, pour un réel R > 1,
Alors,
R T ] ]
mes :/ g(m)da:+iR/ g(Re™)e'dt. (2)
-R 0
Déterminons la limite quand R — 400 de la seconde intégrale. On a :
—sze” " ™ eEsin(t)R
iR e“dt| < R ——dt.
! / e o RP-1
Pour £ <0, ona :
4 Rr
- it ztdt
ZR/O g(Re")e Smo71

En prenant la limite quand R — +00 dans , on obtient :

—tx€
met = / ¢ dx.
R 1422

Pour £ > 0, on prend un contour avec un arc de cercle dans le plan inférieur. On obtient alors

V¢ eR, f(ﬁ) = me 4l

Remarque 3. Soit X est une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy de paramétre 1. On en
déduit sa fonction caractéristique : pour t € R,

it

. 1 1 A
px(t) =B = = [ Tosde = 2o = eI

1.2 Propriétés
Proposition 1 (Translation)

Soit f € L*(RY) et a € RY. Alors,

Tuf = € eTEf(©).
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Démonstration: Pour £ € RY,

1@ = [ fe-ac=iar = [ et ta— e
Rd u Rd

=xr—a

Proposition 2 (Continuité)

Soit f € L*(R?). La transformée de Fourier de f est une fonction continue et bornée sur R%.

Démonstration: Soit f € Ll(Rd) L’ equatlon ) montre que f est bien définie et bornée. Montrons
que l'application est continue sur R%. On apphque le théoreme de continuité sous le signe intégral.
Premiérement, pour presque tout z € R?, € € R i f(x)e™ ¢ est une fonction continue sur R?.
De plus, on a la majoration suivante :

va, £ € RY, [f(2)e” " < |f(2)| € L'(RY).
Ceci conclut. [}

Remarque 4. On a en fait mieur : pour tout f € L*(R?), f est une application uniformément
continue sur RY.

Démonstration: Soit f € L'(R%). On a, pour tout &,k € R?,

(k) = / f@) (e —e ™ *) da = 22‘/ F(@)e™ 55 sin (:c - %) da
Rd Rd
sin ( %) ‘ dx

Ainsi,
fer - fw] <2 [ 15

Soit R > 0, alors, on obtient par Cauchy-Schwarz,

fo-jo|<rie-el [ i@tz [ i
lzll<R llz|>R
Soit € > 0. Par théoréme de convergence dominée, le deuxiéme membre tend vers 0. Ainsi, IRy > 0
tel que 2 |f(z)]dz < = Ainsi, pour £,k € R? tels que ||€ — k|| < 6 := ;, ona:
lell>Ro 2 2Ro || £l 1 ray

&) - fw)| <<

Proposition 3 (Lemme de Riemann Lebesgue)

Soit f € L*(RY), alors :

fElr=o.

lim |
ll€ll—+o0

Démonstration : On montre le résultat par densité. Soit g € C2(R%, R), on fixe j € [1,d]. Le théoréme
de Fubini-Lebesgue donne pour ¢ € RY,

Ri-1 \JR

Par intégration par parties, en utilisant le support de g, il vient :

A _ A ) *iz zpk _ v
0= [ ([oust0r = an) danor =~ 046)

Alors, pour tout £ € R?,

19(£)

’ —

<

Lo (R%) '
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Si ||&]| tend vers Dinfini, alors, il existe j € [1,d] tel que |§;| tend vers +oco. Pour ce j, on obtient
le résultat grace a I'inégalité précédente. Pour le cas général, on fixe f € Ll(Rd), et € > 0. Alors, il

existe g € CE(R%,R), tel que ||f — gHLl(Rd) < % Ainsi, pour tout £ € RY,

+19(&)

Loo(R4)

<If = gl ) + 1) < 5 +19(0)

FOI<17©) - 9@ +13©)1 < || F=9

Puisque le résultat est vrai pour une fonction Ccl(Rd, R), on a : 3¢ > 0 tel que pour tout & € R?
sos ~ 9 .
vérifiant ||€]] > o, [9(8)] < 3 Ainsi, pour [[£]| > &o,

f (f)‘ <e.
||
Proposition 4 (Opérateur de Fourier sur L'(R%))
On considére Popérateur de Fourier sur L'(R?) définie par :
1/pd 0 d
7 | ERY @) = (CoRER), )
f — f
Alors, F est un opérateur linéaire continu, de norme subordonnée valant 1.
Démonstration: C’est clairement un opérateur linéaire. L’inégalité montre la continuité de 'opé-
rateur, et donne ||| F1]||z, r1 o0 ,) < 1. Pour Iégalité, revenons a I'exemple 2. On sait que :
dz
Wl = | Tz =
De plus, ||§ > e~ ¢l ||L°°(R) = 7. Ceci montre le résultat. |

Proposition 5 (Convolution)

Soient f,g € L*(R?) deux fonctions. Alors, elles sont convolables, i.e., pour presque tout x € R%,
y € R f(y)g(z—y) € L*(RY). De plus, f+g € L*(R%) et on a Ia relation suivante : f x g = f§.

Démonstration : Etant donnés f,g € L'(R%), on obtient par Fubini-Tonelli

/ d ( / V@t - y)dy) dr = / d ( / ot - y>|dx) @)y = gl gy 1111y < +o,

Puisque, x — |f(y)g(x — y)|dy est intégrable sur R, elle est finie pp en = € R%. Ceci montre
R4

que les fonctions f et g sont convolables. De plus, ’égalité précédente montre que f x g € Ll(Rd)
et ||f*9HL1(Rd) < HfHLl(Rd) ||9HL1(Rd) . Enfin, pour tout ¢ € R?,

Frae) = / F gl = / d ( / d f(y)g(:ry)dy) e s,

Par le théoréeme de Fubini-Lebesgue (I'intégrande est intégrable pour la mesure produit),

f/*\g(f) = /d (/d g(:p — y)e_i(z_y)‘fdy) f(y)e_iy‘fda:,

Apres un changement de variable affine, on obtient directement le résultat. |

Remarque 5. 57 X et Y sont deux variables aléatoires a densité, et qu’elles sont indépendantes,
alors, la densité de X +Y est donnée comme étant fx * fy. Ainst,

—

oxty = Fxar (=) = fx * fr (=) = fx(=)Fr (=) = oxoy.
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Proposition 6 (Fourier et dualité)

Soient f,g € L*(R%), alors

f@)g(z)de = [ f(z)g(z)de.
Rd Rd

Démonstration: Il convient de remarquer que ces deux expressions sont bien définies puisqu’il s’agit
& chaque fois d’un produit d’une fonction L*(R%) et d’une fonction L>°(R?). On obtient donc une
fonction L*(RY). Ainsi :

[ swane= [ g ([ s a)ar

En utilisant le théoréme de Fubini-Lebesgue, on a :

/R f(@)i()de = / d ( / df(m)eiz.zdm) o(x)dz = / peres .

1.3 Dérivation

Proposition 7 (Transformée de Fourier de la dérivée)

On considére f € L*(R?), et j € [1,d] tel que 8,, f existe et est L'(R?). Alors, on a la relation
suivante :

Ve €RY, D, F(€) = i&; ().

Démonstration: Par définition, on a : V&€ € RY,

—

0, f(§) = / azjf(x)efiz'gdx.
Rd

Par le théoréme de Fubini-Lebesgue,

8/””1\‘70(5) = / (/ azjf(m)eizjgjdx) eiiZk# Ik{kdx_
Rd—1 R

On souhaiterait effectuer une intégration par parties mais on ne sait pas comment gérer le terme
du crochet... On introduit alors une fonction de troncature : on considére x € C°(R?% R) tel que

Supp(x) € B(0,1), et x = 1sur B(0, 3). Pour n > 1, on introduit x» = x (7) On définit fr, = xnf
n
et on a pour tout n > 1, pour tout & € Rd,

RGE / (/ O (an)(x)eizjsjdw) ¢ Dk R g,
Ri-1 \JR

Cette fois, on peut intégrer par parties et obtenir directement :

— . iz E —1 xR . P

Oe Fa(€) = i€; / (/ xn(@)f (e dw) 7 Lk ™o = i, £.(6)

rRi-1 \JR
De plus, on a par théoréme de convergence dominée :
1o = Fllon ey = / o) = 1 @de 0.

Finalement,

n——+oo

}!azjfn—ajf||Ll(Rd)<Ad \xn<w>—1||amjf<w>|dm+§/’qd\(azjx) (E)| 1@l — o,

en traitant le premiere intégrale comme précédemment, la deuxiéme étant évidente. En utilisant la
continuité de la transformée de Fourier, on conclut directement. |
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Exemple 3. Soit f € C2(R,R) tel que f, f', f” € LY(R). Alors, f € LY(R). En effet, en itérant la

PN

proposition précédente, on obtient : V& € R, f"(€) = —&2f(€). Alors,
1

A R
<eR, e

fo)| <

— 1
@] < g5 1 e

Donc, f est donc intégrable car continue, la majoration précédente montrant l’intégrabilité en +oo.

Proposition 8 (Dérivée de la transformée de Fourier)

Soit f € L*(R%). On suppose que, pour j € [1,d], x — x;f(z) € L'(R?). Alors, f admet une
dérivée partielle selon e;, et la relation suivante est vérifiée :

e

85jf = —ix — z; f(x).

Démonstration: On applique le théoréme de dérivation sous le signe intégral : premiérement, pour
presque tout z € RY, & € R +— f(x)e "¢ est dérivable. De plus,

Vo € REVE €R, [0, (f(2)e™™ )| = | iz f(2)e™ | = |2, f(2)| € L} (RY).

Ainsi, on obtient directement le résultat. |

1.4 Inversion de Fourier et conséquences

Lemme 1 (Transformée de Fourier de la Gaussienne)

Soit a > 0, on définit : f,: x € R— e‘a%. Alors, on a :
—~ 2 2
VEER, ful€) = \/%ef%-

Nous proposons deux preuves de ce résultat : la premiere est basée sur le principe des zéros isolés
pour les fonctions holomorphes, et la deuxiéme sur une équation différentielle. Il existe d’autre
preuves, notamment une faisant intervenir le calcul d’une intégrale sur un contour rectangulaire.

Démonstration : Soit @ > 0. On définit pour z € C,

z2 ;
ga(z) = /eiaTeﬂzzdm.
R

Cette quantité est bien définie. En effet, pour tout z € C,

/R
2

puisque e~ %2 et = o, (

2
—a¥- —izz

& 2 e

dx = / e 7T ™34z < 400,
R

€

2) . De plus, on a : pour tout z € R,
x

22 ;
Remarquons que g, est entiere. En effet, pour tout z € R, z +— e~ %7 e~ *** est entiere. De plus,

z2 . z2
VR >0,Yz € B(0,R),Vz € R, [e T e % < e Tl € L'(R).
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

2
. . . N —2_ . . . . . s
Ainsi, les deux fonctions entiéres g, et z — «/%’re 2a coincident sur iR, donc le principe des zéros
isolés appliqué sur l'ouvert connexe C montre que ces deux applications sont égales sur C. En

particulier, pour tout £ € R,
- ,aﬁ —iz 2 ,g
RO = [ e - e E
R a |

Voila la deuxieme preuve du lemme 1 sur le calcul de la transformée de Fourier de la Gaussienne :

12 ’
Démonstration: On fixe a > 0, et £ € R. Remarquons que = +— xze” 2 e~ **® est intégrable sur R.
Alors, la proposition 8 assure que :

?a\/(ﬁ) = —im = —i/a:e_aé e "t da.
R

On obtient alors par intégration par parties :

ﬁl(f) = —i({—iegie ”E 5/ ~aty ””gdx) :—é a(§)-

~ =
Ainsi, on en déduit que : il existe C' > 0 tel que pour tout £ € R, f,(§) = Ce™ 2a. En calculant

£(0), on conclut. ||

Rappel. On appelle approximation de l'unité toute famille de fonctions (¢c)eso intégrables sur
R?, vérifiant :

-Ve>0, p. 20.
- V6>0,/ Ye(z)dr = 1.
R4

- V6 >0, lim e(x)dz = 0.
=20 el >s

Alors, on rappelle que pour tout f € L*(R%), on a : 1iI61+ llpe * f — f||L1(Rd) =0 (voir annexe pour
e—

plus de détails).

1
Exemple 4. La famille définie par p. : © € R? B )d e 2= est une approximation de l'unité,
TE)2
dite approximation de l'unité de Gauss. En effet, il s’agit bien d’une famille de fonctions positives
de L*(RY). De plus, on a, en vertu du théoréme de Fubini-Tonelli, pour tout & > 0,

1 12 d u?
e 2 d:v— / 2Eda: = —/e‘wa =1.
(2me)® /Rd \/ﬁ ) 1;[1 or Jr !

Enfin, pour tout 6 > 0, on a :

1 2 1 w2
- / e 2 de = d/ efHTull‘u‘Didu — 0,
(2me)2 Jjz)>s u=75 (2m)2 Jre Ve emot

par théoréeme de convergence dominée.

Theoréme 1 (Inversion de Fourier dans L'(R%))

Soit f € LY(RY) telle que f € L*(R%). Alors,

@) = G [, (@ <de, ppen.
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Démonstration: Soit f € Ll(Rd) telle que f€ Ll(Rd). On considére € > 0 et on définit
F.:zeR'— L/ f(ff)@iz'geﬂ:@dg
B (27T)d Rd

Le fait d’introduire un poids exponentiel permet de légitimer les inversions des intégrales (il faut
rendre U'intégrande intégrable par rapport & la mesure produit). On effectue donc les calculs avec
ce poids, et le but est de le faire disparaitre a la fin, en passant & la limite & — 0.

Premi¢rement, f étant supposé L*(R?), cette fonction est bien définie. De plus,
3 2

-V €RLVEERY, f)emte T — fle)ee

e—01
lle)? ‘

<|f©| e ®.

Par théoréme de convergence dominée, on obtient donc, pour tout = € RY,

- Vz € R VEERY, [f(€)ete

1 N iz
Fe(x) 6;: W/Rd f(&e fde.

On injecte maintenant la formule qui définie f Soit € R%, on a :

_ 1 iz iag_—clel?
Fe(x) = 7(277)‘1 /Rd (/Rd f(z)e dz) e te d¢

Par le théoréme de Fubini-Lebesgue (1égitimé par la présence du poids),

Alors, en reprenant les notations introduites dans le lemme 1,

d 2 d
1 S it e 1 A
Fe(z) = W/Rd r[l/Re et DEdg; | f(z)dz = W/Rd Efs(zj —zj) | f(2)dz.

Fo(e) = —— / T f(2)dz = o # 1 (2),
(2me)2 Jra

ol . est 'approximation de 'unité introduite a ’exemple 3. Puisque lil“ﬂ+ llpe * f — fHLl(Rd) =0,
e—0

il existe une sous-suite qui converge presque siirement sur R%. On obtient donc, par unicité de la
limite, le résultat. |

Remarque 6. Si f € L*(RY) tel que fe LY(RY), alors, on a f = f(—) De plus, ’égalité

(2m)4
précédente donne Uexistence d’un représentant continu de f sur R?.

Exemple 5. On peut retrouver beaucoup plus facilement le résultat de 'ezemple 2. En effet, on
pose f:x € R me 12l Alors,

0 ) +oo )
VEER, f(&) = 7r/ (=g + 7r/ e 1+ qy —

€ L'(R).
—0o0 0 1 +£2

Par inversion de Fourier,
1 2metré e~ iE
Ve eR, me Il = — de = | ——duz.
§ER, me 27 R1+x2x Rl—l—me

Corollaire 1 (Injectivité de l’opérateur de Fourier)

Ceci conclut.

L’opérateur de Fourier F; est injectif.
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ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Démonstration: Soit f € L'(R?) tel que Fi(f) = 0. Alors, f = Fi(f) = 0 € L*(R?). Par inversion
de Fourier,

fe) = ﬁ /Rd f(&)e™¢d¢ =0, ppenzeR’

Ceci conclut. |

Corollaire 2 (Non surjectivité de ’opérateur de Fourier)

L’opérateur de Fourier F n’est pas surjectif.

Démonstration: On suppose que Fi est surjectif. Alors, c’est un isomorphisme entre deux espaces
complets. Le théoreme d’isomorphisme de Banach assure que F; ! est continu : il existe C' > 0 tel
que pour tout f € L'(RY), R

HfHLl(R"’) <C ||f||L°°(Rd) :
On introduit alors, pour n > 1, fn := 1{_y 5 * 1j—1,1). Alors, on a, grace a I'exemple 1,
.« A sin(n€) sin(&
Ve R, fulg) =4I,
S » 1
De plus, fn € L*(R). On pose gn = fn. La formule d’inversion de Fourier assure que f, = 2—9}(—-).
s
Ainsi, on a, pour tout n > 1,
lgnllzs gy < Cllgnllpoe gy < 27C.
Enfin,
lonll a5 4/”/2 sin(n€) sin(€) ;. -, 8 /’*/2 sin(n)| ge _ 8 /"”/2 sin@)| L
n|l1(R) = - 5 =z T - - .
(R) 0 52 ™ 0 g u=n& T 0 u n—-+oo
Ceci contredit I'inégalité précédente. |

On peut méme trouver un exemple explicite d’une fonction continue, qui tend vers 0, et qui n’est
pas la transformée de Fourier d'une fonction L' (R). On utilise pour cela le lemme suivant :

Lemme 2

Soit f € L'(R), impaire (pp sur R). Alors,
R 2ot +o0 +00 gin(t
lim / F0) gy —21/ () / $00) 11 ) .
R—+o0 Jq t 0 - t

Démonstration: Pour tout £ € R,

. 0 ) +oco ) oo ) “+ oo _
fe) = / f(z)e ™ dx +/ f(x)e ™ de = —/ f(z)e™ dx +/ f(z)e " da.
—o0 0 0 0

+oo
fe) = —2i/ f(z) sin(z€)dz.

+oo .
t
Onpose ¢:z € RT — wdt. Cette application est bien définie (car il s’agit d’une intégrale

xT
semi-convergente), continue (par théoréme fondamental de l’analyse, aprés prolongement en 0 de
lintégrande), et bornée (elle tend vers 0 en +o00, comme reste d’une intégrale convergente). Enfin,

pour R > 1,
R ; R “+oo
/ mdt = —Qi/ (/ f(x) sin(:ct)d:c) g
1t 1 0 ¢

Par le théoreme de Fubini-Lebesgue,

/R @dt =2 /M (/R Sinixt) dt) f(z)dz.

Transformée de Fourier : de L'(R?) & L2(RY) 9 Théo Gherdaoui




ENS Rennes 1 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L'(R?)

Avec un changement de variables,

/1 i @dt = / o ( / . n()d) f(z)dz = —2i / " 6@) - o(Re)) )

On applique le théoreme de convergence dominée :

- Vz € RY, (¢(x) — ¢(Rx)) () i ¢(x) f(x), comme reste d’une intégrale convergente.
—+o0

- Vo € RY, VR > 1, |(¢(x) — ¢(Rx)) f(2)] < 2|9l poo (m+y [/ (x)] € LT (RT).
Ceci conclut. [}

arctan(z)
In(2 + 22)
sur R, et tend vers 0 en o0 ; elle est impaire. On suppose que g est la transformée de Fourier d’une
fonction f € L*(R). Alors, f est nécessairement impaire : on pose h = —f(—-). Ainsi, pour tout
§ER,

Démonstration: On introduit alors g: z € R — . Cette fonction est clairement continue

O = - [ Feoear = - [ e an=—o-9 = a6 = /@),
R R

=—x

Par injectivité de la transformée de Fourier, on a alors h = f, donc, f est impaire. Ainsi, on peut
appliquer ’énoncé précédent, et obtenir :

R [e%s) oo .
lim / 9®) 4y = zi/+ f(z) (/+ Sm(t)dt) dz.
R——+oc0 1 t 0 . t

Or,
9@ T
T a—too 4z ln(x)’
C’est une intégrale (de Bertrand) divergente, c’est donc impossible |

Corollaire 3

La seule solution de I'équation f * f = f dans L'(R?) est la fonction nulle.

Démonstration: Soit f € L*(RY) telle que f * f = f. Alors, pour tout £ € RY, f(.ﬁ)z = f(g) Ainsi,
Ve € R, f(€) = 0 ou f(€) = 1. Puisque f est continue, on a : V¢ € R%, f(£) = 0, ou V€ € R,
f(f) = 1. Le deuxiéme cas est impossible, en vertu du lemme de Riemann-Lebesgue. Ainsi, f =0.
Par injectivité, f = 0. |

Remarque 7. Dans la premiére preuve du lemme 1, on a montré que la transformée de Fourier
de la gaussienne s’étend en une fonction entiére. On a en fait le résultat suivant :

Proposition 9 (Quand la transformée de Fourier devient entiére..)

Soit f € LL(R,R). Alors, on peut prolonger la transformée de Fourier en une fonction entiére.

Démonstration: On définit pour tout z € C,

6(z) = / f@)e " da.
R
La fonction g est bien définie :

vz € C, |f(z)e ™

U@ [ €|, gupniryy Tsupin(@) € LH(R).

On applique le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral : z € C +— f(z)e™*** est holomorphe
pour presque tout x € R. De plus, pour tout K compact de C,

Vz € R,Vz € K, .f(;c)e*i“ Lsupp() (@) € L' (R).

< |f ()] ||(:C7Z) — eiizzHLw(Supp(f)XK)

Alors g est holomorphe, ceci conclut. |
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Remarque 8. La réciproque est fausse, la gaussienne n’est pas d support compact, mais comme
on l’a vu, sa transformée de Fourier s’étant en une fonction analytique.

Corollaire 4 (Premier principe d’Heisenberg)

Soit f € L'(R). Alors, la seule fonction pour laquelle f et f sont a support compact est la
fonction nulle.

Démonstration: Soit f € L'(R) telle que f et f sont & support compact. Ainsi, il existe R > 0 tel
que, pour tout |z| > R, f(z) = 0. Par la proposition précédente, f se prolonge en une application
entiére, g. De plus, g|)_oo _g[ujr,+oo[ = 0- Par le principe des zéros isolés appliqué sur C, g est

nulle. Ainsi, f = 0. Par injectivité, f = 0. |

Remarque 9. Cela pose probleme. En effet, on souhaite définir la transformée de Fourier d’une
distribution. Comme pour le produit, la dérivation etc, toutes les opérations sur les distributions
sont définies par dualité. Ainsi, on aimerait, étant donné T € D'(R), définir :

Ve € D(R), (T, ©)pR),pR) = (T, ¢)p'(R), D(R)-

Néanmoins, on vient de voir que pour ¢ € D(R)\ {0}, ¢ ¢ D(R). On ne peut donc pas procéder
ainsi. On doit trouver un espace de fonctions régulieres, stable par la transformée de Fourier :
Uespace S(RY), la classe de Schwartz!

2 Transformée de Fourier sur L?(RY)

2.1 Définition

On souhaite définir la transformée de Fourier sur L2(R%). On ne peut pas utiliser la définition
donnée sur L'(R9), elle n’a a priori pas de sens. On va, pour cela, s’intéresser aux propriétés de la
transformée de Fourier sur L!'(R?) N L2(RY), et étendre le résultat ensuite par densité. Pour cela,
on utilise les deux lemmes suivant :

Lemme 3 (Cas particulier de l’inégalité de Young)

Soient f,g € L2(RY). Alors, f * g € L>(R?) et

|| f = g||L°°(Rd) < ||fHL2(Rd) ||9||L2(Rd) :

Démonstration: Soit z € R?, on, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par changement de variable
affine,

/d IfW)g(z — )| dy < [If]l L2 (ra) 9]l L2 (Ra) -
R

Cette inégalité montre que les fonctions sont convolables, que la convolée est LOO(Rd) et fournit
I’inégalité recherchée. |

Lemme 4 (Convolution dans L?(R%))

La convolé de deux fonctions L?(R?) est continue sur RY, et tend vers 0 en I'infini.

Démonstration: On raisonne & nouveau par densité. Soient f,g € C2(RY, R). Alors, il est clair que

f * g est continue sur R?. De plus, il est connu que Supp(f * g) € Supp(f) + Supp(g). Ainsi,

f * g est a support compact donc, vérifie la condition de nullité asymptotique. On considére dé-

sormais f,g € L?(R%), alors il existe (fn)n, (gn)n € CO(RY,R)N telles que || fn — fllp2 ray —+> 0,
n—-+0o0

llgn — 9||L2(Rd) —+> 0. Alors, par 'inégalité de Young,
n——+0oo

an *gn — f *g”Loo(Rd) < H(fn - f) *gnHLm(Rd) + Hf * (Qn —Q)HLOQ(Rdy
[ fr % gn — f * QHLOO(Rd) < sup ||97LHL2(Rd) | fr — f||L2(Rd) + ||f||L2(Rd) llgn — f”LZ(Rd) — 0
neN n—+oo

Alors, fxg € CQ(R‘Z)H'HLOC(Rd'R). Ceci montre le résultat. |
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Proposition 10
Soient f € L'(RY) N L2(RY). Alors, f € L*(R%), et on a I'égalité suivante :

1
o)t

f

/1 2ray = ( LRy

Démonstration: Soit f € L'(R?) N L*(R?). On considére f = f(—), et g = f* f. Alors, g est L'(R?)
comme convolé de telles fonctions, et on peut alors calculer sa transformée de Fourier :

ve € RY, §(€) = F(O)F(©).
De plus,

fo= [ Frae i = [ T@emta= [ j@e i =76,

Rd R4 R4
NN
Ainsi, V€ € R?, §(¢) = ‘f(f)’ . De plus, par le lemme précédent, g est continue et tend vers 0
en Dinfini car convolé de deux fonctions L?(R?). Ainsi, elle est uniformément continue, et bornée,
donc, on peut appliquer le théoréme rappelé en annexe, et on a, pour ’approximation de 'unité de

Gauss :
[£1172Re) = 9(0) = lim . g(0) = lim / pe(z)g(z)dz.
e—0t Rd

e—0t

Par inversion de Fourier, on a directement :

2 . 1 — iz
||fHL2(Rd) = 52%1+ /Rd ((QTI')d /Rd 905(5)6 gd&) g(m)dw

. 1 _len? o

Par le théoréme de Fubini-Tonelli,

B 1 iz€ e 1 PR 1
Hf”LZ(Rd) = ng%ﬂ /Rd (/Rd g(z)e d:c) e 2 d{= WSEI& " g(=&)e 2T d¢.

2 1 . 2 lle)?
- 1 ’
1oz ey = omya oy L,

e T2 d¢E. (3)
L’inégalité de Fatou donne :

J.

Ainsi, f € L?(R%), et le théoréme de convergence dominée appliqué & conclut. [ |

6]

Fef e de = 0 1713 gy < o0

L2 ) A2 _ len? )
f()| ag = / limsup |f(€)] ¢ 2~ dé < limsup /
R Rd

d =0t e—0t

On peut désormais étendre la transformée de Fourier sur L?(R?), en une application appelée Tran-
formée de Fourier-Plancherel.

Theoréme 2 (Prolongement de la transformée de Fourier sur L?(R%))

L’application
(L'RY)ALARY, [ p2ray) = (LR, [l 2 re))
f = f
s’étend de maniére unique en une application linéaire continue sur L?(R%), notée F, appelée
transformée de Fourier-Plancherel.

Démonstration: On utilise le théoreme de prolongement des applications uniformément continues :
'application est uniformément continue, car linéaire continue. L’espace (L*(R), ||-|| L2(Rd)) €st com-

plet. De plus, L' (RY) N L*(R%) est dense dans (L?(R%), [l 2 (ray)- En effet : V.f € L*(RY), on définit
fo = flimnn € L'(RY) N L*(RY) (elle est clairement L?, et L' par Cauchy-Schwarz). De plus

2 _ 2 2
1 = fllz2 ey = / @) = 1Pl f@)Fde — o,
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par convergence dominée. Le théoréme conclut. |

Remarque 10. [l convient de remarquer que la transformée de Fourier-Plancherel est définie pour
toute fonction f € L*(RY) mais ce prolongement est abstrait; on ne peut pas utiliser la formulation
intégrale si f n’est pas L*(R?)

2.2 Quelques propriétés

Theoréme 3 (Isomorphisme quasi-isométrique de Fourier-Plancherel)

La transformée de Fourier-Plancherel est un isomorphisme de L?(RY). De plus, on a :

1
(2)

Ve LR, |Ifll2mey = 7 IF 2Ry -

Démonstration: Soit f € L*(R?). On utilise la densité et on considere (fn)n € (L'(R*) N LQ(Rd))N
telle que || fr — fHLQ(Rd) — 0. Ainsi, par la proposition 10, pour tout n > 0,
n—-+oo

1 .

1foll 2 ray = ) [fall 12y = (27)

% Hf(fn)HL?(Rd)'

Par continuité de 'opérateur de Fourier sur L*(R?), F(fn) LT”) F(f). Ainsi, le passage a la
n——+oo

limite dans I’égalité précédente permet de conclure a la quasi-isométrie de F. Elle est ainsi injective.

Montrons qu’elle est surjective ; on montre en fait qu’elle est d’image fermée, et dense. L’image est

clairement fermée, grace a la propriété de quasi-isométrie. Montrons qu’elle est d’image dense : soit

f € €= (R%,R). En reprenant exemple 3, en dérivant selon une direction, on obtient directement

que f € L*(RY) N L?(RY). Ainsi, le théoréme d’inversion de Fourier donne :

d 1 PR
va e RY, f(z) = W/R F©)e e,

. . . . . 1
la relation ayant lieu partout puisque les fonctions sont continues. En posant g := @ )df(—~), on
s
a donc f = § = F(g). Par suite, f € Im(F). Alors,
LZ(Rd) _ Ccoo(Rd, R)H‘HLQ(Rd) g Im(]_-)“HL2(Rd) _ Im(]_-) g LQ(Rd)
Ceci conclut. [}

Remarque 11. On connait linverse de F. En effet : soit f € L>(R?). On considére (fn)n €
C (R R)N telle que || fn — fllp2(ray = 0. Alors, comme vu dans la précédente preuve,
n—-+0oo

1

1 2
fl=z) = (%)df(f(fn))(*x)-

27T)d

1 ~ )
N RY fulz) = oy W (e tdE =
Vn € N,Vz € R, f,(x) ) /Rdf (e =dg (
En passant a la limite, on obtient

F(F(f)) = @m)*f(—).

2
/Sln (t) dt.
Rt

En effet, l’intégrale est convergente, puisqu’elle est faussement impropre en 0, et a un comportement
asymptotique clair. De plus, on sait, par l'exemple 1 que f = %1[_171} a pour transformée de

Fourier : V€ € R, f(g) - Smg(f)

sin?(t) Nk 2 T
/R o dt= HfHLZ(R) =2l gey = 5/

Exemple 6. Calculer

. Alors, puisque f € L*(R), la relation de Fourier-Plancherel donne

1
dz = .
1
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Corollaire 5

Soient f,g € L?(R%), alors

1
2m)d

(f,9)12re) = ( (F(f): F(9)L2(re)-

Démonstration: On utilise les relations de polarisation : Vf, g € L?(R%),

(f, 9)L2<Rd) = % <||f+g||2L2(Rd) - Hf“i2(Rd) - HQHQL’Z(Rd)) :

1

(2m)d 2
1

(f:9)r2ray = W(-F(f)7.7-—(9))L2<Rd)- [ |

(fs 9)L2(Rd) = (H}—(f +9)||12(Rd) - H]'—(f)Hi?(Rd) - ||-F(9)||2L2(Rd)>

Exemple 7. Pour a,b > 0, calculer

/ dzx
r (22 +a?) (22 +b2)

On rappelle que la transformée de Fourier de x — est x — me~ 1%, On pose f, : x € R —
1

z2 + a?

1+ 22

€ L'(R). On obtient alors avec un changement de variables :

) et 1 e 1 [ e g
v c F{7 “ — 7(1 = — 7d = - 7(:1 = - _alml'
i f(g) /R.Z‘2+Cl2 z a2/R(2)2_|_1 z aA u? +1 Y Cle

Alors, puisque fa, f» € L*(R), on obtient :

dx 1 w2 T 2 s
_ _ 1 [T @bl g, — T _
/R (22 + a?) (2% + b?) /R fa(@) fo(x)dx 27 /R ab© de 2aba+b  abla+1b)

Exemple 8. Calculer la transformée de Fourier de f(x) = sm(x).

T

On sait que f € L?(R)\ L'(R). Alors, on ne peut pas utiliser la formule donnant la définition
de la transformée de Fourier; on parle donc de la transformée de Fourier-Plancherel. Rappelons
nous que la transformée de Fourier de g := %1[,171] € LY(R) est f. Alors, f = g= F(g). Alors,

F(f) = F(F(9)) = 2mg(—) = 27g.

Ceci conclut.

2.3 Retour sur la transformée de Fourier sur L!(R%)
Proposition 11 (Convolution L*(R%) x L2(R%))
Soient f € L*(R?) et g € L?(R%). Alors,

F(f+g) = fF(g).

Démonstration: La convolé d’une fonction L'(R?) et d’une fonction L?*(RY) étant L*(R?), il est
légitime de considérer F(f * g). Montrons le résultat par densité : soit (g,) € C°(R? R) telle que
llgn — 9||L2(Rd) — 0. Alors, g, € Ll(Rd) N L2(Rd) et les deux transformations coincident :

n——+oo

F(f xgn) = f*gn = fdn = FF(gn).
On passe maintenant a la limite quand n — +o00 en utilisant la continuité de Fourier-Plancherel,
et en remarquant que

Ilf*gn—f= QHLZ(Rd) < ||f||L1(Rd) llgn — QHLZ(Rd) . [}

Transformée de Fourier : de L'(R?) & L2(RY) 14 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 2 TRANSFORMEE DE FOURIER SUR L?(RY)

Proposition 12 (Conwvolution L?(R%) x L?(R%))
Soient f,g € L?(R?) Alors,

Démonstration: Le produit de deux fonctions L*(R?) étant L'(R?), il est légitime de considérer ]/”27
Montrons le résultat : soit (f,), (gn) € S(RY)N (la classe de Schwartz) telle que || f, — 9llp2ray —

—+oo

0 et [[gn — gll 12 (Ray njw 0. Posons u, = F 1 (fn) € S(RY) et v, = F*(gn) € S(R?). Alors,

F(un *vn) = F(un)F(vn) = fngn.

Ainsi,
F(frgn) = fagn = F(F(un *vn)) = (277)dun * Up ().
En utilisant u, = F 1 (f.) = ﬁf(fn)(f') et vy, = F (gn) = (Qi)df(gn)(f-), il vient :

—_— 1 1
Fogn = Goas | FUDNOF @+ 00y = | o F(h) « o).

On passe maintenant & la limite quand n — 400 pour conclure (on pourra utiliser I'inégalité
du lemme 3). ]

Corollaire 6 (Image de la transformée de Fourier sur L'(R))
On a:

Fi (L'(R)) = L*(R) = L*(R).

Démonstration: Soient f,g € L*(R). Alors, en appliquant la proposition 12 & F~'(f) € L*(R) et
F~g) € L*(R), il vient :

F(F@F D) = 50 %9

Donc,

frg=F(2rF Y9 F ().
On a donc L*(R) * L*(R) C Fi(L*(R)). Réciproquement, soit f € L'(R). On pose u = f( ! |f|)

27

etv=7F (sgn(f) |f|) Alors, il est claire que u,v € L?(R). De plus, par la proposition précédente,

wew =207 (o /iflsen(OViFT) = 7 ().

Ceci conclut. |
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A Annexe : théoreme de régularisation

Theoreme 4

Soit (¢e)eso une approximation de I'unité. Alors :

- Pour toute fonction f, uniformément continue et bornée sur R?, on a :
e s S = Fll e oy —, 0
- Pour tout p € [1, 400, pour tout f € LP(RY),

lpe * f = flloray Tor 0.

Démonstration: Pour le premier point, remarquons que, pour tout e > 0, pour tout = € R?,

oo s f(2) — f(@) = /

Rd

e (0) (@ — y)dy — f(x) = / oo (y) (fla — ) — [(x)) dy.

Rd

Puisque f est uniformément continue sur R?, pour tout n > 0, il existe § > 0 tel que : pour tout
2,y € R, avec |ly|| < 8, on a |f(x — y) — f(z)| <n.

(e * F(@) — F(2)] <n /

llyll<s

pe(y)dy + 2 IIfHLoomd)/ ¢e(y)dy.
lyl>s

Ainsi, puisqu’on utilise une approximation de I'unité, il vient :

lim sup |@e * f(z) — f(z)| < 7.
e—0t

Ceci conclut.

Soit p € [1,400[. Pour le second point, on raisonne par densité, et on considére g € C:(R%,R).
Alors, g est bornée et uniformément continue. Elle vérifie donc le premier point. On considére alors
R > 0, tel que Supp(g) € B(0, &) et on décompose la quantité suivant :

e * 9 = glloray < [|(2e * 9= 9)L1i<rl| Lo gay + |0 * 9= D152l o ra -

Pour le premier terme, il suffit de remarquer que :
1
H(SDE * g - g)ln‘HgRHLp(Rd) < VOI(B(()? R))p H(pE * g - g”Loo(Rd) 55:_ 0

Il nous reste & examiner le second terme : remarquons que, pour z,y € R?, tel que ||z|| > R et
R
lvll < 3,

R
llz =yl = [zl = llyll| > 5 done g(z —y) =0.

Ainsi, pour = € R?, tel que ||z|| > R,

(P g —g)(x) = pe xg(x) = / P=(y)g(z —y)dy = / ee(y)g(x —y)dy = (@slu.”%) *g(x).
M

Rd ;E

2

Ainsi,

— 0.
Ll(Rd) e—0t

H(SDE * g — g)ll\-\|>RHLp(Rd) = H(L'DE]'H'H?%) * g < ||9||Lp(Rd) 9061”.“2%

Lr(Rd)

Ceci conclut. Enfin, si f € Lp(Rd)> on sait que pour tout n > 0, il existe g € CS(Rd,R) tel que
||f_gHLIJ(Rd> < g Alors,

I1f — e = fHLP(Rd) <|f- g”Lp(Rd) + [lg — - *QHLP(Rd) + llpe * (g — f)”Lp(Rd) :

Hf — e * fHLp(Rd) < Hg - fHLp(Rd) + ||g — Qe *QHLP(Rd) sn+ Hg — Pe *gHLP(Rd) :
Do,
limsup || f — e * Flppray < 7-
e—01

Ceci conclut. |
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Remarque 12. Le second point est faux pour p = +00. En effet, prenons une approrimation de
l'unité, composée de fonctions continues. Alors, pour tout f € L>®(R?), f serait limite uniforme
d’une suite de fonctions continues, donc serait continue. On aurait L>=(R%) C C°(R%,R), ce qui est
fauz.
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