ENS Rennes 1 ESPACE DE SCHWARTZ

Transformée de Fourier dans S(R?) et S'(R?)

Voici les notes que j’ai réalisées lors de mon année de préparation a l'agrégation sur la
transformée de Fourier dans S(R?) et S’(R?).
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Dans tout ce document, d désigne un entier naturel non nul.

1 Espace de Schwartz

Définition 1 (Espace de Schwartz)

On définit I'espace de Schwartz S(R?) comme I'ensemble des fonctions de classe C®(R%) a
valeurs dans R ou C, a décroissance rapide ainsi que toutes ses dérivées, i.e. vérifiant pour tout

a, B € N?,

sup
z€RY

maaﬂgp(x)‘ < +00.

Exemple 1. D(R?) C S(R?).
1
Exemple 2. f: 2 € R — 152 ¢ S(R). En effet, il est clair que x — x3f(x) n’est pas bornée
x
sur R.

Exemple 3. Pour tout A > 0, g :xz € R — e~ ¢ S(R). En effet, on peut démontrer par
récurrence que, pour tout n € N, il existe P, » € R[X] tel que, pour tout réel x :

g(”)(x) = PnyA(:r)e*’\Iz.
Ainsi, pour tout a, 8 € R,
29 (@)] = |z Py a@)e ™|,
qui est continue et tend vers 0 en *oo. Ainsi, cette quantité est bornée. Ceci montre le résultat.

Définition 2 (Convergence dans S(R?))

Soient (¢n)n € S(RYN et ¢ € S(R?). Alors, on dit que ¢, T ? dans S(RY), si, pour tout
n—-+0oQo
a, B €N,

sup
zERY

0% (o — 9)(@)| — 0.

n— oo

C’est la topologie associée a la famille de semi-normes : pour tout p € N,

N,: 9 € SR Z (sup

Rd
lal,|8l<p \*E

0% () D eR.
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ENS Rennes 1 ESPACE DE SCHWARTZ

Proposition 1 (Stabilité de S(R?) par dérivation et multiplication par un monéme)

Soient p € S(R?), et o, B € N?. Alors,

z = 220 p(z) € S(RY).

Démonstration: Soient 7,5 € N, alors, on obtient par la formule de Leibnitz,

DY (Z)a’%xa)a““(a%)(m)

[kI<IS]

5 Oé‘ —kad—k

o a +B
DY (k)(ak)'x o (@)
|k|<min(|8],|a])

vz € R?, ’aﬂa‘; (x — mo‘aﬁap(m)) (x)) =

‘m”@‘; (m — xaaﬁw(m)) (:c)‘ =

En utilisant le fait que ¢ € S(R?),

‘1785 (x — a:o‘(?ﬁ(p(a:)) (x)’ < Z (2) (a+!k)' sup

! d
Ikl <min(|3],]al) =cR

ma7k+7837k+5g0(x)‘ .

Ceci montre que = — z%0°p(x) € S(R?). On a de plus montré I'inégalité suivante sur les semi-
normes : pour tout p € N,

Np(z — 2°0°p()) < CNyimax(jal, 15 (#)-

|
Lemme 1 (Un lemme utile)
Soit r € R, avecr > 1, N > 1, et ay,--- ,an € RT, alors,
N r N
(So) vy
i=1 i=1
Démonstration : Il suffit de constater que f : € RT - 2" est convexe. Ainsi, I'inégalité de Jensen
appliquée & f donne :
N " N " N N 1 N
N Qi |\ _ g7 ai T = flg)) = N1 r
Su) on (L8] cnr (S o) ey b v Y
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 |
Corollaire 1
d
Soit x € R%, r > 2, alors, ||z||"” < d?~! Z EI
i=1
d 2
Démonstration : Par définition, ||z||" = Z |zi|> | . Le lemme précédent conclut immédiatement. m
=1

Proposition 2 (Injection)

“+o0
On a I'injection suivante : S(RY) C ﬂ LP(RY).
p=1

Démonstration: Il est clair que S(RY) € L (R%). Soit € S(R?). On considére p € [1,+oo[. Alors,
il vient :

— dx d+1
lp(@)["dz < No(p)” 1/ a7 S le(@) (T + =]
/Rd Rt 1+ |z zera
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ENS Rennes 2 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS S(R%)

Le corollaire 2 fournit :

/ lp(a)[Pde < ((1 +d7) / dde) No()" ™" Nay1 (i) < +oc.
Rd re 1+ |||

Ceci conclut. [}

Définition 3 (Fonction & croissance au plus polynomiale)

Un fonction f : R — C est dite & croissance au plus polynomiale s’il existe C' > 0 et n € N
telle que :
Vo € R |f(2)] < C(L+ [lz]").

Proposition 3

Soient ¢ € S(RY) et f € C®(RY) telle que f et toutes ses dérivées sont & croissance au plus
polynomiale. Alors, fo € S(R?).

Démonstration: Soient a, 8 € N%. Alors, pour tout z € RY,

AIDIOEEY (f)rr"‘a”f(x)aﬁ”so(x)

[vI<I8]

Ainsi, en utilisant ’hypothése sur f, on a :

[e"0(Fe)@)| < (ﬁ) [2%07 " o(@)] € (1 + [la]™).

[vI<18]

En utilisant le corollaire 1, il vient :

ERAIDICIEESY (f)c 0" ol ]<1+d2 Dx )

[vI<18]

B d
‘maﬁﬂ(fcp)(w)‘ < Z (5)07 (1 +d7771) ‘xaaﬁfvcp(x)‘ (1 + ; |xi|"”> .

lvI<18]
Ainsi,
ey xaaﬂ(f‘p)(x)’ <D (5) C (1 + d%_l> N (\ + 18] (1) < oo
TeR vi<I8l e e )
Ceci conclut. [}

2 Transformée de Fourier dans S(RY)

2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 4 (Transformée de Fourier)

Pour ¢ € S(RY), on définit la transformée de Fourier de ¢, F(p) par :

Ve eRL Fp)O) = [ plae

Remarque 1. Cette fonction est clairement bien définie, puisque V€ € RY,
[e(@)e™ €| < Jp(a)] € L'(RY)

au vu de la proposition 2. De plus, dans cette définition x - £ désigne le produit scalaire canonique
sur R?,

Fourier dans S(R?) et S’'(R?) 3 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 2 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS S(R%)

Proposition 4 (Lien entre multiplication et dérivabilité)
Soit ¢ € S(R?). Alors,
1. F(p) € C>*(R?) et, pour tout o € N%, on a :

O (F(p)) = Flz = (—ix)*o(z)).
2. Pour tout a € N, on a :

VE €RY, F(0%9)(€) = (i€)* F(p)(&).

Démonstration: Pour le premier point, remarquons que : pour tout z € R?, £ € R% — cp(ar:)(fm'g eC
est de classe C* sur R?. De plus, pour tout o € N?, pour tout &, 2 € R%, on a :

O (plw)e™™ )| = | (—ia)“p(@)e™ | = [*(@)].

Cette fonction est indépendante de &, et intégrable, car dans S (Rd) en vertu de la premiére propo-
sition. Le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral permet donc de conclure a la régularité de
F(¢), et donne la formule recherchée.

Pour la deuxitéme partie, il convient de remarquer que pour tout £ € RY,

7izmk§k
(/ 9% (8“7“6130) (a:)emgldxl) e k71 dza-1,
R

grace au théoréme de Fubini-Lebesgue, en notant o = (a1, -+ ,aq). On effectue des intégrations
par parties sur I'intégrale centrale : les termes de bord sont nuls au vu de la régularité de .

I%p(x)e " dx = /

Rd—1

Foroe = [

Rd

/80‘1 (80‘_0‘161(,0) (z)e ™18 dgy = 4+(i€))™? /aa—a1e1(p($)e—m1€1d$1.
R

R

On obtient alors :

Y
(/ o0*? (80‘70‘16170‘26%0) (x)emz&zdxg) e F#2 dzg_1.
R

En répétant le principe, il vient directement :

FO0)(€) = (ig)™ /

Rd—1

FOF)(E) = (62) - - (i) / p(@)e 4 = (i) F(0) (©).

Rd

La transformation de Fourier F échange donc dérivation et multiplication. Plus précisément, plus
une fonction est réguliére (dérivable), plus sa transformée de Fourier décroit rapidement & I'infini.
Il a été montré dans le polycopié sur la transformée de Fourier sur L'(RY) et L?(R?) que D(R?)
n’est pas stable par la transformée de Fourier ; ¢c’est donc un mauvais espace pour définir la trans-
formée de Fourier d’une distribution par dualité-transposition. Néanmoins, I'espace de Schwartz
semble étre un bon candidat. En effet, cette remarque donne de bonnes raisons de penser que
S(R?) est stable par F. Comme toute fonction de S(R?) est réguliére, sa transformée de Fourier
est & décroissance rapide. De plus, les fonctions de S(R?) sont a décroissance rapide. Ainsi, leur

transformée de Fourier est réguliere.

Theoréme 1 (Stabilité de S(R?) par F)

L’espace de Schwartz est stable par la transformée de Fourier. Plus précisément,

[SRY) o SRY
Pl o Fo

est bien définie et est continue (au sens de la convergence séquentielle) dans S(R?).
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ENS Rennes 2 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS S(R%)

Démonstration: On fixe p € N, et o, 8 € N¢ vérifiant |/, |3| < p. Alors, pour tout ¢ € S(R?), pour
tout £ € RY, en vertu de la proposition précédente :

07 (F(9) (©)] = | F (v 82 (2" p(2)))] -
|

Ainsi,
sup [€°97 (F()) (€)| < / 05 (@ p(@)de < (O‘) / 02 (a")05 " p(w)| da.
cere Re vi<lal N1/ IR
sup [€°97 (F () (6)] < () “p(a)| o
¢erd m<mm(\a| o N7
Ainsi,
sup [e707 (Pl @) < [ > (a) P sup o771+ [l )02 ().
£eRrd ra 1+ ||lz)*" 1<lad, 7] (B =) ,cra

RINEL

On obtient alors, en vertu du corollaire 1,

d
e 1+Z|Jci|d+1 9 Tp(x)].

=1

sup [e202 (F(o)) (9] < @) 32 (j)(msup

gerd B8 — ’7)!zeRd

RINETE
[vI<18]

Il vient finalement,
Np(F(p)) < C(d)Np+a+1(p)-

Cette inégalité montre a la fois la stabilité de I'espace de Schwartz par la transformée de Fourier,
ainsi que la convergence séquentielle, relativement a la famille de semi-normes considérées. |

2.2 Inversion de Fourier dans S(R?)

Theoréme 2 (Isomorphisme de S(R?))

La transformée de Fourier est un isomorphisme bi continue (au sens de la convergence séquen-
tielle dans I'espace de Schwartz) de S(R?). Plus précisément, on a, pour tout ¢ € S(R?),

1
(2m)? Jra

Vo € RY, p(x) = Flp)(€)e'de.

Démonstration rapide: Il convient de remarquer que ce théoréeme est contenu dans le théoréme
d’inversion de Fourier dans Ll(Rd), démontré dans le polycopié concerné. En effet, pour tout ¢ €
S(RY), il est clair que F(p) € L*(RY), par stabilité de la classe de Schwartz. Ainsi, la formule
proposée est vraie pp sur R? en vertu du théoréme d’inversion de Fourier sur Ll(Rd). L’égalité est
vraie partout par continuité. Enfin, la continuité de F~! découle directement de celle de F. |

Remarque 2. Il convient de remarquer qu’il n’est pas nécessaire de connaitre le théoréeme d’in-
version de Fourier sur L'(R?) pour obtenir le résultat souhaité. La preuve s’adapte facilement d
S(R?Y), avec une simplification a la fin. La voici; elle repose, elle aussi, sur le lemme de calcul du
la transformée de Fourier de la gaussienne, que je rappelle sans le redémontrer (voir le polycopié
lié a Uétude de la transformée de Fourier sur L'(R?) et L?(R?)).

Lemme 2 (Transformée de Fourier de la Gaussienne)

$2
Soit a > 0, on définit : f, : x € R+— e %= . Alors, on a :

v €R, F(fa)(€) = @e—%
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ENS Rennes 2 TRANSFORMEE DE FOURIER DANS S(R%)

Démonstration: Soit ¢ € S(R?). On considére £ > 0 et on définit

i | P

@m)?

)2
2

F.:zeR

Le fait d’introduire un poids exponentiel permet de légitimer les inversions des intégrales (il faut
rendre U'intégrande intégrable par rapport & la mesure produit). On effectue donc les calculs avec
ce poids, et le but est de le faire disparaitre a la fin, en passant & la limite & — 0.

Premiérement, par stabilité, F () € Ll(Rd), cette fonction est bien définie. De plus,
; llel® ;
- Vo € R, VEERY, F(p)(§)e™e™™ 2 — Fp)(€)e™*.
e—0

- Vz € REVE € R | Flo)(€)e™Se =2

Par théoréme de convergence dominée, on obtient donc, pour tout = € R?,
Fole) — s | Fle)© e
x — e .
© e—0t (27r)d Rd ¢

On injecte maintenant la formule qui définie F(y). Soit z € R%, on a :

Fe(x) = @ /Rd (/Rd Lp(z)eizfdz) e g

Par le théoréme de Fubini-Lebesgue (1égitimé par la présence du poids),

z) = 1 e HE?HQ e izma)E z)dz
fﬁ() (2W)d/Rd(Ad dg)@( )d

Alors, en reprenant les notations introduites dans le lemme 2,

1 d
Fie) = o / l:[lf(fa)(Zj—mj) o(2)dz.

_lu)?

1 —Laal® = 1 e 2 oplrt+u u
P = g / T = / ),

Alors, on obtient par théoreme de convergence dominée

2
_ lull

Fe(z) — 1%/{16 2 du- p(z) = ()

e—0t (Qﬂ—)

Par unicité de la limite, on conclut a 1’égalité recherchée.

Corollaire 2
Soient p, € S(R?). Alors, on a :
1
(0, %) [2(ray = 2n)? (F (@), F(¥)) r2Ray -
En particulier, la transformée de Fourier est un isomorphisme quasi-isométrique de S(R?) :

1
(2m)?

¥ € SR, llell2rey = IF () 2 Ray -

Démonstration : On sait que, pour tout @, € L?(RY),

(erhnn = [ et = s [ ([ Ao as) was

R
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ENS Rennes 3 DISTRIBUTIONS TEMPEREES

par le théoréme d’inversion de Fourier. On obtient, par le théoréme de Fubini-Lebesgue,

(7 D)z = / ) ( / d w(w)d) ds = / F@) ( / d w(x)e‘m'zdx) az.

Ainsi, par définition de la transformée de Fourier,

(0 )swn = Gy / FREFOEM: = G (F ). F W)y .

Remarque 3. En montrant que S(R?) est dense dans D(R?), on peut utiliser la densité de la
classe de Schwartz dans L?(R?) pour prolonger la transformée de Fourier sur L*(R%) a partir de
ce corrolaire. On utilise pour cela le théoréme de prolongement des applications uniformément
continues.

3 Distributions tempérées

3.1 Définitions et premiers exemples

Définition 5 (Distributions tempérées)

On appelle distribution tempérée toute forme linéaire T, sur S(R?) vérifiant :
3C > 0,3p €N, Vo € SRY), (T, ¢)s (re),sr)| < CN,().

On note T € S'(RY).

Proposition 5 (Cas des fonctions LP(R?))

Toute fonction LP(R?) définit une distribution tempérée, quelque soit p € [1,+oo]. Plus préci-
sément, pour tout f € LP(RY),

Ty : o€ SRY) S @ela)de

définit une distribution tempérée.

Démonstration: Cette application est bien définie. En effet, pour tout f € LP(R%), pour tout ¢ €
S(Rd), par l'inégalité de Holder,

/ 1S @el)lde < 151 oy ol ocus) <+
R

De plus, c’est bien une distribution tempérée : pour tout ¢ € S(Rd),

|(T1, 0050wty srnr | <INl ey 10l oy -

Ceci conclut si g = 400, car on a ’(Tf, ©)s/(R1),S(R)

< ||f||Lp(Rd) ||<PHLq(Rd) = HfHLp(Rd) No(e). Si

1
q
<l e ( / Iw(x)qu)
Rd
De plus,

dx _
/ (@)1 < 12 / e sup (1 e (@))€ ONale)'™ N o)

z€RY

q < o0, alors :

’(sz @)S'(Rd),smd)

Alors,
-1 1 _1 1
el Lo ey < CNo(#)' ™7 Nat1(#) 7 < CNat1(9)' ™7 Nay1() 7 = CNat1 ().
Pour conclure,

‘(Tf: ©)s ray,sray| < Cllfll Loray Nat1(9).

Ceci montre que T définit une distribution tempérée. |
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ENS Rennes 3 DISTRIBUTIONS TEMPEREES

Exemple 4. L’application f : x +— cos(e®) définit une distribution tempérée, car elle est bornée
sur R.

Proposition 6 (Cas des fonctions a croissance au plus polynomiale)

Toute fonction a croissance au plus polynomiale définit une distribution tempérée. Plus préci-
sément, pour toute fonction f a croissance au plus polynomiale,

Tr:pe€ S(RY) — y f(x)o(x)dx

définit une distribution tempérée.

Démonstration: Cette application est bien définie. En effet, il existe C' > 0, et n € N tel que, pour
tout z € R, | f(z)] < C(1 + ||z||™). Alors,

/ |[f(@)ep(x)]dz < (C/ dz) sup (1+ [|z|") (1 + 2| ) e ()] < +o0.
R z€RY

a 1+ [z

De plus, c’est bien une distribution tempérée : pour tout ¢ € S(Rd),

dz
<|C ———————— | Naga+1(p).
( / 1+ |a:|d“> o m

Toute distribution tempérée est une distribution (d’ordre fini), i.e. S’(R%) C D'(R?).

‘(Th ©)s/(R),S(RY)

Proposition 7 (Inclusion)

Démonstration: Soit 7' € S’(R?). Alors, il existe C' > 0 et p € N tel que, pour tout ¢ € S(RY),

)(T, ©)s/(ri),s(Re)| < CNp(¢p).

Ainsi, pour tout compact K de R%, il existe R > 1 tel que K C [—R, R]d, et pour toute fonction
¢ € D(RY) supportée dans K,

(T, ©)pr (re), DR | < C sup [z%95p(z)| = C sup 295 ¢(z)| < CR? ol . .-
(R%),D(R%) o0, K
ol <p, R jaj<p, °<K |81<p
[BI<p |8I<p
Ceci montre que T € D'(R?) est une distribution d’ordre fini, au plus p. ||

Exemple 5 (Peigne de Dirac modifié). On considére T = Z ardy, ou (ag)rez € R%. Alors, c’est

kez
une distribution. On suppose qu’il existe p > 0, C' > 0, tel que, pour tout k € Z,

lax| <O+ |K[P).

Alors, sous cette hypothése, la distribution est tempérée. Cette quantité est déja bien définie : en
effet, pour tout p € S(R),

1
> larlle(k)| < <CZ 1+|k'|2> sup (1 + [2*)(1 + |2[7)|p()]) < +oo.
kez kez z€R

C’est de plus une distribution tempérée : pour tout ¢ € S(R),

(T, ¢)s r).sR)| < (Cz T |k2> sup (L4 221+ [2[P)](2)]) < CNayp()-

kez

Fourier dans S(R?) et S’'(R?) 8 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 3 DISTRIBUTIONS TEMPEREES

Exemple 6 (Valeur principale). On rappelle que la valeur principale est définie par :

1
Yo € D(R), (vp|—),¢ = lim de.
+
z D'(R),DR) 70" Jjz|ze T

C’est une distribution. Montrons qu’elle est tempérée. Remarquons que, pour tout ¢ € S(R),

o(z) = p(0) + 2 / o (at)dt = (0) + a7l (z),

ot ro[p] € C2(R) et ||ro[¥]l <@l o g - Alors, pour tout e > 0,

oo,R

()] da
/Ws Tl S </\ . xl(l—i—x)) sup(1+ 2?)[(w)] < ox.

Ainsi, cette intégrale a bien un sens. De plus, la limite quand € — 0T existe. En effet, par imparité

de x “0560), on a, pour tout € > 0,

M r= M T = T x)dz 1 T z)dx
/<w|<1 ¢ _/<x|<1 d /<$|<1 olpl(z)dz — ole](z)d,

x X e—0t _1

par théoréme de convergence dominée. Montrons que cette distribution est bien tempérée : soit

peSR),0<ex<,
ol < / ?@) 4 / 2(@) 4
e<lzlgt T lz[>1 T

/ o(x)
lz|ze ¥
1
(r(3) %)
z S'(R),S(R)

Exemple 7. La fonction f = exp est L}, .(R), donc elle définit une distribution, montrons qu’elle
n’est pas tempérée. On raisonne par l'absurde et on suppose que c’est le cas : il existe C' > 0, et
p € N, tel que, pour tout p € S(R),

‘(TfHP)S'(R),S(R)’ < ONy(p)-

On considére 6 € D(R) telle que 0 < 0 < 1, Supp(d) C (-2,2), et 8§ =1 sur [-1,1]. Pourn > 1,
on définit 0, =6 (E) Alors, pour toutn > 1,

+

T
<2 loo r + g N2()-

Alors,
< 3N2 ().

2n n
(Tt,0n)s (R),S(R) = / O, (z)e"dx > / e*dr > e — 1.
—2n —n
De plus,
Np(0n) = Z sup :z:k9£ll)(gc)‘ = sup —H(Z ( )‘ Z nF~sup ‘ykﬂ(l )‘ < CnP.
k,l<p zER ki<p z€ER EI<p y€ER

Alors, on obtient pour n > 1,
e — 1< COn”.

C’est impossible.

Proposition 8 (Caractérisation séquentielle de la continuité)

Une forme linéaire T sur S(R?) est une distribution tempérée ssi elle est séquentiellement
continue (pour la notation de convergence définie dans S(RY)).

Fourier dans S(R?) et S’'(R?) 9 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 3 DISTRIBUTIONS TEMPEREES

Démonstration: On suppose que T € S'(Rd) est une distribution tempérée. Montrons qu’elle est
S(R?
séquentiellement continue. On considére (¢n)nen € S(RON, ¢ € S(RY) telle que ¢, R’ ®.

n——+oo

Alors, puisque T est tempérée, on sait qu’il existe C' > 0, et p € N tel que, pour tout f € S(RY),

‘(T» s/ ®ray,sray| < ONp(f)-

Alors, par linéarité,

(T, 00)s/(rdy,s(rRd) — (T59) s/ (R),5(R)

= ‘(T7 Yn — @)s/(Ry,sRDy| < ONp(pn — ) — 0.
n——+oo

Ceci montre le résultat. Réciproquement, on raisonne par I’absurde en supposant que 7" est séquen-

tiellement continue sur S(Rd), mais n’est pas une distribution tempérée. Ainsi, pour tout k,n € N,

il existe @nk € S(Rd), telle que

(T, on,k) s (Rdy,sRD) | > FNn(Pn,k)-

Pn,n

. Alors, on a pour tout p € N, pour tout n > p,
(T, n,n) s (Re),s (R

On pose alors 9, =

Np(¢hn) <

sI=

d
Ainsi, pour tout p € N, Np(¢p) — 0. Alors, ¥, SR

n—-+oo n——+oo

0. Par continuité séquentielle de T, et
par linéarité de T,

1= (T,%n) s rd),sRe) M (T,0)s(rdy,s(rey = 0.

— 400

C’est impossible. |

3.2 Propriétés
Proposition 9 (Dérivation des distributions tempérées)

Soit T € 8'(R%), et a € N, un multi-indice. Alors, 0°T € S'(R?).

Démonstration : Par définition d’une distribution tempérée, il existe C' > 0, et p € N, tel que, pour
tout ¢ € S(RY),
< CNp (o).

’(T, ©)s/(R1),S(R)
Alors, pour tout ¢ € S(R?),

(0°T, ¢) s (Rd),s(RD) | = ‘(T7 0%¢)s1ra),srR1)| < CNp(0%¢@) < CNpya|(p).

Exemple 8. L’application x — e®e'®” € S'(R). En effet, son module vaut e*, qui n’est pas une
distribution tempérée, comme le montre l’exemple 7. Néanmoins, on peut interpréter cette fonction
comme la dérivée de x — —ie'®” . Cette fonction est de module 1, donc dans L>(R). La proposition
5 montre que c’est une distribution tempérée. Ainsi, par la derniére proposition, c’est le cas pour
sa dérivée. Ceci conclut. Intuitivement, la croissance forte de 'application est annihilée par les
oscillations rapides.

Proposition 10 (Stabilité par multiplication par une fonction)

Soit T € S'(RY), et f € C°(RY), dont la fonction et toutes ses dérivées sont a croissance au
plus polynomiale. Alors, fT € S'(R?).

Démonstration: Soit ¢ € S(R?). Par hypothése, il existe C' > 0 et p € N tel que :

< CNy(p).

’(T, ©)s/(R1),S(R)
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Alors,

’(ny ©)s/(ry,s(Rd)| < CNp(fep).

Soient a, B € N%, avec |al, |8] < p, soit = € RY, on obtient par la formule de Leibnitz,

Y @mf(w)aﬁ-w(w) <) @“(Hlxum

[vI<18] [vI<IB]

[2°9° () ()| =

xaa’e_'yga(x)‘ .

Ainsi,

o (ro@)| < Y (ﬁ)cv sup

Rd
lvI<I8] v€

d
290" p(x) <1 + Z ml|n7> | .
i=1

On obtient enfin,

< CNpt s s (9):

[vI<p

’(fT7 ©) s/ (R1),S(R)

Ceci montre que la distribution est tempérée. |

Définition 6 (Convergence)

Soient (T},),, € S'(RHON, T € §'(R?). On dit que la suite (T},),, converge vers T dans S’(R?), si,
pour tout p € S(RY),

(T, P)s(R1),sRY)  — (T, 9)s/(RaY,S(R)-

n—-+oo

Proposition 11

Soient (T),), € S'(RHON, T € S'(R?) telle que (T},), — T dans S'(R%). Alors,

n—-+oo

1. pour tout a € N?,
S'(R?
0T, (—>) o0°T.
n—-+oo
2. pour toute fonction f € C>®(R?) telle que f et toutes ses dérivées sont a croissance au
plus polynomiale, alors,
S'(RY)
—

n—-+oo

JTn IT.

Démonstration : Pour le premier point, pour tout ¢ € S(Rd),

(0%Tn, ¥)s/(re),srd) — (0°T, ) s/ (rd) s(RI) = (1) (Tn,0%¢)sr,s — (T,0%9)s1.s) —+ O,

n——+oo

puisque d%p € S(R?), par la proposition 1. On montre le deuxiéme point de la méme facon : pour
tout € S(R?),

(FTn; P)sray,srey = FTs )sray,sray = (Tns f@)s1s = (T, fe)s s W 0

puisque fo € S(R?), par la proposition 3. |

3.3 Transformée de Fourier dans S'(R?)
Définition 7 (Transformée de Fourier)

Pour T € 8'(R%), on définit F(T) par :

Vo € S(RY), (F(T),¢)s (ray,sray = (T5 F(©)) s (Re),5(R)-

Alors, F(T) € §'(RY).
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Démonstration: Premiérement, on sait qu’il existe p € N, et C' > 0, tel que, pour tout ¢ € S(R?),

(T, )5/ (rdy,s(Rey| < CNp(¢p).

De plus, il a été montré au théoréme 1 que la transformée de Fourier est un endomorphisme continu
de l'espace de Schwartz. Plus précisément, pour tout ¢ € S(Rd),

Np(F(p)) < CNptati(ep).-

Ainsi, en combinant les informations, il vient :

(F(T),9)s oy 5wt | = [(T. F (@) sy s | < CNp(F(9)) < CNprasa ().

Ceci conclut. |

Exemple 9. Calculons la transformée de Fourier de &4, pour a € R%. C’est clairement une distri-
bution tempérée. En effet, pour tout ¢ € S(RY),

}(5a7%0)3/(Rd),S(Rd)| = |p(a)| < ||80||oo,Rd = No ().

Calculons sa transformée de Fourier : pour tout ¢ € S(R?),
(F(6a), P)s'(Re),5Ra) = (0a, F(¢))s/(Re),5(RI) = /Rd p(x)e " dr = (z = e Q) s1(Ra) S(RY)

ot ¥+ e~ ¢ [*(R?) C S§'(RY). Ainsi,

F(6a) = axrreto®,
8’ (R%)

Exemple 10. Calculons la transformée de Fourier de 0%6,, pour a € R? et a € N, C’est une
distribution tempérée. Soit ¢ € S(RY),
(0200, 0) 7o) 50y | = | (— 11020 (0)| < 102 ll e s < Nia ().

Calculons sa transformée de Fourier : pour tout ¢ € S(R?),

(F(096a), )5/ (Re).S(Re) = (0500, F(9))s5(Re),sRe) = (= 1)1 (80, 02 F(9)) 57 (Re). 5 (R -
Par la proposition 4, on obtient :

(F(O28.). @)y = (-1 F (s (i) (@)a) = 1) [ avpla)e = do

Rd
Ainsi, 4
(F(9264), ) s/ (Ray.s(R1) = (x> i1z 0) 5/ (ray s(RY),

oty z — il¥lge= e ¢ §'(RY), car elle est a croissance au plus polynomiale. Ainsi,

F(036a) = x s jlolpeTian
S/(R)

Exemple 11. Calculons la transformée de Fourier de 1. C’est une distribution tempérée, car elle
est bornée. Pour tout p € S(R?),

(F(1),9)s/(re),srt)y = (1, F(#))s(Re),5(RE) = /Rd F(p)(z)dz.

Par inversion de Fourier dans S(R?), on a, pour tout x € RY,

1

fz) = @0 Jea F(f)(&eede.
Alors,
(F(1),9)s/(Re),sRey = (27)%0(0) = ((27)%60, @) 5/ (R1),5(RY)-
Alors,
]:(1) 5/(: (27T)d50.
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Exemple 12. Si f € L' (RY) alors, f définit une distribution tempérée, Ty € S'(RY), et on a alors :
F(Ty) =Tr(s). En effet, pour tout p € S(R?),

(]:(Tf)MP)S/(Rd),s(Rd) = (Tfa]:(@))s'(Rd),S(Rd) = /Rd f(x)F(p)(x)da.
Par le théoreme de Fubini-Lebesgue,

(F(Ty), 9)sr.s = /

©(2) ( f(x)e_iz'xdb’v) dz = / e(2)F(f)(2)dz = (Tr(p), )s,s-
R R R
Proposition 12 (Dérivation et multiplication par un mondme)
Soit T € S'(R%). Alors,

1. Pour tout o € N,

0% (F(T)) = F((—iz)*T).

2. Pour tout o € N%,

F(O°T) = & = (i) F(T)(E)-

Remarque 4. Cette propriété est l'alter-égo de la propriété 4, pour les distributions.

Démonstration: Pour le premier point, remarquons que %7 est bien une distribution tempérée (car
c’est le produit d’une distribution tempérée et d’une fonction & croissance au plus polynomiale).
Soit ¢ € S(R?), alors

(°F(T),9)s1,s = (1)1 T, F(0*9))sr.s = (—1)*(T, € = (i€)*F () (€))s -

Alors, il vient

(8a]:(T)7<P)s/(Rd),S(Rd) = ((—iz)"T, }—(@))S/(Rd),smd) = (]:((—ix)aT):@)S/<Rd),3(Rd)~

Le deuxiéme point se démontre exactement de la méme maniére. |

Exemple 13. Calculons la transformée de Fourier de la valeur principale, notée T. On a déja
vu qu’elle était tempérée (exemple 6). On a la relation T = 1. En passant d la transformée de
Fourier, il vient grace a la proposition 12 et ’exemple 11 que :

iF(T) =27y, i.e. F(T) = —2indy = (=2irH)',
Ainsi, il existe C € R tel que
F(T)=—-2irH + C.
On souhaite déterminer C : remarquons que la valeur principale est une distribution impaire,
c’est-a-dire que pour tout ¢ € S(R),
(F(T), ¢)s/(R),5(R) = — (F(T), @)s/(R),s(R) )
ot ¢ = p(—-). En effet,
(.F(T),@)S,(R)’S(R) = (T, f(@))sf(R)’s(R) )

Or, les opérateurs F et” commutent sur S(R). En effet, pour tout v € R,

F(@)(x) = /R p(=gede = /R Qe TIRE = F(p)(—w) = F(p)(@).

Alors,

v

) o)),

= lim xT.
S'(R),S(R) e—0t lz|>e x

(F(T), P)s/ry,s(R) = (T’
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Avec un changement de variables, on a :

F))

- z=—(T, f(@))s/(R),s(R) .

(F(T), P)s Ry s(ry = — lim, .

Soit ¢ € S(R), telle que Supp(p) C RT, et / @ = 1. Alors,
R

C=(-2irH + C,9)s/Rr),srR) = (F(T), @)sf(R),s(R) =—(F(1), ‘P)S’(R),S(R) = +2ir - C,

Ceci donne donc C = im. Ainsi,

1
F (vp <7>) = 4w — 2inH = —imsgn.
T S’(R)

Exemple 14. Calculons la transformée de Fourier de la distribution tempérée (car a croissance
au plus polynomiale) z©, ot o € N%. On sait que, par la proposition 12,

F(z*) = il*lo~F(1).
De plus, par l’exemple 11, on obtient directement :

F(z®) e (2m)dill 5.

Exemple 15. Calculons la transformée de Fourier de la distribution tempérée (car bornée sur R)
2
X

Tz On sait que, par la proposition 12,

) =7 ()
]:(IJr:EQ =7 1422/ °

De plus, par Uexemple 12, on obtient directement (résultat connu, voir mes notes de cours sur la
transformée de Fourier dans L*(R?) et L2(R))

I

1+ a2
x? )
— ) = wel*l (25 —1).
]:<1+x2 S’(R)ﬂ-e (200 = 1)
Proposition 13
Soit (T,)n € S'(R?) et T € S'(R?) telle que T,, — T dans S'(RY). Alors,

n—-+4oo

F(T,) — F(T) dans S'(RY).

n——+00

Démonstration: Soit ¢ € S(R?), alors :

(F(Th), )srre),srty = (F(T), 0)sr(riy,s(re) = (Tns F(9)) s/ (r1y,s(rt)— (15 F(#)) s/ Ry, s(r1) — 0,

n——+oo

par continuité de la transformée de Fourier sur S(R%). ]

Theoréme 3 (Inversion de Fourier dans S’(R%))

La transformée de Fourier est un isomorphisme bi-continue de S’(R?). De plus, pour tout
T € S'(RY),
F(F(T)) = (2m)'T,

ou T :p € SRY) — (T,¢ = p(—))s/(ri).5(RA)-
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Démonstration: Soit ¢ € S(R?), alors :
(F(F(D)), 9) s (ray,sre) = (F(T), F(9))s/ (riy,srdy = (T5 F(F(#))) s/ (Rd),5(RA)-

Par théoréme 2 (d’inversion de Fourier dans S(R%)),

(F(F(D)), ©)srray sway = (T, (27)23) s1(ray sray = ((2m) T, ) 51(ray s(ra)-

Ceci montre le résultat. [ |

Exemple 16. Calculons la transformée de Fourier de la distribution de Heaviside : On a montré

en exemple 13 que :
1
F (vp (7)) =im — 2imrH.
T

Ainsi, en utilisant linversion de Fourier dans S'(R%),
2mup (é) = F(imr — 2irH) = inF (1) — 2inF(H).
Puisque la distribution valeur principale est impaire (exemple 13), il vient, grace d ezemple 11
—27up <%) =im - 2wy — 2inF (H).
Alors,
F(H) = : woo — TP (%) .

Exemple 17. Déterminons la transformée de Fourier de x*e'*, ou k € N. On a :

F(zkeie) = % Feiw)®.
On a vu a lezemple 9 que F(5_1) = ™. Par inversion de Fourier, il vient :

F(e®) = 2r6_ = 2m6y.

Ainsi on obtient le résultat : _
F(aFe'™) = 2mik5(F).

S/
Lemme 3 (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f € LY(R) NC°(R) telle que :
1. Il existe M > 0, a > 1 tel que, pour tout x réel,

M

2. Y IF(H) ()] < +oc.

nez
Alors, pour tout x € R,

Z flx+2mn) = % Z F(f)(n)e=.

nez neZ

Démonstration: On considére ¢ : x € R — Z f(z + 2mn). Montrons que ¢ est bien définie, et est
nez
continue : soit K > 0. Pour tout z € [-K, K],
M

r+2m)|{ —m——F—.
A NS T+ omne
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Or, pour n € Z tel que |n| > K, il vient :
|z + 27n| > |27|n| — |z|| = 27|n| — K.
Alors, pour tout |n| > K,

M

2 S T T woha
|z = flz+2mn)ll o (_x x (1+ |2nn — K]|)=

Alors, la série est normalement convergente sur [—K, K| (série de Riemann, o > 1). La fonction
¢ ainsi définie est donc continue comme limite uniforme de telles fonctions. Ceci valant pour tout
K > 0, ¢ est donc continue sur R. Elle est clairement 27 —périodique. Calculons ses coefficients de
Fourier : pour tout k € Z,

27 27

1 i 1 i

ck(p) = %/ o(t)e *dt = Py E f(t+ 2nm)e” *at,
Y nez’0

ou linterversion est légitimée par convergence uniforme de la série de fonctions. Alors, par un
changement de variables, et par 2r—périodicité,

1 AT ks 1 i 1
o) = / FheMat = - / Flte *at = - F (1)),

La deuxieme hypothese assure que la série de Fourier de ¢ converge normalement sur R. Ainsi, par
continuité, c’est nécessairement vers . Par suite, pour tout réel z,

Lp(x) = ZCn(LP)ei”‘c — % Z]:(f)(n)eznx

nezZ nez

Ceci conclut. |

Exemple 18. Calculons la transformée de Fourier du Peigne du Dirac. On a montré en exemple
5 que c¢’était une distribution tempérée. Pour tout ¢ € S(R),

<J-' (Z 5k> ,s0> =Y Fe)(k).
kez 5’(R),5(R) kez

On wtilise le lemme précédent, en remarquant qu’une fonction de la classe de Schwartz vérifie
clairement les hypothéses, et en évaluant la conclusion en 0, il vient :

<f (Z 6k> ,cp) =27 Z w(2rk) = (27r Z Oorks go) .
hez S'(R),S(R) ez ez S'(R),S(R)

F <Z 6k> S'?R) 2 Z 527rk'

kez kez

Ainsi,

Fourier dans S(R?) et S’'(R?) 16 Théo Gherdaoui



	Espace de Schwartz
	Transformée de Fourier dans S(Rd)
	Définition et premières propriétés
	Inversion de Fourier dans S(Rd)

	Distributions tempérées
	Définitions et premiers exemples
	Propriétés
	Transformée de Fourier dans S'(Rd)


