EQUATIONS DIFFERENTIELLES 2

Feuille Supplémentaire 1

EXERCICE 1 [Existence de solutions a une équation différentielle avec conditions au bord en dimension 1 par la
méthode de tir.] On considére le probléme suivant :

{ —(pu') +qu=f sur I ={a,b]
’LL(G,) = Uq, u(b) = Up

olt @ < b, ug,up € R, f € CO(I,R), ¢ € C°(I,R") et p € C'(I,R) vérifiant : il existe a > 0, tel que pour tout
x € [a,b], p(z) > . Le but est de montrer l'existence de solutions & cette équation différentielle u € C?(I,R).

1. Montrer que les EDO suivantes admettent une unique solution sur [a, b], notée respectivement u; et ug

{ —(puy) +qui=f  sur I=][a,b]
Uy

(@) = ua, uy(a) =0 ’

uz(a) =0, uh(a) =1 '

¢ Solution. Remarquons que, le premier systéme est équivalent a

{ —(pub) +qua =0  sur I =]a,b

—pui —p'ufy +qui=f sur I=]la,b]
uy(a) = uq, uy(a) =0

)

Puisque p est minorée par une constante strictement positive, elle ne s’annule pas et on peut mettre I’équation
sous forme résolue. On a donc équivalence avec le systéme :

’
1 b / q
U “up — tu —
{ 1+ U —

1= sur I =a,b)
ui(a) = uq, u)(a) =

O [~

)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire, scalaire, d’ordre 2, & coefficients continus. Le théoréme de
Cauchy linéaire assure que cette équation admet une unique solution globale (quitte a vectoriser). Il en va de
méme pour la seconde.

2. Montrer que
b
POt = [ (o +aud)
a
Y¢ Solution. Remarquons que,

b
/ ug (—(pub) + quz) = 0.

a

Ainsi, aprés une intégration par parties sur des fonctions de classe C' sur I, il vient

b b
(B (s (8) + () () a(a) + / pul? + / qud = 0.

:O a a
Alors,
b
PO ) = [ (o +aud)
3. Conclure.

¢ Solution. On considére k € R et on définit u := uy + kus. La fonction u est bien solution de 1’équation
voulue (par linéarité¢) et la premiére condition au bord est respectée. On doit donc choisir & de telle fagon que
u(b) = uy, i.e.
up(b) + kua(b) = wuy.
Il suffit donc de prendre k& = m
ug(b)

obtenue a la question 2 : le terme de droite est strictement positif (clairement positif, s’il est nul, alors, u}
lest, ce qui est impossible au vu de sa valeur en a). Ainsi, k est bien définie et on conclut.

. Il suffit de vérifier que us(b) # 0. Pour cela, on se reporte a I’équation



Remarque. Via le principe du mazimum, on peut montrer l'unicité.

EXERCICE 2 [Equation de Sylvester.] On considére une norme ||-|| sur C"* et on note ||| - ||| la norme subordonnée &
la norme ||-|| sur M,,(C).

1. Soit 6 > 0. On considére A € M,,(C) tel que o(A) C {z € C, R(z) < —d}. Le but de cette question est de
démontrer le lemme de décroissance exponentielle suivant : il existe K > 0 tel que

ViR, ||l < Ke.

(a) On note le polynome caractéristique de A, xa(X) = H(X — A;)™i. Justifier que C" = @ F;, ou Fj est

i=1 i=1
I’espace caractéristique associé a la valeur propre A;.

¥ Solution. Par le lemme des noyaux, on obtient directement que

r

ker(xa(A)) = @ ker((A — \iI,)™) = €D Fi.

i=1
Par le théoréme de Cayley-Hamilton, x 4(A) = 0, donc ker(x4(A)) = C™. Ceci conclut.
(b) Soient i € {1,---,r} et v € F;. Montrer que, pour tout ¢t € R,

m;—1
. . tj j
et #olle? < eI 1A = ALl el
3=0 -

%% Solution. Soient i € {1,--- ,r} et v € F;. Alors, pour t € RT,

m;—1
AN\ A t .
el Ay = eNilntA-NIn)t, _ it p(A=NiL)t, _ it Z S (A- )\i[”)kv’
~— k!
[Nilpn,A—X;I,,]=0 k=0

puisque v est un élément de F;. Il vient alors

tA é}e(Al)Lmrltj A=\ k )
He U||<F» Z k,\l\( L) (I ]l -
k=0

Ainsi,
m;—1 tk
A ot R(A; 5)t v /v
Het UH et < e(R(Xi)+0)t Z EH‘(A - /\7_[“)}"‘ HU”
k=0
(¢) Conclure.
Y¢ Solution. Donc, pour t € RT,
mi—1 tk
tA|[)| 6t ‘ (R(A)+8)t tr T \k
> < a > A— N1, .
e le™ < | _max <€ AZ:% (A = Aid) |>

=:fi(t)

Comme R()\;) + J < 0, on obtient par croissance comparée , ligl fi(t) = 0. Par continuité, f; est bornée
-—+00

sur RT. Ainsi,

Vi e R, [[le" ]| < Ke .

2. Soient A, B € M,,(R) dont les valeurs propres sont de parties réelles strictement négatives. Le but de cette
exercice est de montrer le résultat suivant : pour tout C' € M, (R), 'équation matricielle AX + XB = C
admet une unique solution dans M, (R) donnée par

+oo
X = —/ eACetBdt.
0



(a)

Soit C' € M,,(R). Montrer que le probléme de Cauchy suivant admet une unique solution sur R, que 1'on

explicitera.
Y = AY+YB
{Y(O) = C
% Solution. Quitte a identifier une matrice de taille n x n avec un vecteur n2, on peut appliquer le
théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, qui assure que cette équation différentielle admet une unique
solution globale. Vérifions qu’il s’agit de Y : t € R — e!ACe!B. C’est une fonction de classe C' sur R
vérifiant, pour tout ¢t € R,

Y'(t) = AY (t) + 2 CBet? AY (t) + e Ce!PB =AY (t) + Y(t)B, Y (0) =C.

—
BEeR|B]

On obtient le résultat par unicité.

En écrivant la formulation intégrale de I’équation différentielle vérifiée par Y et en utilisant ’estimation
donnée par la question 1, montrer 'existence d’une solution a 1’équation matricielle AX + XB = C.

¢ Solution. Par définition pour tout réel ¢,
t
Y(it)-C = / (AY (s) + Y (s)B) ds. (1)
0
Remarquons que, par la question 1, on obtient I'existence de K et § > 0, tels que, pour tout t € RT,

lletl < Ke™®,  [|let®]| < Ke~.

Par conséquent,

+oo +o0 +o0 .
/ 1A (3)]]/ds = / 1Ae*ACe B |ds < K2|||Al|| x [|IC]] / e~ ds < oo,
0 0 0

+o00 +oo +o0
[ v@Bls= [ letcemBlids < RBI < Cl [ e s < o
0 0 0

-5
1Y @I < K2[[[Cllle™" , — 0.
+oo
Les deux premiéres inégalités justifient I'intégrabilité et on obtient finalement en faisant tendre ¢ vers
+oo dans (1)
—+o0
0-C= / (Aef’ACe"B — etACetBB) dt.
0

—+o0
Ceci donne le résultat annoncé avec X = — / eACetBdt.
0

Montrer I'unicité.

%% Solution. On a montré a la question précédente que ¢ : X € M,,(R) — AX + X B est une application
surjective. Puisqu’il s’agit d’'un endomorphisme en dimension finie, elle est forcément bijective. Ceci
conclut.

Remarque. On montre plus généralement que cette équation admet une unique solution ssi A et —B n’ont pas de
valeur propre commune.

EXERCICE 3 [D’aprés CC2 2022.] On considére || - || la norme euclidienne et (-, -) le produit scalaire usuel sur R™.
On notera || - | £(rn) la norme subordonnée a la norme || - ||. Soient A : R — L(R™) et b : R — R™ des applications
continues. On suppose qu’il existe x > 0 telle que pour tout t € R, x € R™,

(A(t)z,2)) < =], (2)



1. Soit zg € R™, ty € R. On considére le probléme de Cauchy

{Xﬁ)

ABX (1)

X(to) Zo

et on note (U(%,s))t,ser la résolvante associée & (3). Montrer que pour ¢ > s
Ut 8)]|cqrny < 7079,

%% Solution. L’équation (3) admet une unique solution globale par le théoréme de Cauchy—Lipschitz linéaire,
que Pon note X. On définit u : t € R — || X (£)|*. Alors, pour tout ¢ € R,

u' () =2(X (1), X'(t)) = 2(X(t), A() X (1)) < —2ku(t).
Ainsi, pour tout t réel,
% (u(t)e%t) <0.

Par suite, pour tout t > tg,

u(t)e®™ < u(to)e?™ qe. || X (@) < e TR X (t)]].
On sait que, pour tout ¢ > s, pour tout o € RY,

X (t; o, 8) = U(t, s)xo,

Donc, pour tout xo € R%, on obtient

IU(E, s)woll = 11X (8 20, 9)I| < e [l

Alors,
Ut )]l ey < e

2. On suppose que to = 0 et b bornée sur RT. Montrer que toutes les solutions de X'(t) = A(t)X (t) + b(t) sont
bornées sur R*. Plus précisément, montrer que pour tout ¢ > 0,

b oo
IX (1)) < e X (0)] + Ly

¢ Solution. Pour tout ¢ positif, on a, par la formule de Duhamel,

mepﬁpmmx@+éimﬁwg®

Ainsi, par 'estimation prouvée a la question précédente, on a

it

IX@®I < e [IX )] + [1bll Lo g+ /0 e =ds.

Do,

b oo
[0l (RY) it

1Bl )

X ()] < e " [|X(0)] + [e]p < e " IX(0)] +

t
3. On suppose que A et b sont périodiques de période T'. Montrer que X (t) := / U(t, s)b(s)ds est une solution

— 00

de X'(t) = A(t) X (t) + b(t) et que celle-ci est périodique, de période T

¥¢ Solution. On remarque que pour tout ¢ € R, pour tout s €] — oo, t], on a

—K(t—s 1
Ut )b(s) | < 1Bl e gy €7 = 00 () :



La norme infinie de b est bien finie puisque b est continue et périodique. L’intégrande est donc intégrable en
—o0 et est continue, donc X est bien définie. Montrons que X est périodique.

Soit s € R, on définit, pour t € R, Y;(¢t) =U(t+T,s + T). Alors,
VteR, Y.t)=A(t+T)WU(t+T,s+T)=At)U{t+T,s+T)=A(t)Ys(t).
De plus,
Yi(s)=U(s+T,s+T) =1,
Par unicité, on obtient Yy = U(+, s). Alors,
4T t
WLER, X(E4T)= / Ut +T,8)b(s)ds = / Ut +T,u + T)b(u + T)du,

—00 u=s=T J_

en ayant appliqué un changement de variables C! bijectif. Par la propriété démontrée précédemment et par
T-périodicité de b, on conclut ; X (t+7) = X(t). Enfin, vérifions que c’est bien une solution. Afin de dérivier,
on introduit le point 0 grace & 'identité de la résolvante. Plus précisement,

VEeR, X(t)=U(t0) / " 000, $)b(s)ds.

— 00

Alors,

VteR, X'(t)=A)U(t0) / t U(0, 5)b(s)ds-+U (¢, 0)U (0, )b(t) = A(t)X () +U(0,0)b(t) = A(t)X (£)+b(2).

. On suppose maintenant que A(t) = A ne dépend pas de ¢ et vérifie toujours (2). Montrer que A est inversible.
Montrer que si b(t) o beo, alors toutes les solutions convergent vers —A~1be.
—+00
% Solution. Soit z € ker(A). Alors, Az = 0, donc 0 < —« ||z||®, donc & = 0 et A est inversible.
¢ t
Remarquons que : / eAlt=9) = eAt/ e 4%ds = et(—A7Y) [e*AS]g. Puisque e? € R[A] et A~ € R[4]
0 0
(théoreme de Cayley-Hamilton), les deux quantités commutent et

t
/ eAt=9)ds = — A" (Id — eAt) .
0

Ainsi,
t
[ s < Ja . N
0
Remarquons enfin que puisque A ne dépend pas du temps, on obtient par (2) : HeAtH = [[U(t,0)]] < e~

t
Toute solution s’écrit : X (t) = eAtay + / el'=5)4p(s)ds. Le premier terme temps vers 0, par l'inégalité
0

précédente. Pour le second, on remarque :

On a, par (4), 8 = ’

/ U4 (b(s) — bo)ds

0

t
(/ et=9)4qs + A_l) boo
0

Enfin, a l'aide du changement de variables C! bijectif u =t — s,

a= H/R Lo, (w)e™ (bt — u) — bog)du

On applique le théoréme de convergence dominée : l'intégrande converge vers 0 par définition de la limite.
Enfin, V¢t € RT, Vu € [0, 1],

10,0 (w)e™ (b(t — u) = boc)| < Lr+ (u)2e™"* bl o v+ € L' (R).

t
/ e(t_s)Ab(s)ds—l—A_lbooH < ’
0

t
/ =904y ds + A by H .

ol

= =0

— 0.
t——+oo

La norme infinie de b est bien finie sur R car b est continue et admet une limite finie. Ceci conclut.



EXERCICE 4 [Théoréme de Massara.]

1. Démontrer le Théoréme de Kakutani : soit ' un espace vectoriel normé et K un compact convexe non vide
de E. Toute application affine continue T : F — E stabilisant K admet un point fixe dans K.
Hint : on pourra considérer a € K, un point de K et considérer la suite des moyennes de Césaro des itérées

de a par T.
Y Solution. On définit donc pour a € K, la suite (z,,),>0 comme suit : pour tout entier naturel n,
I,
Ty = 1 ZTk(a). Puisque a € K et que T stabilise K, pour tout k € N, T%(a) € K. Par convexité de
n

k=0
K, toute combinaison convexe d’éléments de K et dans K et x,, € K. On a alors définit une suite d’éléments

d’un ensemble compact. On peut en extraire une sous-suite convergente : il existe ¢ : N — N, une extractrice
telle que
Tpn)y — TE K.

n—-+oo

Montrons que z est point fixe de T. On a, pour tout n € N,

1 ®(n) 1 @(n)
T(xom)) —Tom) || = |T | ——— ") | = ——— T"(a
H ( e( )) ()H Sp(n)Jrlk, (a) 95(”)+1Z (a)
:=0 k=0
Par propriété d’une application affine sur les barycentres, il vient
1 p(n) 1 »(n) 1
T(2gm) — Tom | = [ S 751 (@) - ————— 3 T*(a)|| = ———— HTW“(CL) - aH .
(R ol o(n)+1 ];) p(n) +1 kZ:o p(n) +1
Puisque K est compact, il est borné et on a :
diam(K)
IT (@ o) = 2o || <

QD(TL) + 1 n>+oc
Ainsi, le découpage

1T (@) = 2|l < [|T(@) = T(@em)|| + [T (@om) = 2ol + |7om — |
permet de conclure, en exploitant la continuité de T'.

2. Le but de cet exercice est de démontrer le Théoréme de Massara : soient 7' >0, A: R — M, (R)etb: R - R"
deux applications continues et T-périodiques. Si I’équation différentielle linéaire 2/ = Az + b admet une
solution bornée sur R, alors elle admet une solution T-périodique.

2(t) = A@)x(t) + b(t)

admet une unique solution sur R. On
z(0) = To

(a) Soit zp € R™. Montrer que I’équation {

la notera *(zo).
v¢ Solution. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire assure que ce probléme de Cauchy admet une
unique solution globale, les applications étant continues.
(b) Justifier que, pour tout temps ¢, ¢' est une application affine.
¥¢ Solution. La formule de Duhamel assure que, pour tout xy € R™, pour tout ¢t € R,
t
' (z0) = R(t,0)x0 + [ R(t,s)b(s)ds.
0
Ceci montre que 'application est affine.
(c) Montrer que 2’ = Ax + b admet une solution T-périodique ssi ¢! admet un point fixe.

Y Solution. Supposons que I’équation 2’ = Az + b admette une solution T-périodique. Alors, il existe
xg € R™ tel que, pour tout t € R,

.I(t + T, ZL'()) = éL‘(t7 ZL’()) 1.€. (,Dt+T(IL'[)) = (pt (ZL’()).



En prenant ¢ = 0, on obtient le résultat. Réciproquement, si ¢ admet un point fixe, il existe o € R"
tel que T (1) = zg. On considére X (t) := o' TT (2¢). Alors,

X'(t)=A(t+T)X(t) +b(t+T) = A(t) X (t) + b(t), X(0) = o (xq) = 0.
Par unicité dans le théoréme de Cauchy—Lipschitz linéaire, on en déduit que, pour tour réel ,
X(t) = p'(xg), ie. T (xg) = ¢(20).

C’est donc une solution périodique a ’équation.

Conclure en utilisant la question 1.
¥ Solution. On considére le zy € R™ pour lequel la solution ¢'(xg) est bornée. On considére

K':={p""(20), n € Z}.

C’est par définition un borné et K := conv(K"’) est un convexe compact de R™. En effet, c¢’est un fermé
borné en dimension finie. On rappelle que I'enveloppe convexe d’un borné est borné et que 'adhérence
d’un convexe est convexe.

De plus, pour tout n € Z, on obtient par propriété de composition du flot
(PT (QO”T(QTO)) _ <P(n+1)T(l‘0) c K.

Puisque 7 est affine par (b), continue et qu’elle stabilise K’ puis K par continuité, le Théoréme du
point fixe de Kakutani démontré en question 1 assure que ¢! admet un point fixe. Ceci conclut par la
question (c).

La réciproque est-elle vraie 7

% Solution. Oui. En effet, toute fonction périodique et continue est bornée (on se raméne a un
compact).



