Solution de ’exercice 1

[ R = R2
1. On note F': (@) = (y— flz),—2) } Alors,
X'(t) = F(X(1))
(1) < N on X=(").
X(0) = (yg) <y>

Par hypothese, f € C}(R) donc F € C'(R?). Ainsi, F est localement lipschitzienne sur R?. Par le
théoreme de Cauchy-Lipschitz (forme locale), le systéme autonome (1) admet une unique solution
maximale.

2. Pour tout x,y € R, on a
y—fl@) = 0 y = [f(0)
{ —x = 0 < r = 0

< (x,y) = Ope.

Ainsi, I'unique point d’équilibre du systéme (1) est Oge. Etudions sa nature. Pour cela, on va
appliquer le théoréme de linéarisation. Remarquons premierement que F € C*(R?). De plus,

A = Jac(F)(0,0) = (_Jﬁo) é) :

Ainsi, det(A4) =1 et tr(4) = —f’(0). On distingue deux cas.
(a) Sila matrice A admet deux valeurs propres réelles, A\; et Ay, alors det(A) = A2 =1 > 0.

Par suite, les valeurs propres sont non nulles et de méme signe. Rappelons que f/(0) # 0.

i. Si f/(0) >0, tr(A) = A1 + A2 < 0 et les valeurs propres sont strictement négatives.
ii. Si f/(0) <0, tr(A) = A1 + A2 > 0 et les valeurs propres sont strictement positives.

(b) Si la matrice A admet deux valeurs propres complexes non réelles, elles sont conjuguées (car
A est a coefficients réels). Notons les A; et A;. Alors, tr(A4) = 2R(A1) = 2R(A2).

i. Si f/(0) > 0, tr(A) < 0 et les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.
ii. Si f/(0) <0, tr(A) > 0 et les valeurs propres sont de partie réelle strictement positive.
Pour résumer :
(a) Si f/(0) > 0, alors les valeurs propres sont de partie réelles strictement négatives. Par le
théoreme de linéarisation, Og2 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.
(b) Si f'(0) < 0, alors les valeurs propres sont de partie réelles strictement positives. Par le
théoreme de linéarisation, Og2 est un point d’équilibre instable.

3. Pour tout t € I,

SV (@(0),w(1))) = 20(0)a’ (1) + 29(0)y' 1)
— —2f(a())a(t)

<0,
par hypothése. Par conséquent, V (x,y) est décroissante sur I. Ainsi, pour tout t € I NRT,

V(a(t),y(t) < V(zo,yo) e (@), y(t)lly < [I(zo: o)l -

Supposons que sup(I) < +oo. Par le théoréme des bouts, (x(t),y(t))|ly = +oo. Ceci

lim |
t—sup(l)~
est une contradiction avec ’estimation précédente. Par suite, sup(I) = 400 et les solutions sont
définies sur RY.



4. Dans cette question, (1) est un systéme linéaire a coefficients constants, que l'on peut réécrire

AXwA( 13)6Mﬂ®.

(a) Ona xa(X)= X%+ X + 1. Ainsi 0(A) = {4, }. De plus,

ker(A — jIs) = ker ((_1_;] _1])> = Vect (<_22‘7>> .
Par conséquent,
Sr = Vect (t ER—R ((22‘7> ejt> ER?ZteR- S ((22‘7> ejt> € ]R2>
Sp = Vect [t € R — e71/? cos +v/3sin ét e /2 sin —v.3 cos ﬁt
R’ 2 cos 2 ’ 2 sin 2 '

(b) On détermine A dans une base adaptée au calcul de son exponentielle. Par définition,
_9; 1 3\ /_9; —_1l, _ V3
A ( 2]) = -=+ z£ ( 23) i.e. Avr %Ul \33112
2 2 2 2 Avy = —302 + 501
ol vy = ( ) et vg = ( 3) apres avoir identifié partie réelle et imaginaire. Alors,
V3 oS (ft) ﬁt)
2 done e ~ /2

4 (ﬂ:vz) (—_ (v1,02) —sm( t) cos ﬁt) rek

Par conséquent, si (xg,yo) = avy + Bus, alors

i.e.

=
w

tA

N1
S
L\J\»—A

() +yt)? =e? ((a cos +3sin)? + (—asin+4 cos)z) <\g§t>
= (a® + %)

On obtient alors une spirale rentrante. Déterminons enfin son sens de rotation. On prend
a=1et §=0. Alors

3
x(t) = e~ t/2 cos ({t) >0 quand t — 0,

3
y(t) = —e 2 sin ({t) >0 quand t =+ 0" et <0 quand t — 0T,

On obtient finalement le portrait de phase suivant :

A
A A

—— =~~~ NN



5. Dans ce cas, le champ F est globalement lipschitzien sur R?. En effet, pour tout (z,y) € R?,
(2',y') € R?,
1F(z,y) = F(@" ), =y —y' = (f(z) = f@)] + 2" — 2]
<ly—yl+le—a'|+[f(2) - f(@)]
< (k+Dle -2+ ]y -y
< (k+1)[l(z,y) — @91,

ol k est une constante de Lipschitz associée a f sur R. Par conséquent, le théoreme de Cauchy-
Lipschitz (global) s’applique et le systéme (1) admet une unique solution globale. Alors, I = R.

6. Montrons que le champ F est & croissance au plus linéaire. Pour tout (x,y) € R?,

IE(z,y)lly = |y —zcos(x)| + | -z <yl + 20zl = 2 x|(z,9)ll;,

=:C(t)
et C € C°(RT,R). Ainsi, toute solution maximale est globale.
Solution de l’exercice 2
R? - R2
1. On note F': (@,y) = (—y+ A o),z + A +22)) } Alors,
X'(t) = F(X()
(2) & ., ot X = ($>
X(0) ( 0) Y
Yo

De plus, F' € C1(R?) car polynomiale donc F est localement lipschitzienne sur R?. Par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz (forme locale), le systéme autonome (2) admet une unique solution maximale,
définie sur un intervalle I, ouvert, contenant 0.

2. 1l suffit de remarquer que F(Ogz) = Oge.
3. Soit t € I. Alors,

Puisque R(0) = x3 + y3, application R est bien solution de (3).

R —- R
Z = 2222
enne sur R et le théoréme de Cauchy-Lipschitz (forme locale) assure que (3) admet une unique
solution maximale. Soit (zg,y0) € R? \ {Oge}.

4. Remarquons que g : est de classe C! sur R. Ainsi, elle est localement lipschitzi-

a. A > 0. Soit ) )
1 X +y0
R:te |—oo, 0 eR
] 7 2M (@3 + ) { 1= 2)(z] + yi)t
Elle est solution du probleme de Cauchy (3) et explose au borne de son intervalle de définition,
i.e. lim |R(t)] = 4o0. Elle n’admet donc pas de prolongement continue. C’est
t—)m_

I'unique solution maxime de (3).



La solution n’est donc pas définie en tout temps positif : supposons que sup(l) > W
0 0
L’expression explicite du carré la norme 2 de la solution mene a

IOy =R  — ool
fagver )

C’est impossible. Alors, sup(]) < m Ceci valant pour tout (zg,yo) € R?\ {Ogz}, le
point d’équilibre ne peut pas étre stable (car la définition exige que la solution soit définie
en tout temps positif pour des conditions initiales dans un voisinage de Ogz) ; il est donc
instable.

b. A < 0. Soit

eR

1 2 2
R:te 57, T00| o+ ¥

A +5) 1= Ao +y3)t
Comme précédemment, il s’agit de I'unique solution maximale du probleme de Cauchy (3).
On suppose (par absurde) que sup(I) < +oo. Par le théoremes des bouts,

OO

C’est impossible car :

I(z(t), y(®)]I7 = R(t)  —  R(sup(I)) Zot 4

= < +o00.
t—ssup(I)— 1 — X (z3 +y2)sup(I)

Ainsi, sup(I) = +oo et la solution est définie pour tout temps positif, quelque soit la condition
initiale (c’est le cas aussi pour (xg,yo) = Ogz puisque l'unique solution globale de (2) est la
solution nulle). De plus, pour tout € > 0, pour tout Xy € B(0, ¢ := ¢), la solution de (2) est
définie sur RT (comme vu précédemment) et pour tout ¢ € R,

mammmm=¢m&=ngQTT}ﬁ<umwmgga
Lo 0

Ceci montre que le point d’équilibre Og2 est stable. Il est asymptotiquement stable car, pour
tout (x9,%0) € R? (on aurait en fait besoin seulement que cette propriété ait lieu localement
uniquement)

1@ ()@, = VED = —Eo 80l

1—A(zd+y3)t t=too

c. A = 0. Dans ce cas, le systeme est linéaire et se réécrit X' = AX ou A := ((1) _01) € M3(R).
Alors, xa(X) = X?+1 et 0(A) = {&i}. Les valeurs propres sont donc de partie réelle nulle
et non défectives (car simples). Par le critere de Routh, Ogz est un point d’équilibre stable,
non asymptotiquement stable.

0 -1
1 0
spectre de cette matrice est {£i} : c’est précisément le cas dans lequel le Théoreéme de linéarisation
ne permet pas de conclure. De plus, méme si la nature du systéme linéarisé ne dépend pas de A,
c’est le cas pour le systéme non linéaire.

5. Dans cet exemple, on a F' € C}(R?) et Jac(F)(0,0) = < . Comme vu précédemment, le

Solution de ’exercice 3

1. Calculons le membre de gauche. Comme la matrice B = Diag(\, ) est diagonale,



On calcule maintenant le membre de droite :

Aiu(eA(B—;ur)_eH(B_Mr)):Aiﬂ(a(AO“ 8>—e# (8 u%))

_(er 0
S \0 et
2. Soit B une telle matrice. Alors, son polynéme caractéristique xp(X) = (X —X)(X — p) est scindé

& racines simples (car elles sont supposées distinctes) : elle est donc diagonalisable. Il existe
P € GL3(R) telle que B = PDiag(\, u)P~L. Par propriété de I'exponentielle matricielle,

eB — PeDiag()\7H)P_1.

On peut a présent appliquer 1’égalité démontrée a la premiere question et

eB=p (A i m (e*(Diag(\, p) — pl) — e (Diag(\, p) — /\I))) P

=5 (e* (PDiag(\, )P~ — uPP~') — e (PDiag(\, )P~ — APP™1))

=3 (M B — ul) — e*(B — \)).

Ceci conclut.
3. Calculons 'exponentielle de matrice de deux maniéres.

(a) Premiere méthode : on applique I'égalité de la question 2. Pour tout ¢t € R, xp:(X) =
X2 —3tX +2t? = (X —t)(X —2t). Alors o(Bt) = {t,2t}. Les valeurs propres sont distinctes
des que t # 0 et ’égalité de la question 2 fournit, pour tout ¢ € R*,

1 2t 3t 3t 3t
Bt _ L [t ot
R (e (—Qt —3t) ¢ <—2t —2t>)
B (3€2t —2e! 3e? — 3et>

T\ 2et —2e?t 3et — 2%

Cette relation est également vérifiée pour ¢ = 0 car e®% = TI.

(b) Deuxieme méthode : on diagonalise B. On a vu que o(B) = {1,2}. Déterminons les vecteurs

propres associés :
- e (3, 2)) v (1),
2t (3, %)) = ((3)).

On pose P = (_11 _32> alors P71 = <_12 _13> et P~1BP = Diag(1,2). Ainsi, pour tout

et 0\ -
eBt:P<0 €2t)P1.

Apres calculs, on obtient la méme formule.

réel t,



