ENS Rennes 1 RETOUR SUR LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ
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1 Retour sur le théoreme de Cauchy-Lipschitz

Theoréme 1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)

Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R%, et f : I x Q — R? continue et localement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Alors, pour tout ty € I, yg € €, le probléme

de Cauchy
{ y'(t) ft,y(t)
y(to) = wo

admet une unique solution maximale (J,y) définie sur un intervalle ouvert J C I, contenant ty.

Remarques.

- Le théoréme de Cauchy-Lipschitz se généralise aux fonctions f définies sur I x Qg, avec Qg
un ouvert (connexe) d’un espace de Banach. La complétude est nécessaire ; afin de donner
un sens a la formulation intégrale de I’'équation différentielle, et pour appliquer le théoréme
du point fize de Picard. C’est faux pour le théoréme de Cauchy-Arzela-Peano. Ce théoreme
ne fournit pas non plus d’unicité.

- La preuve repose sur lapplication du théoréme du point fixre de Picard da la formulation
intégrale du probléme de Cauchy ; dans le cas des fonctions localement lipschitziennes, il faut
introduire les cylindres de sécurité. Dans le cas globalement lipschitzien, on peut conclure
en montrant qu’un des itérés est contractant, ou en appliquant un changement de norme.

- Une fonction localement lipschitzienne est continue, l’hypothése de continuité de f porte sur
la dépendance en t.

- L’hypotheése : f est localement lipschitzienne sur 0 est équivalent a : f est globalement
lipschitzienne sur tout compact de Q (puisque par Borel-Lebesgue, un compact est recouvert
par un nombre fini de boules).
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ENS Rennes 2 RETOUR SUR LE THEOREME D’EXPLOSION EN TEMPS FINI

- Soient (E, ||-||g) et (F,||||g) deuz EVN, Qp C E un ouvert, et f : Qg — F une fonction
de classe Ct. Alors, f est localement lipschitzienne sur Qp. En effet, fivons o € Qp.
Alors, il existe & > 0, tel que B%(x0,0) C Qg. De plus, par définition de la continuité de
df - Qe |-lg) = (L(E,F), ||| - ||]) en zo, il existe v > 0 tel que, pour tout x € By(xo,7),
[[|df (z) — df (zo)||| < 1. Ainsi,

sup [[[df (2)|[| < |[ldf (zo)[|| +1 =: M < oc.

r€BY (zo,m)

On pose Vy, := BY(xo, min(d,7)). Alors, pour tout x,y € Vs, on a, par inégalité des accrois-

sements finis sur le conveze Ve, , | f(z) — f(y)llp < sup ]Il\df(Z)III e —yllp < Mllz—ylg-
ze|x,y

2 Retour sur le théoreme d’explosion en temps fini

Proposition 1
Soit f : R x R? — R? continue et localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable
vérifiant : il existe My, My € L}, (R) tel que

loc
V(t,x) € Rx R [|f(t,2)|| < M(t) [|=]| + Ma(t).

Alors, les solutions maximales du probléme de Cauchy y'(t) = f(t,y(t)) sont globales.

Démonstration: Les hypotheses assurent qu’a une condition initiale fixée, y(to) = yo, le probléme de
Cauchy admet une unique solution maximale (I, y) définie sur un intervalle ouvert I contenant to,
I = (T\,T"). Le critére d’explosion en temps fini assure qu’a lieu l'alternative suivante : 7" = 400,
ou tth}* [ly(t)|| = +o00. Remarquons que
— ’

t<T*

Wem¢m|wn<mu+/LMw@m@(mmﬁ/Mwmﬂ+/AM$w@ws

Le lemme de Grénwall donne : Vt € (to, T™),

|wn@m+/Mmm+/QWH/MMWQM@M(/MMWQM

Les fonctions M et M» étant Lj,.(R), on ne peut avoir explosion en temps fini. Ainsi, le théoréme
des bouts donne T = +o00. On obtient de la méme facon T = —oo. |

Proposition 2

Soit U € C*(R™,R) telle que | Hlim U(x) = +o00. Les solution maximales de z'(t) = —VU (x(t))
z||—+o0

avec condition initiale en 0 sont définies sur RT et sont bornées.

Démonstration: Le champ de vecteurs VU étant C', le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure qu’a
condition initiale fixée, le systéme-gradient admet une unique solution x définie sur un intervalle
ouvert I, contenant 0. De plus, on a, Vt € I,

- (U((1)) = dU(2(t))(2'(t) = (VU (z(t)| = V(U (2(t))) = ~ VU (())[|* < 0.
Ainsi, Vt € INRY, U(z(t)) < U(x(0)). La coercivité de U assure qu’il n’y a pas explosion en temps

fini positif. Ainsi, le théoréme de sortie de tout compact donne R™ C I. |

Remarque 1. En dimension finie, si la solution mazimale d’une équation différentielle évolue
dans les lignes de niveauz d’une fonction coercive continue, alors elle est globale (car les lignes de
niveauz d’une fonction coercive continue sont compactes).
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ENS Rennes 3 EXPONENTIELLE DE MATRICES

3 Exponentielle de matrices

Proposition 3

Si A, B € M,,(C) commutent, alors eA*8 = eAeB.

Démonstration : Classiquement, on a par produit de Cauchy :

+oo +oo +oo n +oo

Am B" Ak Bk (A+ B)"

A B _ A” . A o

©c _<Zn'><zn'>_z< k!(n—k)!>_z nl
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0

par binéme de Newton, puisque A et B commutent.

Une autre preuve, plus propre aux EDO, est la suivante : soient f : t € R — e (ATB) ot g :

t€R— ee!®. Ona:Vt€R, f/(t) = (A+ B)f(t), et g'(t) = Ag(t) +e'* Be!®. Puisque e € K[A]
(car c’est un sous-espace vectoriel de dimension finie, donc fermé), et comme A et B commutent,
alors, [B, et] = 0. Ainsi, ¢'(t) = (A + B)g(t). Puisque f(0) = g(0) = I, f et g vérifient le méme
probléme de Cauchy. Par unicité, elles coincient, f(1) = g(1) conclut. ||

Lemme 1

Soit A € M,,(C) une matrice de rang 1. Alors,

Vn € N*, A" = tr(A)" L A.

Démonstration: Soit A € M, (C) une telle matrice. Alors, par définition, Im(A) = Vect(U), pour
U € R"\ {0} (car A n’est pas la matrice nulle). Alors, les colonnes de A étant proportionnelles &
U, il existe vi, -+ ,vn € R tel que A = (nU,--- ,v,U). Par suite, A =U ( v1 e vn) =U'V,
avec V = (Ui)1gign. Ainsi,
A?=U'VvU'V =U ('VU) 'V = ('VU) A.
€R

Remarquons finalement que :
VU = Zuwi = tr(A).
i=1
Ainsi, A% = tr(A)A. La conclusion suit par récurrence immédiate. ]

Corollaire 1

Soit A € M,,(C) de rang 1 et de trace non nulle. Alors, pour tout réel t,
oA =1, 4 1 (etr(A)t B 1) A
tr(A) ’
<= t* 1 (R
Démonstration : Pour tout réel ¢, eth = I + (; k!tr(A)k1> A=1,+ m (; k!trAk> A m

Remarques.

1. Sans Uhypothése de commutation, la relation est fausse. En effet, soit A = (8 (1)>

et B = (0 O). Alors, AB # BA. Les matrices A et B étant nilpotentes d’ordre 2, on

10
. . A 11 B 10
calcule facilement leur exponentielle : e = Io + A = 01 et e® = 11 de sorte
—+oo —+o0
2 1 I A+ B
A.B _ 2 _ A+B _ _
que e“ef = <1 1). Or, (A+ B)? = Iy, donc, e = 7;:0 2n)! + ,;ZO eni Dl

() Y 4 enes
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ENS Rennes 4 ETUDE DE LA STABILITE

. (27 0 (0 1
2. La récipoque est fausse. En effet, pour A = ( 0 — iﬂ')’ et B = (0 22.71_), alors,
e = I,. Puisque B est de rang 1, e® = I, + — (e2i” — 1) B = I,. Avec un calcul similaire,
0 2im 0 —2im
A+B _ 1. _ ,A_B _ _
on ae = I, = e’e”. Pourtant, AB = (0 47r2> +* <0 A2 ) = BA.

Proposition 4

Soient A, B € M,,(C), alors :

AB = BA ssiVt € R, !ATB) — ¢tAetB

Démonstration : Le sens direct provient de la proposition 3. Pour la réciproque, on considére
p:teR— etA+E) _ 6tAetB,
qui est nulle par hypothése. Pour t € R,
O (t) = (A + B)2et(A+B)  A2MAtB _ 9 At A BetB _ otAR2,tB.
Ainsi, ¢”(0) = (A+ B)? — A* — 24AB — B* = 0 donne [A4, B] = 0. |
Lemme 2

Soient A, B € M,,(C), commutant avec [A, B]. Alors, pour tout t réel, e!® Ae=*8 = A —[A, B]t.

Démonstration: Soit ® : t € R — e'PAe P, Alors, pour tout t réel, ®'(t) = Be'BAe™*F —
e'BABe™ 8. Comme B commute avec e'? € K[B], ®'(t) = ¢'®(BA — AB)e '8 = —e'B[A, Ble™*5.
Par hypothése, B commute avec [A, B], donc, ®'(t) = —[A, Ble'Pe™*® = —[A, B]. Ainsi, pour tout
teR, ®(t)=(0) — [A, Bt = A—[A, B]t. |

Proposition 5

Soient A, B € M,,(C), commutant avec [A, B]. Alors eAeB = eAtB+3(A.B],

Démonstration: Considérons @ : t € R = e'e!Pe " A+E)  Alors, pour tout t réel, ' ()@~ (t) =
AtetABe At AetB (A4 B)e tBet4 = AqetABetA_otA otB Ao tB (tA_otA (tB R —tB —tA _
—
—A—[A,B]t =B
A— e Ae ' 1A, Blte 2. Par hypothése, [A, B] commute avec A, done, ®'(t) = [A, B]t®(t).
=A
2 2
Ainsi, ®(t) = e%[A’B]é(O) = 7Bl En évaluant en t = 1, on a : e?e? = eATBe3l4Bl Ey

utilisant une derniére fois le fait que A et B commutent avec [A, B], et la proposition 3, on conclut. Hl

Il s’agit d’un cas particulier de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff.

4 FEtude de la stabilité

4.1 Un lemme fondamental
Proposition 6
Soit A € M,,(C) telle que 0(A) C {z € C, Re(z) < 0}. Alors, il existe K,o > 0, tel que pour
tout t € RT,
eIl < Kem".

Démonstration: 1% preuve : utilisation du théoréme de réduction de Jordan. Soit o > 0
tel que o(A) C {z € C, Re(z) < —o}. On note o(A) = {A1, -+, A}, olt les valeurs propres sont

deux & deux distinctes, de multiplicité algébrique respective m; € N*. Le polynome caractéristique
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ENS Rennes 4 ETUDE DE LA STABILITE

est scindé sur C, xa(X) = H(X — ;)™ . Alors, le lemme des noyaux et le théoréme de Cayley-
i=1
Hamilton donne : C" = @ker((A —Xiln)™) . Soit @ € [1,r], et v € ker ((A — X\ [,,)™*). Alors,

i=1

pour t € RT,
m;—1 tk
oty = il tA=NiIn)t, _ it (ANt Nt H(A — Mln)o.
NiIn, A=X;iIn]=0 k=0
m;—1 tk
tA Re(\)t k
e of| < et N7 Il = ML) ]
k=0
Ainsi,

m;—1
||etAvHecrt < max <e(R6(>\z‘)+0)t Z ?:,||(A)\7,In)k||> HU”

i€[1,7] o

Donc, pour t € RT,

m;—1 k
A o Re(A;)+o t k
e ]]e”" < max <e< Goror y - alllA = XiL) ||>.

i€[1,7] o

=:fi(t)
Comme Re()\;) + o < 0, on obtient par croissance comparée lim f;(t) = 0. Par continuité, f; est
t—+o0

bornée sur RT. Ainsi,
vt e RT, ||l < Ke "

2%™me preuve : utilisation de ’analyse complexe. Soient o > 0 et , un disque contenu dans

{z € C,Re(2) < —0c} tel que o(A) C Q. Alors,

1 _

vVt € R, et = etz(zln —A) ldz.
87 Joq

En effet, remarquons premiérement que o(A) C Q, donc 80 N o(A) = 0, donc pour z € 99,

zI, — A € Gln(R), et le second membre est bien défini. On le nomme f(t). Remarquons que

t > e'*(zI, — A)™! est dérivable sur R, pour tout z € Q. De plus, pour tout a > 0, t € [—a,al,

z € 09,

1106 (21n = A) "I = €D 2] - |I|(200 = A) I < 2] - [l| (200 = A) 7],

qui est intégrable, comme fonction continue sur un compact. Ainsi, on peut dériver sous le signe
intégral, et Vt € R,

1 _ 1 1 _
(t) = —— (2L, — A) e = [ — Pde | In+ = | Ae (2L, — A)"'dz = Af(t).
40 %/Bﬂze (o= Mz= (i [ s nor g |4 -tz = an
—_——

=0 (holomorphe)

1 _ 1 _
De plus, f(0) = — (2, — A)7"dz = — (zI, — A)"'dz pour R assez grand, par
VA 247 aD(0,R)

holomorphie de 'intégrande. Ainsi, en paramétrant le disque,

27 27 —ig\ —!
1 i0 —1p 6 1 Ae
= — I,— A = — I, — .
7(0) 5 /0 (Re )" " Redf g /O ( 7 ) do

Pour R > [||A]||, on obtient par la série de Von-Neumann et en utilisant la convergence normale de
la série de fonctions,

1 27 +0oo keiike +oo Ak 1 27 ino
f(O):%/O ;A = d9_2m<27r/0 e d6>—1n.

k=0

=0k,0

Compléments de cours - Agrégation 5 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 4 ETUDE DE LA STABILITE

! —
Ainsi, f et t — e sont solutions du probléme de Cauchy {J;((g)) B A{(t), on conclut par
- n
unicité. Utilisons cette égalité pour conclure. Soit t € RT, alors :
1 - _ 1 - —to
llle™ Il < 5 Sup (I L1 (z1n = A)7H]]) L(992) < 5 L(09Q) sup [[[(zIn — 4) e
Zz€0Q T Z2€0Q
=K u

4.2 Théoreme de linéarisation en premiére approche
Theoréme 2 (Théoréme de linéarisation de Lyapounov)

Soit v € CYR"™,R") et a* € R" tel que v(z*) = 0. Notons A = Jac(v)(xz*). Si o(A) C
{z € C, Re(z) < 0}, alors «* est un point d’équilibre asymptotiquement stable du systéme

2/ (t) = v(z(t)).

Remarques.

- La stabilité aymptotique est une notion locale, on peut donc espérer déduire des informa-
tions sur le systéme non linéaire d partir du systéme linéarisé (comme dans le théoréme
d’inversion locale). Le théoréme de Lyapounov assure que si x* est un point d’équilibre
asymptotiquement stable du systéme linéarisé '(t) = Jac(v)(x*)xz(t) (critére de Routh),
alors, il en est de méme pour le systeme non linéaire.

- On a aussi : s’il existe X € o(A) tel que Re(\) > 0, alors, x* est un point d’équilibre instable
du systéeme non linéaire.

- La notion de stabilité (non asymptotique) est une notion trop fine pour passer du linéaire
au non linéaire. Si la jacobienne de v admet une valeur propre de partie réelle nulle, alors,
on ne peut rien conclure. Les quatre cas de figure sont possibles.

Application. Pendule. Soit F € C'(R,R) N L>(R) tel que F(0) = 0 et F'(0) > 0. Etudions
la nature des points d’équilibre de I’EDO régissant ’évolution d’un pendule simple soumis d une
forme de frottements, donnée par : 8" = —sin() — F(0"). On commence par vectoriser I’équation :
0 / N R? — R?
en posant X = <9,>, X' =f(X)ou f: [(Ly) o (y,—sin(z) — F(y))
initiale X (ty) = Xo € R%. Puisque f € C'(R?,R?), le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure l’exis-
tence d’une unique solution mazximale définie sur un intervalle ouvert contenant ty. Remarquons
de plus que pour (z,y) € R?, ||f(z,y)|l < |(z,9)|l + 1+ |1 F| o (r)- On peut donc conclure en
utilisant le fait que la fonction est au plus linéaire que toute solution maximale est globale. De plus,
les points d’équilibre sont (kw,0), k € Z. Etudions leur nature :

sacl om0 = (s )

} . Fizons une condition

1. Si k est pair :
Jac(f)(k,0) = (_01 _Fl,(o)> — A

x S1 les valeurs propres de la jacobienne sont réelles, notons les A1, \y. Alors, det(A) =1
donc les valeurs propres sont de méme signe et non nulles. Puisque tr(A) = —F'(0) <0,
elles sont strictement négatives. Ainsi, le théoréme de linéarisation conclut au caractére
aymptotiquement stable du point d’équilibre (km,0).

x Sinon, elles sont complexes non réelles conjuguées. Comme tr(A) = 2Re(A1) < 0, le
théoreme de Lyapounov conclut de la méme maniére.

2. Si k est impair :

Jac(f)(kn,0) = <(1) —Fl’(0)> — A

Comme det(A) = —1, les valeurs propres sont nécessairement réelles, non nulles, de signe
opposé. L’une des deux est strictement positive. Par la remarque, (kw,0) est donc un point
d’équilibre instable.
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ENS Rennes 4 ETUDE DE LA STABILITE

Application. Oscillations non linéaire. On considére ’EDO : " +ka’'+g(x) =0, ot g(z) # 0

pour tout x € R*, g(0) =0, et k > 0. On vectorise l’équation : avec X = (;j,), ona X' = f(X)
RZ - R2

(@,y) = (y,—ky —g(x))

Jac()(0,0) = <_g9(0) _1k) — A

1. Si ¢’(0) =0, alors o(A) = {0, —k}, donc on ne peut pas conclure.

ou f:

} Alors, l'unique point d’équilibre est Orz, et

2. Sig'(0) >0, det(A) > 0, et tr(A) < 0, alors, les valeurs propres sont non nulles, soit réelles
strictement négatives, soit complexes non réelles de partie réelle strictement négative. Dans
les deux cas, le théoreme conclut a l'asymptotique stabilité.

3. Sinon, ¢'(0) < 0, les valeurs propres sont non nulles, ne peuvent étre que réelles, et de signe
opposé, donc on conclut a l'instabilité.

¥ = y+az—23/3+u()

Application. Stabilisation par feed-back. On considére Y = —z . Etu-
dions la nature des points d’équilibre pour w = 0. L’unique point d’équilibre est (0,0), et la matrice
jacobienne est A = jl (1) , ayant pour valeur propre L;\/g 1l est donc instable.

Pour u(x) = —2x, on obtient toujours (0,0) comme unique point d’équilibre, ayant pour matrice
jacobienne B = :} (1)> , dont le spectre est o(B) = _1:;“/3} 1l est donc asymptotiquement

stable. Le feed-back a permis de stabiliser le point instable.

Démonstration : On remarque que, quitte a translater, on peut supposer que z* = 0. La fonction v
étant C*, le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure que pour tout zo € R™, le probleme de Cauchy
2 = v(a())
z(0) = xo
intervalle ouvert contenant 0. Les deux points suivants sont vérifiés :
1. par le lemme, il existe K > 0 et o > 0, tel que Vt € RT, [|[e"*||| < Ke 7.

2. par définition de la différentiabilité de v en 0, Ve > 0,35 > 0, tel que Vz € R", ||z|]| < 6,
[v(z) —v(0) — Az| < & |zl

admet une unique solution maximale z(+, zo), définie sur I, = (Tk 2o, T%°)

Heuristique : On va interpréter la non linéarité comme une perturbation du systéme linéaire.
. . n
Ainsi, pour tout zo € R", ||zo|| <9,

Vt € \Th o, TO™°[, 2'(t,x0) = Az(t,z0) + (v(z(t,70)) — Az(t,70)) .

La formule de Duhamel fournit :
t
Vt € 1Tw 2y, T, x(t,x0) = a0 +/ e (w(x(s, 20)) — Ax(s, z0))ds.
0
Donc,
t
vt € [0, T, ||lz(t,0)l| < Ke™ " [lao]| +/ Ke ") ||u((s, 20)) — Az(s, zo)]| ds.
0

Si on réussit a montrer que pour des conditions initiales assez petites, la solution ne sort pas de la
boule B(0, d), le point (2) assurera que :

t
Vi€ [0, 757, |zt zo)|| < Ke " ||zol| + Ks/ e ) (s, x0) || ds,
0
i.e.
t
vt € [0, 77", e [|z(t, z0)|| < K ||oll +K6/ e [lz(s, o)|| ds
0
On aura alors par le lemme de Gronwall,

Ve € [0, 7%, |la(t,z0)|| < K [|zo e,
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Etape 1 : K et o étant fixés par le lemme, on pose & = 5% et on considére le § associé a la

définition de la différentiabilité de v en 0. Montrons que si g € R”, tel que ||zo|| < min (6
alors, V¢ € [0,77°), ||z(t, zo)|| < 9.

On suppose que ce n’est pas le cas, et on introduit 7 = sup{t > 0, Vs € [0,¢], ||z(s,z0)|| < d}.
C’est un ensemble, non vide, par choix de z¢ et par continuité, et par hypotheése, majorée. Les deux
points suivants en découlent :

L)
Y 2K )

1. Vs € [0,7][, ||x(s,x0)|| < 8. En effet, si ce n’est pas le cas, on considere p € [0, 7] tel que
llz(p, zo)|| = J. Puisque 7 est le plus petit des majorants, et que p < 7, p n’est pas un majorant,
donc, 3t € (p, 7] tel que Vs € [0, 1], ||z(s, z0)|| < d, et s = p fournit une contradiction.

2. ||&(7yxo0)|| = 8. En effet, on a trivialement que ||z(7,z0)|| < 4, en passant & la limite dans
le point 1. Si l'inégalité était stricte, on aurait par continuité l'existence de n > 0 tel que
lz(t, zo0)|| < & pour t € [T —n, T + n]. Ainsi, pour tout ¢t € [0,7 + 7], ||z(¢,z0)|| < 0, et on a
T4+ 1n < 7, impossible!

Ainsi, 'heuristique est vraie sur [0, 7[, et on obtient

N>,

vt € [0, 7], lz(t, zo)|| < K ||zoll e " < K [|zo|| <
On obtient une contraction en faisant t — 7.

Etape 2 : 0 est un point d’équilibre stable : soit £ > 0, et on fixe zo € B (O, min (5, %, %))
Par ce qui a été fait en étape 1, la solution reste dans la boule de rayon ¢, et par 'heuristique :

vt e 0,757, [|lz(t,z0)|| < K ||zolle” F".
Par le théoréme des bouts, on obtient 7% = 400, et

VteRT, la(t,z0)|l < K [|zo]l <&.

Etape 3 : 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable : c’est déja un équilibre
stable, et la décroissance exponentielle permet de conclure a la limite. |

5 Portraits de phase en dimension 2

Cette partie regroupe 1’étude de 5 portraits de phase de systemes différentiels linéaires a co-
efficients constants en dimension 2 de la forme X’ = AX. Remarquons premi¢rement que si

Xy = (zo) € R? est une donnée initiale dans la base canonique, et si B = (v1,v2) est une base de
0

R2, alors les coordonnées de X dans cette base sont donnée par X, vérifiant (;O) = PX,, avec
0

P la matrice de passage de la base canonique a la base B, i.e. dont les colonnes sont les vecteurs
v; et vo. Alors, la solution X (t) = 4 X s’exprime dans la base B par :

X(t) = P71X(t) = PLe!APX, = e 'APLX,,.

5.1 1° exemple

Ici, A1 = (é ;) La matrice est triangulaire supérieure, de spectre o(A;) = {1,2}. Son

polynoéme caractéristique est scindé a racines simples, donc A; est diagonalisable, semblable a la

1 O). On a clairement ker(A; — ) =R ey , et ker(A; —25) =R (1>

matrice diagonale D = (0 9 1

=v

=:vg

De fait,
et 0
exp(tAi) ~ exp(tD) = 0 2t
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Si zo = avy + Pug, alors, z(t) = e’ vy + PBe*' v,. Par suite, zo(t) = % (ml(t))Q. On obtient
~— ~ «

=1 (1) =:za(t)
alors le portrait de phase suivant :

1l ’agit d’un noceud instable (cas des valeurs propres strictement positives).

5.2 2%me exemple

Iei, Ay = (:g ;) Ona xa,(X)=X?—1=(X—1)(X+1). Ainsi, A5 est diagonalisable, et
1 1 et 0
E (Ay) = 3 R, E_1(As) = 1 R. De plus, exp(tAs) ~ 0 et]
~—— ~——
=:v1 =v2
; — _ t —t : _ af .
Si 29 = avy + Pue, alors, z(t) = «ae’ vy + Be”" vg. Par suite, zo(t) = Pk On obtient alors le

=1 (%) =:za(t)
portrait de phase suivant :

11 s’agit d’un point selle (cas des valeurs propres de signe opposé).

5.3 3°™Me exemple

5)
2

diagonalisable (sinon, elle serait égale & I5), on cherche donc & la réduire sous forme de Jordan.

Puisque ker(Asz — Iy) = (;l

Ici, A3 = :2) On a xa,(X) = X? —2X +1 = (X — 1)2. La matrice A3 n’est pas

)R. On choisit vo = ey, ainsi, (v1,v2) forme une base de R?, et,

=iv1

Asvy = (;) = vy + vg. Ainsi,

oot~ (1} 1)) = (5 ).
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Si g = avy + Pug, alors, z(t) = (aet + Btet) vi+ Pe! wvy. Donc,
S———— ~
=:z1(t) =:wa(t)

— g‘T xT n x2(t> = g —In T T n(x
ni) = Sea(0) + 201 ( ! ) (6 1(&)) 1) + 22(6) Inaa(1).

On définit alors f : x € R% + az + In(z)z. Etudions cette fonction. On a clairement,
Vo >0, fl(z) =a+1+In(z) >0e > e @D,

Ceci donne le tableau de signe suivante :

z 0 e—(a+1) 400
f'(x) - 0 +
0 +00

Ceci donne une idée de la fonction a tracer. On obtient alors le portrait de phase suivant :

Il s’agit d’un nceud dégénéré répulsif.

5.4 4°™° exemple

Ici, Ay = (25 _152>, et xa,(X) = X2+ 10X +49 = (X + 5)2 + 24. Donc, o(A4,) =

{542V}, et ker(As — (=5 + 2iVE)Iy) = @R. On note v, = (g) ot vy = (Vf)

=w
et (vi,vs) forme une base de R?. Remarquons que : Aqvy + idgvy = (=5 + 2iv6)(vy + ivg) =
—5v1 — 2¢/6vs + i(2v/6v1 — 5vg). Alors,

{A4’U1 = 75’[)1 - 2\/6’02

A41}2 = 2\/61]1 - 5’()2
Par suite,
526 0 1
* (o1,02) (—2\/6 _5> 51, + 2v/6M, avec <_1 0)
Ainsi,

exp(tAy) ~ exp(t(—5I5 + 2v/6M)) = e~Bte2VEME _ =5t < cos(2V/61) Sin(?ﬁt)) .

—sin(2v/6t) cos(2/6t)

Si kg = av, + Bus, alors

x(t) = (a cos(2v/6t) + Bsin(2\/6t)) e Pt + (—a sin(2v/6t) + BCOS(Q\/ét)) e P,

=:zq(t) =:zo(t)
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Donc, 22(t) + 23(t) = (a® + 8%)e 1% 11 s’agit donc d’une spirale rentrante (le rayon décroit). Afin
de connaitre le sens de rotation de la spirale, il faut prendre un exemple : pour une condition ini-
tiale v = 1,3 = 0, on obtient z(t) = e~ (cos(2v/6t)v; — sin(2v/6¢t)v2). On a donc une composante
positive en temps court selon v; et négative en temps court selon vy. Ceci donne donc le résultat.

5.5 5™ exemple

Ici, A5 = <_24 _48), et xa,(X) = X?. A5 est nilpotente, et ker(A4;5) = <_12) R. On choisit

——

=v1
ve = e1, (v1,v2) est une base de R? et Asvy = 2v;. Alors,

oot~ (1 (8 2)) = (1 ).

Si zg = avy + Pug, 2(t) = (a+2tB)vi + [ wva. Alors, 1(t) = a+ 2tas(t). On obtient ainsi :
®) ®
=:x1(t =T

S—
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