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1 Théoreme de Hadamard-Levy

Définition 1.1 (Fonction propre). Soient (E, || ) et (F,|-||p) deuz EVN. Une application f :
E — F est dite propre si, pour tout K C F, compact, f~*(K) est un compact de (E ||| 5)-

siz#0

’ ; —1/1_ —
sinon n'est pas propre puisque f~([—1,1])

1
Exemple 1.2. La fonction z : R — { 5
] — o0, —1] U1, +o0l.

Proposition 1.3. Soit f : R — R une fonction continue. Alors, f est propre ssi elle vérifie :
lim |f(z)] = +o0.

[|z|| =400
Démonstration. Supposons que f est propre. Si elle ne vérifie pas  lim |f(z)| = +oc. : il existe

[lz]|—+o0
A >0, tel que, pour tout n € N, il existe z,, € R™ tel que ||z,|| = n et |f(z,)| < A. Ainsi,

{z,, ne N} C fH([-A, A,

qui est compact, donc bornée. Contradiction. Réciproquement, soit X C R un compact. Alors,

f7L(K) est fermé, par continuité de f. De plus, c’est un borné : si ce n’est pas le cas, Vn € N, il

existe ¥, € f~1(K) tel que ||z,| = n. Alors, par hypotheése de f, |f(x,)] - +o00. Clest une
n—-+0oo

contradiction, car f(z,) € K, borné. O
Corollary 1.4. Les polynomes non constants sont des fonctions propres.
Voici un prérequis :

Théoréme 1.5 (Théoréme d’inversion globale). Soient (E,|-||g) et (F,|-||p) deuz espaces de
Banach et Qp C E un owvert. Soient f : Qg — F une application injective de classe C*. On
suppose que, pour tout point x € Qp, df(x) € GL(E,F). Alors, f(Qg) est un ouvert et la co-
restriction f : Qp — f(Qg) est un Cl-difféomorphisme.

Démonstration. Montrons que f(2g) est ouvert : soit y = f(x) € f(Qg); avec x € Qp. On
sait par le théoreme d’inversion locale, qu’il existe V, voisinage ouvert de g contenant z, et
W = f(V), voisinage ouvert de F' contenant y, tel que, f|,, — W est un C! difféomorphisme. Ainsi,
W= f(V) C f(Qg) est un voisinage ouvert. La continuité de 'application inverse est évidente. [J

Pour le théoréme qui nous intéresse, on relaxe un peu les hypotheéses, et on ne suppose plus f
injective mais propre.
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ENS Rennes 1 THEOREME DE HADAMARD-LEVY

Théoréme 1.6 (Hadamard-Levy). Soit f : R® — R™ une application de classe C2. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est un C' difféomorphisme global de R™.
2. f est propre et vérifie : pour tout x € R™, df(x) est inversible.

Démonstration. Pour le sens direct, il convient de remarquer que, f est nécessairement propre,
puisque, pour tout compact K C R", f~1(K) est compact comme image de K par la fonction
continue f~'. De plus, le théoréme des fonctions composés appliqué a la relation f~' o f = Idgn
donne :

Ve eR",  dfT'(f(z)) o df(z) = Idrn.
Ainsi, df(z) € GLR™).
Pour le sens réciproque, il convient de remarquer que le théoreme d’inversion locale s’applique,
et f est un C! difféomorphisme local. Il faut alors montrer que f est bijective pour conclure.
On fixe y € R™ et on veut montrer que cet élément posséde un unique antécédent par f, i.e.

Card(f~1({y})) = 1. Quitte & poser g = f — y, qui vérifie les mémes hypotheses que f, on se
ramene a étudier le nombre d’antécédents de 0 par f.

Etape 1 : Card(f~*({0})) > 1. On considére :

R — R™

Fry o —df@)'(f@)

Il est clair que F' € C'(R™,R™). On considére I’équation différentielle suivante :

y = F(y)
{ 4(0) W

qgeR”

Au vu de la régularité de F, ’équation admet une unique solution maximale y(-,¢) définie sur un
intervalle ouvert dont on note [0, 7*[ la restriction aux temps positifs. Montrons que cette solution
est globale. On pose g : t € [0,T*[— foy(t,q) € R™. Alors,

vte [0, T,  g'(t) =df(y(t,q) (' (t,q) = —foy(t,q) = —g(t).

Alors,
vee 0,77, g(t)=foy(t,a) = fla)e™".
Ainsi, Vt € [0,T*[, y(t,q) € f~! (B(O, Hf(q)||)), qui est compact car f est propre. Par principe

de majoration a priori, T* = 4o00. Par compacité, il existe y* € R™ et (tg)ren € (R+)N tel que
ty, — +ooety(ty,q) — y*. Alors,
k—+o00 k—4o00

fly(tr, @) = g(tr) — 0.

k— 400

Par continuité de f, il vient f(y*) = 0.

Remarque 1.7. Pourquoi avoir introduit une telle équation différentielle ? On cherche un 0 de f.
Alors, on dimension 1, il convient de remarquer que :

W)
f'(y)
Une dérivée discrete de y dang cette équation différentielle donne :
f(yn)

Yn+1 = Yn — .
f'(yn)

C’est la méthode de Newton, qui correspond bien d une recherche de 0!
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ENS Rennes 2 VERS LA CONTROLABILITE DES EDO..

Etape 2 : Card(f~'({0})) < 1. Les équilibres de 'équation différenticlle sont les zéros de f.
Montrons qu’ils sont asymptotiquement stables. On applique le théoréme d’inversion locale en y* :
il existe Uy~ un ouvert de R™ contenant y*, et d,- > 0 tel que f|; . : Uy — B(0,d,+) soit un

C! difféomorphisme. Supposons qu’il existe o > 0 tel que y(to,q) € Uy+. Alors, pour tout ¢ > o,
y(t,q) € Uy~. En effet,

{t € [to, +ool, y(t,q) €Uy} = {t € [to, +oo, y(t,q) = (f‘Uy*)il (e‘tf(q))}-

(par décroissance de la norme de g). L’ensemble de gauche est ouvert, celui de droite est fermé, et
il est non vide. Il est donc égal & [tg, +00[ car connexité. Ainsi,

y(t,q) — y*,

t——+oo

par unicité du zéro de f sur Uy-. Concluons par un nouvel argument de connexité : pour y* €
f71({0}), on définit :

Wy = {q R, y(ta) = y}

Alors,
R'= |J W,
y*ef~1({0})

Il reste & montrer que ce sont des ouverts, non vides, disjoints. Le caractere disjoint est évident,
par unicité de la limite. Le fait que y* € Wy~ (point d’équilibre) assure que W, # (. Montrons
qu’ils sont ouverts : on considere 7, > 0 tel que B(y*,2ny-) C Uy~. Soit ¢ € Wy-~, alors, il existe
T > 0, tel que y(T,q) € B(y*,ny+). La continuité du flot par rapport & la donnée initiale assure
qu’il existe § > 0 tel que :

la = d'll <6 =[ly(T,q) — y(T. ¢ < ny-.
Ainsi, pour tout ¢’ € B(y*,d), par inégalité triangulaire,
19(T,q') = "Il < Iy(T, 0) = y* [l + 1y(T, @) = y(T, q")I < 2y

*

Alors, y(T,q") € B(y*,2ny+) C Uy~. Par ce qui a été fait avant, on a montré que : y(t,¢’) — y*.

t—+oo
Ainsi, ¢ € Wy~ donc B(q,d) C W,-. Ceci conclut, par convexité de R™. O
Remarques 1.8. 1. Ce théoréme reste vrai alors I’hypothése f € CLH(R™), mais, la preuve est
différente.

2. Référence : C. Zuily et H. Queffelec, Elements d’analyse, 2éme édition — M. Zavidovique,
Un max de maths.

2 Vers la controlabilité des EDO..

2.1 Un premier critere de contrdlabilité

Cadre. On considére n,m € N deux entiers, Ty < Ty deuz réels, A € C°([Ty,T1], M,(R)), B €
CO([Ty, T1), Mu.m(R)), et on s’intéresse au systéme suivant :

2/ (t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) pourt € [To, T1], (2)
ou x désigne l’état du systeme et u, le contréle de ce systéme.

Nous pouvons maintenant définir la notion de controlabilité d’un systeme linéaire.

Définition 2.1 (Contrdlabilité). Le systéme est dit controlable sur [To,T1] si on a : pour tout
wo,71 € R", il existe un contréle u € CO([Ty, T1],R™) telle que l'unique solution = associée au
probléme de Cauchy avec condition initiale x(Ty) = xo vérifie x(T)) = x1
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Définition 2.2 (Matrice gramienne). En notant R(-,-) la résolvante associée a A, on appelle
matrice gramienne associée au systéme la matrice

T
6= / R(T1,5)B(s)'B(s)'R(T, 5)ds € M, (R).

To
Proposition 2.3. La matrice gramienne est symétrique positive.

Démonstration. La matrice est clairement symétrique; en effet :

T1
/T *(R(Ty,s)B(s)'B(s) R(T1, s)) ds = &.

T
e =" (/ R(Ty, s)B(s)'B(s)'R(Tx, s)ds)

To

De plus, pour tout x € R™,

T
(2|Gx)2pn = "2Gx = / txR(Ty, s)B(s)'B(s)'R(T, s)xds.
To
Ty T 9
(x|Gz)2mn = /T (*B(s)'R(T, s)z|'B(s)"R(T1, S)‘T)Q,Rm ds = /T |*B(s)" R(Tx, s)QUHQRm ds > 0.
O

Théoréme 2.4 (Critere de controlabilité). Le systéme est controlable sur [Ty, T1] ssi la matrice
gramienne associée au systéme est inversible.

Démonstration. Supposons que la matrice gramienne est inversible. Montrons que le systeme
est controlable sur [Tp, T1] ; on considére (zg, 1) € R™ xR™, un état initial et une cible et définissons
u:te (Ty, Th) — 'B@t)'R(T1,t)&~ ! (1 — R(Ty,Ty)zo) € R™. Cette application est clairement
C°([Ty, T1],R™). Montrons qu’elle permet d’amener la solution de zg & x; : par la formule de
Duhamel, I"unique solution du probléeme de Cauchy est donnée par :

T
vt € [To, Th], =(T1) = R(T1,To)xo + R(T1,s)B(s)!B(s)'R(T1, )& ! (z1 — R(Ty, Ty)xo) ds.
To
Ainsi,
T

YVt € [To,Tl], .I‘(Tl) = R(T17T0)$0+<
To

R(Tl,s)B(s)tB(s)tR(Tl,s)ds> &7 (21 — R(Ty, To)xo) -

=G
On obtient donc x(77) = x1, ce qui conclut.
Réciproquement, on suppose que la matrice gramienne n’est pas inversible. Soit y € ker(&) \ {0}.
Ainsi,
t Tl t 2
vy = [ YR B g ds =0
To
Par suite, ¢t € [Ty, Ty — yR(Ty,t)B(t) est nulle. Soit u € C°([Ty, T1],R™) un contrdle quelconque,
et x 'unique solution du probleme de Cauchy issue de zg = 0. Alors,
T
x(Ty) = R(Th, s)B(s)u(s)ds.
To

De cette égalité, on obtient :
(ya x(Tl))QyR" = Oa

ceci valant quelque soit le controle. On ne peut donc pas trouver de controle u € C°([Ty, T1],R™)
amenant la solution de g = 0 a 1 = y puisque y est non nul. O
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2.2 Un exemple

¥y = —sin(t)xs
Exemple 2.5. On considére le systéme { xf, = cos(t)rs . Ce systéme est-il controlable sur
Th = w
0 0 —sin(¢) 0
[0,27] 2 Il se met sous la forme (2) avec A(t) = [0 0 cos(t) | et B(t) = [0 ] . Puisque la
0 0 0 1

matrice A vérifie pour tout (t,s) € R?, A(t)A(s) = A(s)A(t), la résolvante est donnée par :

0 0 1-—cos(t)

2
R(2m,t) = exp (/ A(S)d8> =exp |0 0 —sin(¢)
¢ 0 0 0

Puisque la matrice est nilpotente (d’ordre de nilpotence valant 2), on peut calculer facilement son
exponentielle, et pour tout réel t,

1 0 1-—cos(t)
R@2mt)=|0 1 —sin(¢)
0 0 1
Par suite, la matrice gramienne est donnée par :
o (1 —cos(t))? —sin(t)(1 — cos(t)) 1 — cos(t) 3r 0 2«
6= / —sin(t)(1 — cos(t)) sin?(t) —sin(t) |dt=[0 =« 0
0 1 — cos(t) — sin(t) 1 2r 0 27w

Cette matrice est de déterminant 2m3, qui est donc inversible. Ceci montre la controlabilité du
systéme

/
Exemple 2.6. On considére maintenant le systéme { I, z . Ce systéme est-il contrélable

—_

sur [0, T], avec T > 0 ¢ Il se met sous la forme avec A = < 0> et B = 0 . Le systéme étant

0 0 1
a coefficients constant, la résolvante est donnée par une exponentielle matricielle. On remarque

facilement que pour tout réel t,
et 0
exp(tA) = (0 1) .

Ainsi, la gramienne du systéme est donnée par :

46

Cette matrice est non inversible, ce qui prouve que le systéme est non controlable. Ce calcul est
fidéle a Uintuition. En effet, le controle n’affecte que la dynamique en y, la coordonnée en x agit
selon une dynamique indépendante de u, et ne peut donc pas étre controlé.

Ces exemples permettent de constater que ce critere est parfois compliqué & mettre en ceuvre en
pratique; il faut pouvoir calculer la résolvante du systéme, puis 'intégrale, déterminer si la matrice
est inversible, etc. On cherche donc a déterminer un critere plus simple & vérifier en pratique.

2.3 Théoréme de Kalman
Dans toute cette section, on suppose que A et B sont des matrices & coefficients constants.
Définition 2.7 (Ending map). On définit l'opérateur :
C([To, 1], R™), Ilo) — R™
Fr, ¢ &

u — . R(T1, s)B(s)u(s)ds

Compléments de cours 2 - Agrégation 5 Théo Gherdaoui
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Remarque 2.8. Au vu de cette définition, le systéme est contrélable sur Uintervalle [Ty, T} ]
ssi Uapplication Fr, est surjective

Définition 2.9 (Matrice de Kalman). On introduit la matrice de Kalman du systéme (2),
K = [B|AB|---|A"'B] € My nxm(R),
matrice dont les m premiéres colonnes sont celles de B, les m suivantes celles de AB etc.
Les deux propositions suivantes motivent I'introduction de la matrice de Kalman :
Proposition 2.10 (Lien avec ’ending map).
Im(K) = Im(Fr,)
Démonstration. On remarque que Im(K) = Vect(A*Bu,u € R™, i € [0,n — 1]).
Pour le sens direct, on consideére y € Im(K)*+. Alors, pour tout i € [0,n — 1], tyA’B = 0. Par le
théoreme de Cayley-Hamilton, on peut écrire A" comme combinaison linéaire des (A");cfo,n—1]-

Alors, par récurrence, on montre que Vi € N, ‘yA’B = 0. Par suite, pour tout N € N, pour tout
réel t,
N ¢k Ak

t
y !
k=0

B =0.

En passant & la limite, on obtient ‘ye*B = 0, pour tout réel t. Ainsi, pour tout contrdle u €

C([To, 1], R™), ;

(y7]:T1 (u))2,RT" - ty/ G(TI_S)AB’LL(S)CIS = 0.

To
Par suite, y € Im(Fr,)*.

Réciproquement, on considére y € Im(Fr, )+, alors, pour tout u € C°([Ty, T1],R™), on a :

T
(y, Fry, (u))2,pn = byFr, (u) = / tye(Tl_s)ABu(s)ds =0.

To

Ainsi, on obtient avec le contrdle particulier u : ¢ € [Ty, Ty] — tBe(T=0'4y ¢ R™ .
T
/.
g:te [Ty, 1]~ tye=D4B e R™
est nulle. Ainsi, Vi € [0,n — 1], g (T1) = (=1)"*y A’ B = 0. Par suite,

2
tye(Tlf“”)ABH2 o ds = 0.

Ainsi,

Vi € [0,n — 1], Vu € R™, tyA'Bu = 0;
Donc, y € Im(K)=. O
Proposition 2.11 (Lien avec la matrice gramienne).
Im(K)* = ker(8).

Démonstration. En introduisant g : ¢ € [Ty, T1] ~ tyeT =94 B, on a :

y€Im(K)+ & Vie[0,n—1],VueR™, (y,A'Bu)agrn ='yA'Bu =0
& Vie[o,n—1], 'yA'B=0
& VieN, tyA'B =0 (par Cayley-Hamilton)
& VieN, ¢gO(T) =0
< g =0 (car g est analytique)
Ty

& / Hg(t)||§7Rm dt = 0 (par continuité)

To
& WGy =0
&y € ker(6).
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Pour la derniére équivalence, le sens réciproque est clair. Pour le sens direct, si {ySy = 0, alors,
comme & est symétrique positive, elle admet une racine carré, i.e. il existe S € S;F(R) tel que
52 = &. Ainsi,
t t, a2 2
0="y&y ="yS"y = [Syllsrn -
Donc, y € ker(S) = ker(S?) = ker(&). O
Théoréme 2.12 (Kalman). Le systéme est controlable ssi rg(K) = n.

Démonstration.
Le systéme est controlable ssi & € GL,,(R) ssiker(&) = 0 ssi Im(K) = R™ ssi rg(K) = n.
O

Remarques 2.13. 1. Dans cette condition, les variables Ty et Ty n’apparaissent pas. Ainsi,
dans le cas des systémes linéaires a coefficients constants, entre controlable sur [Ty, Ty] est
équivalent d étre controlable sur [T, Ty]. Cela ne dépend pas de lintervalle de temps sur
lequel on se place.

2. On obtient méme de la smooth-STLC. Plus précisement, on peut utiliser la densité de
GL,(R) dans My (R) pour montrer qu’il est possible d’obtenir de la controlabilité avec des
contréoles C*° a support compact.

3. Cadre : controle scalaire (m = 1) et A ~ diag(M1,...,\n), diagonalisable. La formule de
Duhamel fournit :

t
v, z(t) = eAtTo)g —l—/ eAt=%) Bu(s)ds.

To

Ainsi, Vg, x1 € R", VTy < Ty, on a :

$<Tl) =1 < ; €A(T1_S)BU(S)C18 =2 — eA(Tl_TO)xo.
0

On introduit une base B de diagonalisation de A et, en écrivant B = (b;)ic(1,....n}, To/1 =

Ty
Vie{l,...,n}, bi/ u(s)eAi(Tl’S)ds =214 — e)‘i(TlfTD)xoyi
To

Ce systéme admet une unique solution quelque soit xg,x1 ssi les (A\;); sont deux d deux dis-
tincts, et les b; sont non nuls (on construit alors une famille biorthogonale a (¢t — e=it); ).
De plus,
det(B,AB,..., A" 'B) =
by Mby - ATl
=bi...bn [ =)

: : : 1<i<j<n
by Anb, oo AT,

4. Recasage : 148 — 220 — 221.

5. Référence : Control and Nonlinearity, J.-M. Coron.

Exemple 2.14. On reprend l'exemple 2 traité dans la partie précédente. On a A = <1 1) et

o (%) s -
wo.am—((0).()) -2

Le systéme est donc controlable sur [Ty, T1], quelque soit (Ty, Ty) € R2.
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3 Vers les distributions

Proposition 3.1 (Dérivation constante sur R). Soit I un intervalle ouvert de R, et T € D'(I)
telle que T' ’Di]) 0. Alors, il existe C > 0 tel que :

T = C.
D(I)
Remarque 3.2. [l s’agit ici d’un abus de notation. Dans [’égalité précédente, la constante présente
dans le second membre désigne la distribution associée a la fonction constante C, qui est L} (I).

loc

Démonstration. Soit x € D(I) vérifiant /X(t)dt = 1. Soit ¢ € D(I). Alors, ¢ := <pfx/<p(t)dt €
I I
D(I) est d’intégrale nulle. Ainsi, il existe & € D(I) telle que &' = 1. On a alors :

= —(T",¢)pr1).pr) HT, X) D (1).D(1) - /Igo(t)dt.

(T, )p(n),p(1) = (T7 ¢ +X/150(t)dt)

D'(1),D(I)

On obtient donc : (T, 0)p/ (1), p(r) = (C, @)/ (1), (1), avec C = (T, X)pr(1),p(1)- O

Exemple 3.3. Résolvons dans D'(R) l’équation 2T +T = 0. On a :
2I"+T = 0& (2T) =
D'(R) D/(R)

<3AC >0, 2T = C
D'(R)

1
<:)E|C>O,x<T—C’vp(>) =0
x "(R)

D
1
©3C>0K>0,T = Cup <x> + Ké,.

"(R)

4 Autres suggestions

1. Cauchy-Lispchitz global. Recasage : 205 — 220 — (220 — 221).

2. Nombre de zéros d’'une EDO. Recasage : 220 — 221 — 224.
Référence : Quéffelec-Zuily, Analyse pour l'agrégation (p 404).

Théoréme 4.1 (Nombre de zéros d'une EDO). Soit a € R, ¢ € C*([a, +o0[,R%) vérifiant
+oo
¢(2) = 04100(q? () et Va(z)dz = +oo. Soit y une solution non nulle de I’EDO

y" +qy = 0. On définit al?)rs, pour x = a, N(x) = #{u € [a,2], y(u) =0}. Alors,

N(z) ~ l/x vV q(u)du.

x—4o00 T

Etude des équations de Hill Mathieu. Recasage : 220 — 221.
EDP de transport linéaire. Recasage : 220 — 221.
Probléme aux limites (espace de Sobolev et Lax Milgram). Recasage : 205 — 208 — 213.

S Gk W

Partie d’'un développement : transformée de Fourier de la Gaussienne.
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