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Je tiens plus particuliérement a remercier Florent Jouve, mon maitre de stage, qui s’est montré
trés disponible, accueillant, et dévoué, qui a su m’aider, m’accorder du temps, mais aussi me lais-
ser travailler en autonomie. Je tiens également a souligner I'investissement indéfectible des autres
membres de I'université de Bordeaux, notamment Cyril, le responsable de la BMI, qui s’est toujours
montré trés prévenant, et efficace.

Je tiens enfin & remercier Simon, pour ’hébergement sur Bordeaux, les moments passés en-
semble, et les conseils précieux qu’il a su m’apporter quant & la rédaction de ce rapport, Ophélie,
mon ancienne colocataire et éléve au magistére d’Orsay, ainsi que mes parents, pour la relecture
de ce document.



Ce rapport est le fruit du travail que j’ai produit au cours de mon stage de fin de licence
3, qui a été effectué a I'université de Bordeaux, durant 4 semaines, sous la tutelle de Florent
Jouve. J’y ai partagé le quotidien des chercheurs, mais j’ai aussi assisté & un cours, dispensé
par mon tuteur de stage, intitulé : Graphes expanseurs et propriétés d’écart spectral, qui re-
joignait de prés le théme de mes recherches. Vous pouvez retrouver le descriptif du cours ici :
https ://www.adum.fr/script/formations.pl 7mod=200735&site=edmi. J’ai enfin pu assister a cer-
taines conférences Iwasawa, qui avaient lieu & Bordeaux, fin juin.

L’objectif principal de ce stage a été de démontrer le résultat suivi, énoncé par Gallagher en
1973 :

,—{ Théoréme l )

Soient N et r deux entiers naturels, r > 2.

Définissons :
r—1 ‘
E.(N):= {XT + ZaiXZ € Z,[X], Vi,|a;| < N,réductible sur Q}
i=0
P=il
X,.(N) := {X?“ +) a4 X' € Z,[X], Vi, |ai| < N}
i=0
Alors,
ﬁET(N) S CT2 ln(N)
1Xr (V) 2N +1

oul C' est une constante absolue.

La deuxiéme partie de ce rapport est consacrée & un raffinement de ce résultat, qui utilise la
théorie de Galois, et qui fait le lien entre la décomposition en produit d’irréductibles d’un poly-
néme, et son corps de décomposition.

,—{ Théoréme

Soient N et r deux entiers naturels, r > 2.
Définissons :

p=1l
E.(N):= {XT + ZaiXi € Z,.[X], Vi, la;| <N, tel que Galg(f) # GT}
i=0

r—1
X,.(N) := {X’” i ZaiXi € Z,[X], Vi,la;| < N}

i=0

Alors,
ﬁET(N) 3 ln(N)
2ol o3
X.(N) = VBN +1

oul C' est une constante absolue.




1 Principe du grand crible

1.1 Premiéres définitions - axiomatiques

Définition 1. On appelle crible, tout ensemble de deuz triplets : ¥ = (Y, A, (p1)) ou
- Y est un ensemble.
- A est un ensemble d’indices.
-VYleA, p Y =Y est surjective et Y] est un ensemble fini.
etv=(X,u,F) ou :
- (X, 1) est un espace mesuré de mesure finie.
- F: X =Y, rendant les composées p; o F' mesurables.

On appelle support premier du crible, un sous-ensemble L* de A, fini. On se donne enfin une famille
d’ensembles Q = ())1ec+, ou, VI € L*,Q; C Y. Il s’agit alors d’estimer la mesure de ’ensemble :

S(X,0,L%) = {ze X |VleLl pF)dn

Nous nous attacherons dans toute la suite a illustrer les outils développés & ’aide d’un exemple
fil-rouge, qui est le suivant :

Exemple. ConsidéronsY =Z, A =P

VieP,p :Z— Z/IZ est le morphisme associant & un élément sa classe mod .

X =[|M;M + NJ|| et pu est la mesure de comptage. F est Uapplication identité, L* est un ensemble
fini de nombres premiers et VI € L*, Q; = {0}. Alors :

S(X,Q,L%) = {z € [|M; M+ N|] |Vl €L, x%0[]}

C’est ’ensemble des entiers d’un certain intervalle qui n’admettent aucun des éléments de L* dans
leur décomposition en produit de facteurs premiers.

Notation. On notera S(A) Uensemble des parties finies de A. Il correspond dans le cas exposé
précédemment auz entiers sans facteur carreé.

Notons llm pour 1 € m et m € S(A). Nous considérons enfin L les sous-ensembles (finis) de L*.
C’est ici l’ensemble de tous les entiers sans facteur carré, seulement divisibles par les premiers de

L*.

Définition 2. Soit X un ensemble fini. On appelle densité sur X toute application v, définie sur
X a valeurs dans [0;1] vérifiant :

- Ve e X,v(z) >0

- Zv(a:)zl

zeX

Proposition 1. Soit [ € A, et v; une densité sur Y.

F(v;,C) = C
L’application (.|.) := (f.g) — Z v(y)f(y)g(y) munit F(Y;,C) d'un produit scalaire hermi-
yeY]

tien.



Démonstration. La quantité est bien définie puisque, par hypothése, Y; est fini. L’application est
trivialement linéaire en la premiére variable, et semi-linéaire en la seconde, par linéarité de la
somme. Elle est donc sesquilinéaire.

De plus, Vf,g € F(¥1,C) (flg) = >_ v fWaly) = > v f®)g(y) = (g/f) puisque v, est a
. yey; yey;

valeurs réelles. Etant & valeurs dans un corps, c¢’est une forme hermitienne.

Enfin, Vf € F(Y;,C),(f|f) = Z vi(y)|f(y)|?, qui est une quantité positive, et v; ne s’annulant

YyeY]
pas, on en déduit que 'application est définie positive, ce qui en fait un produit hermitien. O

Proposition 2. Soit | € A, et v; une densité surY;. L'espace L*(Y;,v;) = (F(Y1,C), (.].)) est un
espace de Hilbert.

Démonstration. L’ensemble F(Y;,C) est bien un espace-vectoriel, et application (.|.) est un pro-
duit scalaire sur cet espace d’aprés la propositon 1. Montrons qu’il est complet pour la norme
(notée N) associée au produit scalaire.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy de (F(Y;,C), N). Alors :

€ /

(%) : Ve > 0,3n, € N/Vn > 1y, Vp > no, N(fr, — fp) L ———==1=¢

1
2 o)

yeY]

donc,

Yo ufa— Sl (y) < €2

YyeY]

1
v GY, n = n 5 <=
y ey, |fuly) y)l < y%;l \/7‘/7|f cis y%:ylvz(y) e

Par suite, (f,(y))nen est une suite de Cauchy a valeurs dans C qui est complet donc elle converge.
Yy € Y}, notons f(y) := lir+n fn(y). f appartient a F(Y;,C). Vérifions enfin que la convergence a
n—-+0o0

lieu en norme N : il suffit de faire tendre p vers +oo dans la relation (x). O

Notation. Dans la suite, lorsque I'on note L2(X, i), alors :
- 51 X est un ensemble fini, on considére l’espace de Hilbert défini précédemment.

- Si X n’est pas fini, on considére ’espace de Hilbert standard, muni de la norme :

felexcen= </X |a(a:)2du(x))1/2

Définition 3. Vm € S(A), on définit : Yy, := HYl et pm = { YZ;:}(/;%(y))
14 llm

llm

Proposition 3. Soit m € S(A), et ¥ lm,v; une densité surY;.
Y — [0:1]
Alors : vy, 1= y=(y) Hvl(yl) est une densité sur Y.
llm
Démonstration. Yy = (y1) € Yin, vm(y) > 0 comme produit fini de telles quantités. De plus, si
T

m = (1, ,l,) alors, Z v(y) = Z Z vll(yll)~--vlr(le):H1:1 O

YEYm 1€Y1 1-€Y,



Proposition 4. Soit m € S(A). Supposons donnée ¥V l|m, v;, une densité sur Y;. L’application

F(Y,,C)?2 = C
()= (f,9) — Z vm () f()g(y) munit F(Yy,,C) d’un produit scalaire hermitien.
YEYm
Démonstration. On procéde comme pour la proposition 1. O

Notation. Vi € A, on notera v(€Y;) := Z v(y)
yE

Remarque. On vérifie aisément que l'espace L2(Yp,vm) = (F(Ym,C),(.|.)) est un espace de
Hilbert.

1.2 Inégalité du grand crible

Proposition 5. Soit [ € A. Supposons fixée une densité de Y;, et une base orthonormée B; de
L2(Y},v1), qui contient la fonction constante égale a 1, et Bf = B, — {1}. Soit m € S(A). Alors
B = HB; est une base orthonormée de L2(Yp,vy) ot (p1) = (y1) — ngl(yl),

llm llm

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’une base orthonormée d’un tel espace existe, puisque
c’est un C-espace vectoriel de dimension finie. En effet, {z +— 1,(z)|y € Y;} est une famille généra-
trice.

Soit @z@(pl etw=®wl.

llm llm
@) => vm@ewv@) = > [Tvw) [Tew)]]vw) =]]lé) doncla famille est
YEY (Y1) EYm lIm llm llm lm

bien orthonormée. Vérifions que c’est une base :
Soit f € F(Ym,C), alors f = (fi)i=1,..r avec m = {1, ..,7}.
l;

Or pour tout 1 < i < r, Hli,ﬂ(/\;)lgjgli tel que f; = Z/\;qb; avec (/)3 € B; pour tout j. Donc,
j=1

l;
f= (Z A§.¢§)i:17__7r S Vect((gb;)i, 1<i<r1<j<l). On vérifie aisément qu’elle est libre. [
Jj=1

Théoréme 1. (Inégalité du grand crible) Soit 1,~y, les deux triplets d’un crible, L* le support
premier du crible, L étant les sous-ensembles (finis) de ce dernier. Soit A = f%(X,L) la plus
petite constante positive vérifiant pour tout o : X — C, de carré intégrable sur ’espace de Hilbert

(LX), [l x) -

> 2

meL pEB,

<A /X () Pdpx)

/ (@) (o (F(2)))dp(z)
X

Alors, YQ = (),
1S(X,0,L%)| < AH™!

_ v($)
=2 Hl—v(lﬁl)

meL l|m

avec



Notation. Vm € S(A), Vy € Yy, Vo € By, Ya € L2(X, 1), notons :

S(m,y) = a(x)dp(x
( y) /{pm(F(x)):y} ( ) u( )
S(p) = /X (@) (o (F(2)))dp(x)

Lemme 1.

vied Y IS(p) Z'Sly ’/

peB; yeY]

Démonstration. Soit | € A, Par le théoréme de Fubini-Lebesgue,

S 18(e / / S o ou(F @) e F @) du)du(y)

wEB; yezs*

Or (¢)peB, est une base orthonormée de I’ensemble des fonctions sur Y;, donc, en introduisant ¢
le symbole de Kronecker :
(6(y, )le) = v(W)e(v)

donc,
5. 9,2)
gz;, v(y)e(2) (3
Par suite, Z 1S(p)|? = //}(2 a(z)a(y) [Mpl (f((pfzi;‘gcg;(y))) - 1} du(x)dp(y) en 6tant la contri-

peEB}
bution due & la fonction constante égale & 1.

T suite (m)oz(y) T — a(x T i
Par suite, 2, ISt //{mm)) o (Fy V(o (F(2)) Aul)ity) ’/X (i)

peBf
S ’ alx Td x)d — alx)d
@%B:LJ = zeY //{Pl(F(m)) p(F(y))= z} a(@)aly)du(@)du(y) ‘/X
IS y)I?
L ser=3 55 |/ a@auto| .

Lemme 2. Soit o : X — C, de carré intégrable sur Uespace mesuré (X, u), supportée dans
S(X,Q,L*). Vm C L*,

v(§)
]. — 'U(Ql)

5 s o

pEBY,

llm

Démonstration. On raisonne par récurrence forte sur |mj.

Sim={l}:

‘/amd
X

L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure que :

2 |szy B 1S(L,y)[?
\ /X a(@)du(z) c.<5.< S ) (Z AT L

YyEYI\Q yeEY] yeY]

au vu de la condition portant sur le support de a.

> Sy)

yeY\




<le\Ql [Z|S |2+‘/axd
X

pEB;

[ a@anto

Or v(Y;\ ) =v(Y7) —v() =1 —v() par deﬁnition de la densité.

2
x) ] par le lemme 1.

Donc,

v(§2
Par suite : Z 1S(p)|? > / a(x)d ) ce qui démontre D'initialisation.
X 1—v(S)
peEB]
Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n, et considérons m C L£*, |m| = n + 1. Ecrivons

m = mymsz ol my, ma # (.

Yo IS@lP= Y Y IS @)l

peBr, <p1€B,*n1 <pg€Bj;L2

Or, S(¢1 ® ) = /X (@)1 (P (F(2))) 03 (pma (F(2))) ()

Posons 8 = a.@1(pm, (F(.))), elle est supportée dans S(X, 2, L£*), donc, par hypothése de ré-
currence, puis en sommant :

2
SOosere Y ‘/Xﬁ(az)du(x) H%— > S(«m)IQH%

PEB my p1EB}, llmo p1EB, llmo
2
DRCICIEE s | [a@
PEBY m, l\mlmg m
en appliquant & nouveau ’hypothése de récurrence. O

Démonstration. (du théoréme) Soit o = 1g(x,0,2)-
Remarquons que |S(X,Q, £*)| :/ a(x)du(x) :/ o?(x)du(x).
X

X
Elle vérifie par défintion la condition de support et est de carré intégrable, donc, le lemme 2 affirme
que :

1S(X,Q, L) |22H1_v <> > ISy \2<A/|a )2du(x) = A|S(X,Q, L)

meL l|lm meL peEBY,

par définition de A, ce qui donne la majoration annoncée. O

1.3 Interprétation de A

Proposition 6. Soit
L3(Y:) = {f e L) | (fl1) =0}

L3(Ym) == {f € L2(Yyn) | (f]1) =0}



(LX), [l x) = (@ L5(Ym)', |-|I>

T: meL

ars (10 [ @) (pn(F)iuts))

m

est une application linéaire continue dont la carré de la norme subordonnée vaut A.

Plus précisément, Vf € L2V, 3 fm)mer € LE(YVy) tel que f = fm. Alors,
0 0
meL meL

Il fll:= Z Hfm”zﬁc(ﬁg()ﬁn),C) munit @ L2(Y,,), d'une norme.
meL meL

Démonstration. Remarquons premiérement que lespace L£3(Y;) est l'orthogonal du sous-espace
vectoriel engendré par la fonction constante égale & 1. Par suite, B; en est une base orthonormeée.
Ainsi, B, est une base orthonormée de L£3(Y,,). Soit m € L, soit o € £2(X,u). Considérons
I’application :
(L3(Yon), (1) = (C, L)
TS .

mi fes /X o (@) f (om (F(x)))du(z)

Ve Li(Yom),

‘/X a(@)f(pm (F(2)))dp(x)

=2 (f|</’)~/X04($)<P(Pm(F(ﬂc)))du(x)

pEB},
1/2 1/2

<A Ziwer) - X[ e@elonFE)ine)

@5\ peBs, o€B;,

Le premier facteur correspondant & la norme de f induite par le produit scalaire, et T étant
linéaire, on en déduit que T est une application linéaire continue dont la norme d’opérateur
vérifie :

o\ 12
1Tz czmo< | Do / a(x)p(pm(F(2)))dp(x)
peB;, 17X
Soit :
Y = (C,[])
Iz Ny
Y= D2y | T a(z)dp(r)
T [ om () S pan=v)
ou p désigne 'opérateur de projection.
Cette application est congue de sorte que pour tout ¢ € B,
(701 = [ al@elpn(P@))inta)
C’est un cas d’égalité. On en déduit donc :
1/2

2

() (1Tl 22 v,y = Z

pEB],

/ (@) (o (F(2)))dp(z)
X



Par suite, Vo € £L2(X, i), on obtient grace a ()

IT@)1*= YTy = D >

meL meL pEB},

2
/ o (F(2)))dp()

2

> 2

meL peEB,

= |T(e)|?< TN o (2., £2(Ym)") e Z2(x )

/ o (F(2)))dpi(z)

Enfin, T" est une application linéaire continue, et

2

||THEC(L2(X#)=®”L6L £3(Ym)/): A
par définition de la norme subordonnée. O
Remarque. Cette interprétation de A permet de montrer que cette quantité ne dépend en fait pas

de la base fixée.

1.4 Majoration de A par dualité

1.4.1 Transposée d’applications linéaires et propriétés

Définition 4. Soit E et F deux espaces vectoriels et uw € L(E, F). Alors, tu € L(F*, E*) vérifiant
pour tout ¢ € F*,
fuop=ypou

On appelle alors Uapplication ‘u transposée de u.

(elle existe et est unique puisqu’elle est uniquement determinée).

Le but est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 7. Si (E, ||.||g) et (F, ||.|r) sont deuzx espaces vectoriels normés, alors,Vu € L.(E, F),

lullzoce,my= "ullzocre B

On admet pour cela le théoréme suivant :

Théoréme 2. (Hann-Banach)(Admis) Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, F un sous-espace
vectoriel de E et g une forme linéaire continue de norme ||g|| sur F. Alors, il existe une forme
linéaire continue f qui prolonge g sur E et telle que ||f||= |lg||-

Référence : http ://perso.eleves.ens-rennes.fr/people/Antoine.Mouzard/DEV /hahnbanach.pdf - ENS
de Mathématqiues de Rennes.

Corollaire 1. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé et x # 0, un vecteur de E. Alors, 3f €
L.(E,K) vérifiant : ||f|lz, exy=1 et f(x) = |z|.

Démonstration. Soit x # 0. H = Kz, c’est un sous-espace vectoriel de E.

Soit f : Az € H — M||z||. C’est une forme linéaire continue de norme 1. On peut donc lui appliquer
la théoréme de Hann-Banach, et on conlut a l’existence d’une forme linéaire continue, g, sur F, de
norme 1, et elle vérifie trivialement U'identité g(x) = f(z) = ||z|| O

10



Proposition 8. Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé de dimension finie, alors il existe un
isomorphisme isométrique entre E et son bidual.

Démonstration. Soit :

(& D) = (&) 1
E* - K
g g(z)

C’est évidemment une application linéaire. On sait de plus que dim(F) = dim(E*) = dim((E*)*).
Il suffit donc de montrer que I'application est injective, montrons donc que c’est une isométrie, cela
permettra de conclure :
On a, Vx € E, non nul,

Lo(Lo(EK)K))

T ev, :

IT@) ooy 0= llevelle.comry=  sup  leva(f)l=  sup  [f(z)] ()
1fllzecek)=1 1fllzecexy=1

Or le corallaire 1 affirme l’existence d’une application g € L.(F, K) de norme 1, et vérifiant g(z) =
Jal.

Donc, () donne || J(2)||z.(c.(zk).k)> ||7|. L'autre inégalité étant évidente (si || f||z. = 1, alors
|f(z)] < lz|]), on conclut a I’égalité. J est isométrique, donc injective. On pourrait montrer qu’elle
est bijective ssi E est de dimension finie. O

Démonstration. (Proposition 7) Soit ¢ € F*, x € E,

fule)(@)] = g ou(@)] < llellp--lullz.or)lzle

Donc

I u(@)l 2.z < Nellre-lull ., r

et
||tu||LC(F*,E*)§ lullz,(z,F)

De plus, la proposition 8 affirme que *(*(u)) et w sont de méme norme d’opérateur. On applique
I'inégalité précédente & ‘u et cela permet de conclure. O

1.4.2 Majoration par dualité

Proposition 9. Avec les notations précédentes, A est la plus petite constante vérifiant :

2

/X S Y 80m0)0(pm(F@)| du@) <A S 18(m, )

meL peB, meL peB,
pour tout famille de complexes (B(m, ©))m, -

Démonstration. La proposition 6 a permis d’identifier A au carré de la norme d’un opérateur li-
néaire. C’est aussi, par ce qui précéde, le carré de la norme de sa transposée :

ik <V = (@ ﬁg(Ym)'> 7||~v> = (X)) N ez (x.00)

meL
Soit f € V, on note g € @ L3(Y,,) 'application qui vérifie f = J(g) ou J est l'isomorphisme

meL
évoqué précédemment.

Vo € L2(X, 1), "T(f)(a) = foT(a) = J(g)(T () = T(a)(g)

11



Ecrivons ¢ = Z Gms
meL

() 0)] = = Mallescran ] Y m(pm(FDllexcxn

meL

[ 0@ 3 n(on(Fa)dta)

meL

Traitons le cas d’égalité : Soit ag = Z Gm(pm(F)) € L2(X, ). Alors :

meL
2 2 2
'T(f)(a0)| = / [Z gm(pm(F(2))) | dp(z) = / [Z gm (pm(F(2))) | dp(z)
meL meL
est un cas d’égalité (celui de Cauchy-Schwarz, 1a o les vecteurs sont liés).
Par suite,
I'T o Fll= 1Y gm(pm(F))llc2(x.0)
meL
On exprime g,, € £2(Y'm) dans la base : g, = Z B(m, )
peB,
Par suite,
2
I'T()IIP= / oD Bm)elpm(F(@)| dupla) < ['TIPNAP =TI 17 (9)]* = Allgl®

meL peB},

la deuxiéme égalité valant puisque, par la proposition 8, J est une isométrie. (On ne précise pas ici
les normes, afin de ne pas alourdir davantage les notations, ce sont les normes d’opérateurs usuelles
qui munissent naturellement les espaces). Donc,

LIE T smoelonP@))| dute) <8 X 3 [80m )

meL pEB}, meL pEB}

m m

et c’est la plus petite constante qui vérifie cette inégalité. O

Proposition 10. Avec les notations précédentes, supposons donné un crible, alors,

A< w !
ggﬁggfz > Wi @)

neLl p'e€B;

et Ym,n € S(A), Yo,¢" € By x Bn, W(p,¢') = /Xs@(pm(F(ﬂf)))w’(pn(F(m)))du(m)

Démonstration. Notons que :

/Zzﬁ’w m(F(@) ZZZZﬂmw Bln, &)W (p,¢)]

meL peEB,

%ZZZZ 1B(m, @)|> + |B(n, ")) W (e, )]

no @

< % SO TIBm )P D W (e, )+ DD 1B, )P D W (e, )
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< % ; %: [B(m, )|*max max Xn: %: W (e, @) + Zn: ; [B(n, ©")|*macx max ; %: W (e, ¢

< <;%:Iﬁ(m7w)l2> gggﬁ;g%i{;;w(%w’)l

Or, A est la plus petite constante qui vérifie cette inégalité, par suite, A < max ma, W (e,
plus p quiv galité, p ,WLEEEB%;;I (0, )]

O

Nous avons développé les outils nécessaires afin de démontrer le théoréme de Gallagher, ce qui
est 'objet de la seconde partie, il reste néanmoins a établir quelques résultats classiques liés a la
répartition des nombres premiers, et les polynémes irréductibles sur F,,.

2 Théoréme de Gallagher pour les polynomes

2.1 Application de I’inégalité du grand crible

Théoréme 3. (de Gallagher) Soient N et r deuzx entiers naturels, r > 2.

Définissons :
r—1 ]
E.(N):= {XT + Zain € Z,.[X], Vi,|a;| < N, réductible sur Q}
i=0
r—1 )
X,(N) = {XT + Zain € Z,-[X], Vi, |a1| < N}
i=0
Alors,
EN) _ (o (V)
1X (V) 2N +1

ot C est une constante absolue.

Démonstration. Remarquons que §X,(N) = (2N + 1)"
On applique 'inégalité du grand crible avec :

Y =2Z.X] A=P Y, =F.X] p estle morphisme quotient

X=X,(N) F=1; L'={pePp<L} ={PeF.X], irréductible}
1

vfeRIX] ulf) =5
S(X,Q,£%):={P e X,(N)|VpeP|p<L, Pnlest pas irréductible}

Tout polynéme unitaire (afin de conserver le méme degré) irréductible dans FL[X] ot | € P, I'est
dans Frac(Z,[X]) = Q,[X]. Par suite, la négation de cette proposition fournit :

E.(N)C S(X,Q,L")

Donc, ¢E, (N) < 25(X,9,£5) < AH  on H= Y U(”ml)> yo

Yi— ) — Ir
leP,I<L leP,ILL

On commence par fournir une estimation de |£2].

13



2.2 Dénombrement des polynémes irréductibles de F.[X], oil 1 est pre-
mier

2.2.1 Fonction de Mobius

N* — {~1,0,1}

n—1sin=1.

n 0 st n a un facteur carré.

n— (—=1)" sin=p;---p, distincts.

Définition 5. On introduit la fonction p de Mébius : p :=

Lemme 3.
- Soient n,m € N*, sin Am =1, alors u(nm) = p(n)u(m).

- Zu(d)zo, sin>2,1sin=1.
d|

Démonstration.

- Sin=1, p(mn) = pu(m) = 1.u(m). On raisonne de fagon analogue avce le cas m = 1.
Si n ou m a un facteur carré, alors nm aussi, et p(nm) = p(n)u(m) = 0.
Si on suppose que n et m sont supérieurs a 2, sans facteurs carrés, alors : n = py---p,,
m=qy---qs, €t puisque n Am = 1, les p; et g; sont tous distincts, et

p(nm) = (=1)7+ = (=1)7(=1)* = p(n)u(m).

- Le cas n = 1 est évident. Sinon, on écrit la décomposition de n en produit de facteurs
premiers, et : n = pit..p2r
-

Done, » p(d) = p(1)+ > pp)+ Y wloip)+-+pupr-p) = (T> (1)) =0
dn i=1

1<i<j<r =0 M
O
Proposition 11. (Inversion de Mdébius)
Sig(n) = 3" f(d), alors f(n) =Y g(du () = D9 (%) nl@)
d|n dn d|n
Démonstration. Supposons que g(n) = Z f(d)
d|n
n /! / !
> g(5) @) =33 @) = 32 fdiud) =3 | S wld) | 1)
d|n din d'| % dd'|n d'|n \d| %7
Or, le lemme 3 affirme que Z u(d) =1sin=d, 0 sinon.
djz
Donc,
n
> 9 (%) uld) = fw)
d|n
O

14



2.2.2 Extension de corps et corps de décomposition

Définition 6. Soit k un corps. On dit que K est une extension du corps k s’il existe j : k+— K un
morphisme de corps. K est alors une k—algébre. Sa dimension est appelée degré de l’extension et
est notée [K : k.

Définition 7. Soit L un corps et k un sous-corps de L. Soit P une partie finie de L, alors ’ensemble
des sous-corps de L qui contiennent k et P admet un plus petit élément, il est noté k(P).
(1l suffit en effet de considérer Uintersection de tous les sous-corps de L qui contiennent k et P ).

Définition 8. Soit k un corps et P € k[X], irréductible. On dit que L est un corps de rupture de
P si c’est une extension monogéne de k, engendrée par une racine de P.

Proposition 12. Soit K un corps et P € K[X]. Alors, [K[X]/(P) : K] = deg(P)

Démonstration. Soit 7 le morphisme quotient. Notons P = Z a,X*. Notons z I'image de X dans

k=0
le quotient. Montrons que (1,z,..,2" 1) est une base de K[X]/(P).
n—1 n—1
On sait que la famille est libre : en effet, Vay, ..., an_1 € Ktel que Z apz® = 0. Soit R = Z apX® e
k=0 k=0

K[X]. On sait que 7(R) = 0 donc R € (P). Par suite, P|R. Or deg(R) < deg(P). Donc, R = 0, et
pout tout %, a; = 0.

Elle est également génératrice : Soit S € K[X]/(P), il existe T € K[X] tel que S = n(T). On
sait qu’il existe un unique couple (A, B) € K[X]? vérifiant : T = AP + B et deg(B) < deg(P) = n.
Or,

S=n(T)=n(AP)+n(B) =n(B)

Ceci conclut puisque B € Vectk(1,.., 2" 1). -

Proposition 13. Soit I un nombre premier, et Qld U’ensemble des polynomes irréductibles de degré

d de Fi[X]. Alors, X!" — X = H H P pour tout entier naturel n non nul.
dln PeQg

Démonstration. Soit d|n et P € Qf. Soit x une racine de P. On considére un corps F;(z) de rupture
de P. On sait que, par la proposition 12, [F;(x) : F;] = deg(P) = d. Donc, F;(z) ~ Fa (Unicité des
corps finis).

ld,

. Jd(k+1) 14k l 1k
On a z* = z, donc, par récurrence, x =z =z = .

Montrons que les racines de P sont simples : En effet, supp(ilégﬁs par I'absurde que z soit une
racine double de P dans une extension L. Alors z est une racine de P’. Or, l’algorithme d’Euclide
affirme que le P.G.C.D. est invariant par extension de corps. Comme P est irréductible dans F;,
pgedg, (P, P') = P ou 1 donc pgedg, (P, P') = P car ils ont une racine commune. L’égalité des

degrés implique P’ = 0, ceci donne P = Q(X!) et contredit son irreductibilité.

Donc, P| X" — X, et,
II I Px" -x
din Peqy
par irréductibilité.
Réciproquement, si o est une racine de X9 — X dans un corps K, contenant Fq. Soit P, son
polynome minimal sur F,. Il est unitaire, de degré deg(a). Considérons

E = {racine de X" — X}

15



C’est un corps a ¢" éléments. Par suite,

I @-sIP

BEE,Pa(B)=0

En regroupant les polyndémes et en choisissant un représentant, on en déduit le résultat.

Conséquence : X! — X = H H P, donc " = Z Z deg(P) = deﬂ

d|r

d|r Peqd d|lr PeQd
Par la formule d’inversion de Mobius (proposition 11),
rlQu| =Y 1u(r/d)
d|r

Par suite,

o1 | G I
= _— 4= >4 - _ - _
Q== 3 e/ ==+ Y (1)

r
d|r,d<r/2 d<r/2

l

0
S

< 2 (puisque [ > 2), et I"/2 — 1 < [7/?

r 2

On remarque que si r > 2, alors,

2 < 9
r/2 = 10
Donc,
l’l"
Q
T

Introduisons la fonction de comptage des nombres premiers :

r(l—1)

m(n) =Y _1p(n) =P ){0,...n}
k=0

Ainsi,

10r
leP,I<L

1 (L)
H>— 1=
Z 107

Il nous reste encore a minorer (L)

2.3 Evaluation de 7(n)

2.3.1 Préliminaires

Proposition 14. Soient a,b € N tels que 1 < b < a, alors

a—b

ot = [0 o= S (0

k=0

Démonstration. On utilise simplement le bindme de Newton.

I(a,b) = /01 211 = 2)0 g = /01 b1 f (“ N b) (—a)Fda
k=0
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Proposition 15.

Démonstration.
1 a—b11 1 a—b
_ b1 _ na—b—1 _ | _ p(1—2) b1 (1 —x) _ b
I(a,b—l—l)—/ox(l x) IFP[ @ }O—&—/O bx p— —a_bl(a,b)
Par itération du principe,
b-1)..1 (b—1)!
I(a,b) = I(a,1) = —=—1(a,1
(a,) (a—b+1)..(a—1) (a,1) Ea:g: (a,1)
et,
1 1
1—x)® 1
I(a,1) :/ (1—z)* = {—(‘T)} = -
0 a 0 a
Donc,
bl(a —b)!
I(a,b) =
(@8) ==
D’ou le résultat. O
Notation. Notons Vn € N*, A, = PPCM(1,..,n).
Proposition 16. Va,b € N tels que 1 < b < a,
b(Z) A,
b a—b\ A
Démonstration. I(a,b)A, = ];)(—l)k< i > : _:b
Or, b < k+0b < a, et on sait que A, est un multiple de tout ces entiers, donc Imy € N tel que
Ay = (k+b)my
Ainsi,
a—b
—b A
I(a,b)A, = 3 (=1)F(“ = =% eN
@08 = Y0 ("= s e
k=0
O
Lemme 4.

n > 2, A2n+1 > n.4"

Démonstration. Par la proposition 16, on obtient avec a = 2n et b = n la relation :

" (271) Do
n

On sait de plus que Ag, 41 est un multiple commun des entiers 1, ...,2n+ 1, donc en particulier des
entiers compris entre 1 et 2n. Par suite, on a : Ag,|Ag, 41, donc,

(%) 1800 (9
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De plus, I(a,b)A, € N donc, en prenant a = 2n+ 1 et b =n + 1, on déduit :
2n

2
Par (), 3k € N tel que Aoy, 1 = kn< ”) Ainsi,
n

(+) = (2n+ 1) (2:)

2
k‘n(:> = 2n+ 1lkn

Or (2n + 1) An =1, donc par Gauss, 2n + 1|k, donc k = (2n + 1)k’ Par suite,

n(2n+1) <2:) |Ag, 41 donc n(2n+ 1) (2:> < Agpi

2n 2n
Enfin, 4" = 22" = Z (2]:) < Z (i?) =(2n+1) (2:) Donc,

k=0 k=0

2
Agpy1 > n(2n+ 1)( n) > n4™
n

Proposition 17.
Vn>7 A, >2"
Démonstration.

- Si n est impair, alors, n = 2k + 1. La condition n > 7 est équivalente a la condition k£ > 3
et, par le lemme 4,
A, = Agjpq > k4P > 2.4% = 92k+1 — 9n

- Si n est pair, étant supérieur a 2, on peut écrire n = 2k + 2, et,

Agpyo > Aopyr > kdF>44F =22KF2 —9n ik >4, ie.n > 10

Lemme 4

On traite le cas n = 8 & la main, et, Ag=840, et 28 = 256.

2.3.2 Minoration de 7(n)

Lemme 5.
VneN*, A, = [ p»®

pEP,p<n

avec vy (k) la valuation p—adique d’un entier naturel k.

Démonstration. On sait déja que,

An — H p”p(An)

p€eEP

Or, c’est le plus petit multiple commum aux n premiers entiers. Ainsi, sa décomposition en produit
de facteurs premiers ne contient que les premiers nécessaires a la décomposition des entiers 1, .., n,
qui sont eux mémes plus petit que n. D’ou le résultat. O
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Lemme 6.
Vn € N*,Vp € P, p”P(A") <n

Démonstration. On sait que v,(A,) est I'exposant de la décomposition en produit de facteurs
premiers de A,,. Il peut apparaitre avec différents exposants dans les décompositions en produits
de facteurs premiers des entiers 1,...,n mais A, étant divisible par les n premiers entiers, cet
exposant est maximal, et
Ap) = i

vp(An) llg%xnvp(z)

Ainsi, il existe k tel que
pv,,(An) — pvp(k) <k<n

Théoréme 4.
Vn > 3, In(2)

Démonstration. On sait que :
Vn > 7,Yp € P, p?»(®n) < par le lemme 6

Donc on a,
A, = H pr(An) < ™M) par le lemme 5
peP,p<n

Donc, par la proposition 17, 2 < n™(") et,
2" < ™™ o nn(2) < 7(n)In(n)

ce qui fournit le résultat.
Les cas n = 3,4,5,6 se traite a la main, et le cas n = 2 montre que I'inégalité n’est plus valable

pour ce rang. O
In(2)L
On en déduit enfin H > lOI:"(ln)(L)
On pourrait montrer que
n
m(n) ~4oo m

a l'aide d’outils d’analyse complexe.

2.4 Majoration de A dans le cadre proposé

Nous nous plagons dans le cas de base du crible, cité précedemment. On sait que le théoréme

1
des restes chinois permet d’identifier Y;, & Z/mZ. Choisissons la densité v;(y) = T Ainsi, pour

1
tout entier m sans facteur carré, v, (y) = —.
m

Proposition 18. Une base orthonormée de Y, pour le produit scalaire associé a la densité uniforme
Z/lZ — C*
est : g =

2iﬂ'a:17> Va € Z/1Z
l

x»—>cxp(
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Démonstration. Montrons que la famille est orthonormeée : Va,a’ € Z/1Z, a # o’

2irax —2ima'x 1 « 2ir(a —a P11l —ex 2i7r a—a
B e
k=0 2im(a—a’)

©€Z/1Z - exp(

Enfin,
1
(Pala) = Y 7=1

z€Z/1Z

F(Z/1Z,C) — F(Z/1Z,C)

C’est évidemment une base, puisque : ¢ = 2i7Taf17>) est une application

l
linéaire bijective, elle transforme donc une base en une base. O

1x|—>(:v»—>exp(

Par suite, la base orthonormeée correspondante, pour 'espace Y,,, ~ Z/mZ est :

. 2irax
T +— ex
P m a€Z/mZ

max
B, = <x — exp ( ))
m a€Z/mZ,aAm=1

Proposition 19. Supposons le crible v = (Z",P,p; : Z" — (Z/12)"), donné, avec

Remarquons enfin que

X ={(a1,.,a,) | My <a; < N; + M;}

et F DUapplication identité. Alors :

2

D> > xp(w"”‘)) [IVE 2 Y bl

m<L |(a;)E(Z/mZ)" |M;<n; <M;+N; m i=1 M;<n; <M;+N;
a;Am=1

pour toute suite de vecteurs complexes (by,).

On en déduit donc par la propriété 9 que
A<J[(VNi+L)?
i=1

Démonstration. On prouve le théoréme dans le cas ol 7 = 1 uniquement, et avec une inégalité
moins forte. Montrons que :

2

S Y 3 anexp(%:‘:n> <@N+L) Yl

m<L [a€Z/mZ |M<n<M+N M<n<M+N
aAm=1

pour toute suite de complexes (a,). En effet : Supposons M = 0. Remarquons que, pour toute
fonction réguliére, f, une simple intégration par partie donne :

1 1/2 1
/0 f(t)dt+/() tf (t)dt+/1/2(t— Df(t)dt = f(1/2)
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Donc,
1 1 )
sl < [ |uor+ i) a

Par un changement de variable,

1 z+48/2 1 z+8/2 ,
sl [ o [ ol

On applique l'inégalité a :
2

f) = Z an, exp(2imnt)
1<n<N
avecz =a/q, < L,etahg=1,et § = L2
On obtient :
2 2

2% 1 a/q+6/2
Z an exp( zwna) < 5/ Z an exp(2imnt)| dt
1<n<N q a/q=8/2 |1<n<nN

a/q+6/2
+/ Z an, exp(2imnt) 24w Z ann exp(2imnt)
a/q=58/2 1<n<N 1<n<N

Les intervalles Ja/q — §/2;a/q + 6/2[ ne contiennent pas d’entier premier avec ¢. En utilisant la
périodicité et la positivité, on en déduit :

2 2

b .
Z Z Z Gn, exp(2mna) <IL? /1 Z an exp(2imnt)| dt+
0

q<Q ang=1|1<n<N q 1<n<N

1
/ Z ap, exp(2imnt) 24w Z ann exp(2imnt)
0

1<n<N 1<n<N

Le b indiquant que la somme ne se fait que sur les entiers sans facteur carré. En utilisant & gauche
I'identité de Parseval, et & droite, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit :

b . 2 1/2 1/2
Z Z Z 0, exp (217;na) < L22|an\2+277 <Z|a"|2> (Zn2|an2>
g<Q ang=1 |1<n<N n n n
Enfin, ,
b .
> Y| X mew (M) <0200 T ot
q<Q ang=1 |1<n<N n
O

On en déduit que

A< (V2N +1+L)*

Il s’ensuit :
»1071In(L)

$E,(N) < (V2N +1+ L)? m@L

Prenons L = r—1v/2N + 1. Alors,

107 In(r—t 1 1\ 1072 In(r—1 1
4B, (N) < (VAN T yan 71 VAN D) oy ey (4 1) 2020 VRN F 1)
In(2)r—1v/2N +1 r n(2)
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Enfin,
$E,.(N) < Cr?(2N +1)""Y2In(2N +1)

E(N) _ (2 (V)

(N
X.(N) ~ N +1

ce qui conclut la preuve. O

T | v

On remarque donc qu’en rendant les coefficients arbitrairement grands, la proportion de poly-
nomes réductibles tend vers 0.

3 Théorie de Galois

3.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 9. On appelle automorphisme d’un corps K tout morphime de K dans K bijectif, com-
patible avec les deux lois de composition interne, et laissant fixe le neutre.

Définition 10. Soit K un corps et L une extension. On appelle K—automorphisme du corps L tout
automorphisme de L, laissant fize les élements de K.

Définition 11. Soit K un corps et L une extension. On appelle groupe de Galois de L sur K et on
note Gal(L/K) lensemble des K—automorphismes de L.

Proposition 20. C’est un groupe pour la composition des applications.

Démonstration. On sait que l'identité est une application bijective, qui est compatible avec les
opérations et qui laisse par définition fixe les éléments de K.

La composition de deux applications bijectives ’est, elle respecte toujours les lois, et laisse fixe les
éléments de K. Enfin, tout élément bijectif admet un inverse pour la composition qui vérifie les
mémes propriétés.

Donc, (Gal(L/k),0) est un groupe comme sous-groupe de (Aut(L), o) O

Exemple. Gal(R/Q) = {I,}

En effet, Uapplication idendité convient. Réciproquement, soit ¢ : R — R laissant fize Q, compatible
avec les opérations (on peut méme se passer de I’hypothese de bijectivité).

Alors, Yor € RT, 3y € R tel que x = 42, donc, ¢(x) = p(y)? > 0. Par suite, si v,y € R avec z < y
alors p(y—x) = o(y) —p(x) > 0 et ¢ est croissante. Or, par densité, Vo € R, 32y )nen, croissante,
et (Yn)neN décroissante, suites de rationnels, de limite commune .

Done, x, < x < yp, soit x, < p(x) <y,. Un passage a la limite permet de conclure.

Lemme 7. (Lemme de Dedekind) Soit G un groupe, K un corps, et une famille (0;);cr de mor-
phismes de G dans K*, tous distincts. Alors, la famille est libre sur K.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur |I|. La proposition est vraie au rang 1, puisque, si
Ao = 0, il suffit d’évaluer cette égalité en I’élément neutre de G pour conclure que A = 0.
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On suppose le résultat acquis au rang n. Soient o1, ..0,41 des morphismes distincts de G dans K*.
n+1

Soient A1, .., Apy1 tels que Z Aio; = 0. Par suite,
i=1

n+1
Va,y € G, Y Nioi(x)oi(y) =0
=1

Or,
n+1
Vz,y € G, Z Aioi(x)on(y) =0
i=1
Donc,

Yo,y € G, Z Xioi(2)(oi(y) — on(y)) =0
i=1

Donc, par hypothése de récurrence,
Yy € G,Vi e {1,...,n},(0i(y) — on(y)) i =0 (%)

Or, on sait que les o; sont distincts deux & deux, donc, on peut appliquer (*) pour un y tel que
0i(y) — on(y) # 0. Par suite, Vi € {1,...,n},\; = 0, on reporte ceci dans 1’égalité de départ et on
obtient, A\,4+10,41 = 0. L’initialisation conclut.

Le résultat est désormais vrai pour un intervalle I quelconque puisque toute combinaison linéaire
est nécessairement finie. 0

Théoréme 5. Soit K un corps et L une extension de degré fini. Alors,
Gal(L/K)| < [L : K

Démonstration. On raisonne par 1’absurde. On note n = [L : K]. Supposons que |Gal(L/K)| > n.
Alors, on peut trouver (n 4+ 1) K—automorphismes de corps L, distincts. Soit (x1, .., 2, ) une base
du K—espace vectoriel L. On note M = (0(:))(i,j)e{1,...n} x{1,..,n+1} - Lies vecteurs colonnes de la
matrice sont au nombre de n + 1 dans un espace vectoriel de dimension n, donc sont liés. On peut
donc trouver Ay, .., \,41 des scalaires non tous nuls tels que :

n+1 n+1
ZAka =0ie Vi€ {17..,’11}, Z)\kok(xi) =0
k=1 k=1

n+1

Donc, 'application linéaire Z Aroy s’annule sur une base, elle est par conséquent nulle. Or, les

k=1
scalaires ne sont pas tous nuls. La famille est donc liée. Or, le lemme précédent affirme que la
famille est libre, ce qui fournit la contradiction cherchée. O

Définition 12. Soit K un corps. On appelle extension galoisienne finie de K toute extension L, de
degré fini vérifant : |Gal(L/K)| = [L : K]
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3.2 Séparabilité et normalité

Définition 13. Soit a un nombre algébrique sur un corps K. Soit :
I(a) := {P e K[X]| P(a) =0}

C’est un idéal non nul de K[X], qui est principal donc, IrX unitaire tel que I(a) = 7KK[X]. Ce
polyndome est appelé polyndome minimal de a sur K.

Proposition 21. Soit P un polynéme de K[X], et a un nombre algébrique sur K, alors :
P =75 ssi P est unitaire, P(a) =0 et P est irréductible dans K[X].

Démonstration. Pour le sens direct, le polynome est bien unitaire et vérifie P(a) = 0 par définition.
Montrons qu’il est irréductible.

Soit D € K[X] tel que D|P = 7¥| alors 3G € K[X] tel que P = 7K = D.G, donc, D(a)G(a) =0

Si G(a) = 0, alors P = 7K|G, donc les polynémes sont associés, par suite, D est constant.

Sinon, D(a) = 0, donc D est associé a P = mX

Réciproquement, on sait que VP € K[X] tel que P(a) = 0, P € 7¢K[X], donc, 7K|P. Or, P est
irréductible, donc les polynémes sont associés, étant unitaires, on peut conclure a leur égalité. [J

Définition 14.

1. Soit K un corps et P € K[X] un polynéme de degré > 1. On dit que P est séparable si P et
P’ sont premiers entre euz (dans K[X]).

2. Soit L une extension de K. A tout élément algébrique a sur K, on associe son polyndme
minimal 7K. On dit que o est séparable sur K si son polynéme minimal I’est.

3. Soit L une extension de K. On dit que L est une extension séparable si tout élément de L
est séparable dans K.

Définition 15. Soit K un corps, et L une extension algébrique de K. On dit que L est une extension
normale (ou quasi-galoisienne) si, chaque fois qu’un polynome irréductible a coefficients dans K a
une racine dans L, alors il est scindé sur L.

Théoréme 6. (Admis) Soit K un corps et L une extension de degré fini. Alors, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. L/K est une extension galoisienne, i.e. |Gal(L/K)| = [L : K]. (définition 12)

2. L/K est normale et séparable.

Référence : Théorie de Galois - Ivan Gozard, Théoréme XI.25., page 137.

Définition 16. Soit K un corps, et L une extension de K. Soit P € K[X] avec n = deg(P). On dit
que L est un corps de décomposition de P si

1. Ja € L, 3oy, ..,an) € L telle que P=a(X —ag) - (X — ).
2. L=K(ay, - ,am).

Définition 17. Soit K un corps. On appelle groupe de Galois d’un polynome f € K[X] le groupe
de Galois de son corps de décomposition K¢ sur K.

GalK(f) = Gal(Kf/K)
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Proposition 22. Soit f € K[X] un polynéme de degré d > 1. On peut plonger Galk(f) dans le
groupe symétrique Sq.

Démonstration. Soit f un polynoéme de degré d. On considére le corps de décomposition de f,
Ky =K(ai, - ,aq), ot les a; sont les racines de f dans une cloture algébrique, L, de K.

Vo € Galk(f), on sait que o vaut I'identité sur K. Son action consiste donc en une permutation
(car elle est bijective) des racines de f, donc elle s’identifie naturellement & un élément de &4. O

Définition 18. Soit A un anneau commutatif et B une A—algébre. On dit que b € B est entier
sur A s’il existe un polynome unitaire & coefficients dans A qui annule b.

Définition 19. Soit A et B deuzr anneaur commutatifs, A C B. On dit que B est finiment
engendré sur A, ou de type fini sur A, s’il existe by,..,b. € B tels que tout élément de B puisse
T

s’écrire Zaibi avec Vi € {1,..,1}, a; € A.

i=1

Proposition 23. Soit A un anneau commutatif, B une A—algébre, et b € B. Alors,
1. b est entier sur A ssi A[b] est finiment engendré sur A.

2. Soit AC B C C des anneaur commutatifs tels que B est finiment engendré par A, et C est
finiment engendré sur B, alors, C est finiment engendré sur A.

3. Siby,..,b. € B sont des entiers sur A, alors Alby,..,b,] est finiment engendré sur A.

Démonstration.

1. Pour le premier point, supposons que b est entier sur A. Alors, on peut trouver P =
T

ZpiXi € A[X] tel que P(b) = 0, P unitaire. Soit ¢ € A[b]. Alors, ¢ = Zaibi avec
=0

i=0
m—1
a; € A. Par suite, b™ = — ;.b". Ceci permet d’assurer que m est une borne uniforme
b
j=0

des puissance de b, donc, la famille {bo, vy bmfl} est génératrice et A[b] est de type fini sur A.

Réciproquement, si A[b] est finiment engendré, alors : on peut trouver b, .., b, qui engendre
I kA
A. Par suite, on sait que b = Z a;b;. Le polynome X — Z a;b; convient.
i=0 i=0
2. On note {by,..,b.} et {c1,..,cs} les familles génératrices respectives. On sait que :

Ve e C,364,..,8s € B tel que ¢ = Zﬁjcj

j=1

I
Or, V1 < j < s,3al, .., o vérifiant : §; = Zongi. Par suite,
i=1

et la famille {b;c;,1 <i <r, 1 <j < s} convient.

3. On sait que A C A[by] C ... C Alby, ..b:]. Le premier point de la proposition assure que les
ensembles sont finiment générés de proche en proche. Le point 2 permet de conclure.

O
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Lemme 8. Soit f € Z[X] un polynéme unitaire, irréductible, de degré d. Soit p un nombre premier
et fp Uimage de f dans Fy[X]. Supposons que f, admette d racines dans une cloture algébrique de
Fp, alors, Galg,(fp) est isomorphe & un sous-groupe de Galg(f).

Démonstration. Admis 0

Théoréme 7. Soit f € Z[X] un polyndme unitaire, irréductible, de degré d. Soit p un nombre
premier et f, Uimage de f dans Fy[X]. Supposons que f, admette d racines dans une clotire
algébrique de F,, et qu’il s’écrive comme produit de r facteurs irréductibles sur F,, de degré ni,..,n,,
alors, vu comme un sous-groupe de S4, Galg(f) contient une permutation o pouvant s’écrire comme
un produit de r cycles a supports disjoints de longueurs respectives ny, ..n,..

Démonstration. Ecrivons f comme le produit de ses r facteurs irrédictibles, f = ¢i..g,, Ol g1, .., gr
sont des polynoémes irréductibles sur F, de degrés respectifs n,..,n,. On commence par montrer
que l'on peut trouver cette permutation dans le groupe de Galois de f,, c’est-a-dire Galg, (fp)-
Puisque I'extension est finie, et que le corps est lui aussi fini, alors, le groupe de Galois est cyclique,
engendré par o. Afin de déterminer la décomposition en produit de cycles & supports disjoints
de cette permutation, on examine l'action de Galr, (f)) sur les racines de f,, et on détermine les
orbites de cette action.
On note, «; les racines de g; ou i € {1,..r} et j € {1,..,n;}.
Or,

Orb(ayr) = {7(an1)| 7 € Galg, (f,)} = {o"(011),i € {1, ..t}}

puisque o est générateur, et ¢ est le plus entier naturel non nul, vérifiant of(ay1) = a11.

Montrons que t = n;.
Remarquons d’abord que, pour tout 7,

g1(0j(0411)) = Zai(ﬂj(au))i = Uj(z aioﬂil) =0’ (91(a11)) =0
i=1

i=1

Par suite, les Jj(au) sont racines de g1, donc, ¢ < ny. Enfin, si on se donne o;; une racine de gj,
alors, on peut trouver un isomorphisme de corps, 7 qui envoie a1 sur ay;. On étend cet élément en
un élément de Galg, (fp), et, puisque o est générateur, on a : 7 = ¢® pour un certain s, et ai; est
dans l'orbite de agq;. Il s’ensuit ¢ = ny, donc, une partie de la décomposition en produit de cycles
a supports disjoints de o est le ny—cycle : (ai1,..,0™ " (aq1)).

On réitére le principe avec les racines de gs,..g, et on a déterminé une décomposition en produits
de cycles de o. Etant unique a l'ordre prés des facteurs, on en déduit le résultat.

On utilise 'isomorphisme entre Galr,(f,) et un sous-groupe de Galg(f) pour conclure (lemme
8). O

4 Théoréme de Gallagher pour les groupes de Galois

4.1 Groupe symétrique

Définition 20. Soit G un groupe et X un ensemble, on dit que G agit transitivement sur X si X
est non vide, et st Vx,y € X, g € G tel que y = g.x, ot . représente l’action du groupe.

Lemme 9. Soit G un sous-groupe de &, transitif, contenant une transposition et un p—cycle,
avec p premier, p > n/2, alors G = &,
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Démonstration. Puisque &, est engendré par les transpositions, il suffit de vérifier que G contient
toutes les transpositions, c’est-a-dire, en considérant les graphes de sommets 1,2...,n, qu’il est
complet. (On considére un graphe ot une aréte entre deux sommets i et j symbolise la présence
de la transposition (ij) dans le groupe G).

Supposons (ij), (jk) € G. Alors, (ik) = (i5)(jk)(ij) aussi. Chaque composante connexe de G est
donc compléte.

Or G agit transitivement, donc les composantes connexes sont de méme cardinal, d, avec d|n.

Si I'on suppose qu’il existe une composante connexe de G qui ne laisse pas stable le p—cycle, alors,
il y a au moins p composantes, puisque I’équation au classe assure qu’il existe une orbite de cardinal
p et, dp < n ce qui assure d = 1, impossible car G contient une transposition. Par suite, d = n,
Ainsi, le graphe est connexe, donc complet. O

Lemme 10. Soit ¢ la classe de conjugaison de o € &,, une permutation de type (ni,..,n.), i.e.
possédent ny cycles de taille 1 (point fize), ...,n, cycles de taille r. Alors,

T 1
ol =] =

LL jnip,!

=1

Démonstration. La relation orbite-stabilisteur (classe de conjugaison-centralisateur) fournit :

S|

ICs, (o)

Commengons par nous intéresser au cas d'un k—cycle, ¢ = (i,..,ix). On sait que, pour tout
7€Cs, (c),ona:ter t=c.

Par suite, Ter ! = (7(i1), .., 7(ix)) = (i1, .., i) = c. Pour ceux, il suffit de fixer 'image du premier
élément, il y a donc k possibilités. Enfin, il est nécessaire d’attribuer de maniére bijective une image
aux (r — k) éléments, il y a (r — k)! possibilités. Donc,

P T
Dans le cas général, écrivons ¢ = H c; avec p = E n;, ol les ¢; sont les cycles de la décomposition
i=1 i=1

P P

en produit de cycles a supports disjoints. V7 € Cg,, (c), Ter™! = H re;T l=c= H ¢;. Par suite,
i=1 =1

chacun des 7¢;77" corrrespond au ¢;, il y a donc n;! possibilités d’associer entre eux les cycles de

méme ordre. Il y a pour chaque cycle i possibilités comme vu dans ’exemple précédent. Etant a

supports disjoints, on en déduit 1’égalité. O

1

4.2 Application du grand crible

Théoréme 8. (de Gallagher) Soient N et r deux entiers naturels, r > 2.
Définissons :

r—1
E.(N):= {XT + ZaiXi € Z.[X], Vi,|a;| < N, tel que Galg(f) # 6,}
=0

r—1
X’I"(N) = {X’" —|—Za2X1 S ZT[)(]7 VZ, |(IZ| < N}

=0
Alors,
iE-(IV) 5 In(NV)
V) opd
1X(N) — " AN 11

ot C est une constante absolue.
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Démonstration. On note :
Qr ' = {f € Fy[X],deg(f) = r, unitaire irréductible}
Q) P = {f € Fi[X],deg(f) = r,de type : irréductible de degré 2 x irréductibles de degré impair}

Q 7Y = {f € Fj[X],deg(f) = r, possédant un facteur irréductible de degré p, premier, p > r/2}

On remarque premiérement que :

- Si f mod p appartient & Q) """ alors le groupe Galg(f) posséde une permutation dont

la décomposition en produit de cycles s’écrit : o = 7.91,..,7, (par le théoréme 7). Ainsi,
gPpem(o(m).0(va)) = ¢ Galg(f) donc le groupe posséde une transposition.

- De la méme fagon, si f mod p appartient a Q; P~ alors Galg(f) posséde un p — cycle,
avec p premier, et p > /2.

Par suite, le lemme 9 montre que :
L, (N) < [S(X,Qf 77, £5)] +[S(X, 0 7", £°)] + | S(X, Q) P, £7)|
L’application de 'inégalité du grand crible se fait avec :
Y =Z,[X] A=P Y, =F.X] p estle morphisme quotient

X=X,(N) F=1I; L'={pePp<L} ={PeF.X], irréductible}

1
Vf e FLX], u(f) = 7

Elle affirme que :
E-(N) < A[H; ) + Hpponep + Hy '

rr transp p—cy

La majoration établie dans le grand 2 est toujours valable et, A < (v/2N + 1+ L)?".

1
T

107 In(L
a déja été établie dans le grand 2, et on a : H, ! < rIn(L)

De plus, la majoration de H, i S i)

P 5 . —1 —1
Il est donc nécessaire d’estimer Hy,.,,,, €t H, " .

4.2.1 Premier type de décomposition

L’inégalité du grand crible fournit :

Q77|
Hyoy> ) — 7

leP,I<L

1 P~ N Z | {0 € &, o contient un p-cycle} |
lr

7!
r/2<p<r

On cherche a expliciter : | {c € &, ¢ contient un p-cycle} |.
Il faut commencer par choisir p éléments parmi les r disponibles afin de constituer le cycle : il y

r
a ( ) possibilités. On choisit le premier élément : p possibilités, puis le deuxiéme, soit (p — 1)
p

possibilités, etc.., soit p! choix. Or, si 'on décale chaque élément d’un rang, on obtient le méme
cycle ((123) = (231) = (312)). Le méme p—cycle a donc été comptabilisé p fois. Il faut donc diviser
le résultat par p. On constitue enfin une permutation en attribuant au (r — p) éléments restants, il
y a donc (r — p)! possibilités. Par suite,

|{o € &, o contient un p-cycle}| = (r) (r—p)l(p—1)!
b
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r p—cy " (r—p)l(p—1)! »
mz;irl ~ <p> . = S 1> Cmin@) - m(n/2)] = Cln <1n(rl)£1>n(2)>

r/2<p<r r/2<p§7‘p
La premiére inégalité valant par le théoréme de Mertens, qui est démontré dans ’annexe. Donc,
In(2) S Cln(?)
In(r) ) = " In(r)

La constante C' est absolue, elle change de ligne en ligne, sans modification de notation, pour ne
pas les alourdir. Par suite,

QT p—cy

llr>01n<1+

2) L
= Oln(r) In(L)

In(
Bz 3, O
1ePI<L

par I’encadrement de la fonction de répartition des nombres premiers qui a été établi précédemment.

4.2.2 Deuxiéme type de décomposition

Une nouvelle fois, on utilise I'identité :

‘Q; transl)‘ N |{0€T]1}| _ Z ﬁ r! l

| gl gl

ZT T ni+2nz+..+rn,.=ri=1 GRU
1’7,2:1,77,4:1'7,5:..:0

grace au lemme 10. Cette quantité correspond au coefficient de 2”2 de la quantité :

eXp(a:Jrer..) :E:(1+x)§mx2k

k=0

On obtient donc un équivalent a I’aide de la formule de Stirling :
(r—1)! 1

4571 (5 —1))? 27r
Idem si r est impair.

Si r est pair :

|Q; transp| 1
~Y

Ir 2mr

Enfin,
L

Hrans 2 T 77N
AN

On en déduit donc que :

tE.(N) < (V2N +1+ L) [10512(2? + Cln(r)Lln(L) +C 1n([2\/7~}
HE,.(N) < (V2N + 1+ L)* ln(LL) Lrll(();) £ Cn(r) + O\
Posons L = @ On obtient :
$E,.(N) < C"(2N +1)""Y2In(N)r. {1111(();) + C'n(r) + c’\/i} < Cln(N)r3(2N +1)7"1/2
Enfin, .
T = A
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5 Annexe : Majoration de 7(n) et théoréme de Mertens

5.1 Majoration de 7(n)

Lemme 11.

2m + 1
Vm € N*
men I ol (3))
peP
m+1<p<2m+1

Démonstration. On sait que :

2m+1\  (2m+1)..(m+2)
ey

2m +1
= donc ,m!
m+1

m+1

m!

):(2m+1)..(m+2):N. I »
peP
m+1<p<2m+1

Par suite,

H m' 2m + 1
peP g . m+1
m+1<p<2m+1

La décomposition en produits de facteurs premiers de m! est le produit des décompositions en
facteurs premiers des entiers de 1 & m. Elle ne contient donc que des entiers inférieurs & m. De
plus, les premiers du produit sont tous supérieurs & m -+ 1. Donc,

H p| Am!l=1

peP
m+1<p<2m+1

Le lemme de Gauss fournit le résultat énoncé. O

Proposition 24.
vneN, J[ p<4

pEP,p<n

Démonstration. Remarquons premierement que :
2m—+1
2m+1 2m+1 2m +1 2m +1
22m+1 — 1 1 2m-+1 — > — 2
(1+1) Z k —\m+1 + m m

k=0
(2m+ 1> <92 _ym
m—+1

D’ou

Soit
Pn:Vke{l,..2n}, J[ p<4
peP,p<k
Prouvons P,, par récurrence :
Sin =1, alors

[[ p=1<4et J] p=2<16

peP,p<1 p€EP,p<2

Supposons le résultat acquis au rang n, il faut prouver P,,;1. Grace a 'hypothése de récurrence,
il suffit de montrer que le résultat est vrai pour k = 2n + 1 et k = 2n + 2. Or, 2n + 2 étant pair,

H p= H p et il suffit de montrer le résultat pour k = 2n + 1.
peP,p<2n+1 peP,p<2n+2
2n+1
I o= I » I ese(2]))
peP,p<2n+1 peP,p<n+1 peP
n+1<p<2n+1
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en utilisant I’hypothése de récurrence et la relation de divisibilité du lemme 11. Par la remarque
formulée en début de preuve,
H < 4n+1.4n — 42n+1
peP,p<2n+1

ce qui conclut I’hérédité. O

Proposition 25.

Démonstration.
w(n)
) < [[p= J] p<4
i=1 peEP,p<n

ol (pn)nen est la suite ordonnée des nombres premiers, la derniére inégalité valant en vertu de la
proposition 24. O

Lemme 12.
Vn > 2, (In(r(n)) — D)m(n) < nln(4)

Démonstration. Montrons que :
m m
vmeN', (2)" <ml
e

Il suffit de constater que,

+oo k m—1 k—m too k—m
m m ex™ 1 m m
=3 G done ()T h= 3 T YD T >0
k=0 k=0 k=m+1

Par suite, d’aprés la proposition 25,

<7T(n)>ﬂ(n) < 7w(n)! <4"

€

11 suffit d’appliquer le logarithme népérien a l’'inégalité pour conclure. O

Théoréme 9.

> <
Vn >3, w(n) < eln(n)

o

n(no)

Démonstration. On raisonne par I’absurde en supposant qu'il existe ng > 3 tel que 7(ng) > el

f:x— xln(z) — = est une application strictement croissante sur [1; 400l

De plus, ng > 3 = 1o > 1, donc 7(ng) > e—2 >e > 1,1l vient :
h’l(no)

In(n)

f(m(no)) > f (eln(nn))

noIn(4) = m(no) In(m(no)) — w(no) > eng — enow

en exploitant le lemme 12. D’o1,
e—1n(4)  In(In(ng))
e In(np)
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—1

In(x)

Or, une simple étude de fonction fournit que x — admet un maximum global : e

Par suite,

—1n(4
€ n()<e,1
e

ce qui est faux, d’out le résultat.

On en déduit donc ’encadrement suivant :

Vn > 3, 1n(2) n <m(n)<e n

In(n) — ~ In(n)

C’est la clef pour démontrer le théoréme de Mertens.

5.2 Théoréme de Mertens

Théoréme 10.

eP.p<L
Démonstration.
5 1 XL: a(k) —w(k—1)  7(L) +LZ‘1 <7r(k) (k) ) ) 1 +L-1 (k)
pEP,p<L p k=2 k L k=2 k k+1 L 6 k=3 k(k + 1)
Or,
n n
In(2 < <
n >ln(n) = m(n) In(n)
Donc,
(L) 1 = 1 1 nL) 1 & 1
— + - +1n(2) — 7 = - <—4+-+e —_—
L 6 kZ:S In(k)(k+1) veprer P L 6 };3 In(k)(k+1)
D’une part, a ’aide d’une comparaison série-intégrale,
L 1 L 1 L
_— > > — = _
Z Ik k m 1) nE =1k = ik 2 [ln(ln(k + 1)) — In(In(k))] = In(In(L+1))—In(In(4))
k=4 k=4 k=4
D’autre part,
L1 L—1
< — — = — —
Z Ik k .y g = [In(In(k)) — In(ln(k — 1))] = In(In(L — 1)) — In(In(2))
k=3 k=3
Enfin, puisque
In(2) _ m(n) e
<
In(n) = n ~ In(n)
Alors,
In(2) 1 1 1
~y(L) := n( )—I—f—l—ln(Q)(ln(ln(L))—ln(ln(4)) < - < c +=+e(ln(In(L))—In(In(2)) :=
In(L) 6 p ~In(L) 6
peP,p<L
On a de plus :
lim (L) =1In(2) et lim o) =e

L—+co In(In(L)) L—+oo In(In(L))

Les suites convergent donc sont bornées, et il existe A, i tel que

Aln(n(L)) < Y lg,uln(ln(L))

p€EP,p<L

ce qui conclut.
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