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Introduction

Ce document a pour but de synthétiser I’étude que j’ai menée dans le cadre de mon stage de M2.
L’objectif final est d’établir un résultat positif de contrdlabilité d’un systeéme affine, quadratique a
deux controles.

En premiere approche, on peut penser la controlabilité comme la question de la possibilité
d’ajuster un parameétre d’une équation différentielle ordinaire ou d’une équation aux dérivées par-
tielles, permettant a la solution de cette derniere d’atteindre une cible préalablement définie.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au cas des systémes linéaires, en dimen-
sion finie. C’est un cadre simple, totalement compris, des conditions nécessaires et suffisantes sont
connues et établies rapidement dans ce rapport. Dans un deuxieme temps, nous évoquerons rapi-
dement le test linéaire, qui permet dans certaines situations de déduire a partir des informations
du linéarisé d’un systéme, des informations sur ce dernier. Dans une troisieme partie, nous centre-
rons notre étude sur la question de la controlabilité des systémes affines. Modulo la régularité du
controle, on peut ramener I’étude d’un systeme quelconque de dimension finie a un systéme affine.
C’est donc un cadre particulierement important. Quelques conditions nécessaires et quelques condi-
tions suffisantes sont connues. On s’attardera a évoquer le cas particulier des systémes sans drift,
totalement compris. Dans la partie quatre, nous nous intéresserons a une formule de représentation
approchée de la solution d’une équation sous la forme d’une série de crochets formels, ce qui nous
sera utile pour la suite. Dans la cinquiéme partie, nous présenterons la résolution d’un probleme de
moments. Enfin, dans la derniére partie, nous présenterons les ébauches d’'un théoréme sur lequel
nous travaillons actuellement. Il s’agit d’un théoréme déja connu, dont la preuve est nouvelle, et
est a I’heure actuelle, a fignoler.

Enfin, je tiens tout particulierement a remercier Frédéric Marbach qui s’est montré tres dispo-
nible, investi, et qui a su m’accorder du temps, dans la bonne humeur. J’ai le plaisir de continuer
en these avec Karine Beauchard et lui-méme ; ce n’est que le début d’une aventure !
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1 Systémes linéaires de dimension finie

1.1 Contexte et définitions

Soit Ty < T, et n,m € N*. On s’intéresse ici a la controlabilité de systéemes linéaires sous la

forme :
orme 2'(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) pour t € (T, T1) 1)
I(To) = X9 (

ou A € L™((Ty, T1), Mp(R)), B € L>((Ty,T1), Mpm(R)), et 2o € R™. La variable = est appelé
I'état du systéme, et la variable u le contréle, dans L2((Ty,T1),R™).

On travaille ici avec une notion de solution douce. Plus précisément :

Définition 1 (Solutions)

Soit zg € R, a € L*((Ty,T1),R™), et b € L*((Ty, T1), M, (R)). Alors, = : [Ty, T1] — R™ est
une solution du systéme :

2'(t) = a(t)x(t) + b(t) pourt € (To,Ty) @)
I(To) = X9

si z € CO([To, T1],R™), et,

Vi € [To, Th], =(t) = xo + /t (a(s)x(s) + b(s)) ds.

To

Une variante du théoréme de Cauchy-Lispchitz (défaut de continuité en temps) assure I’existence
et I'unicité de la solution globale du systeme linéaire proposé précédemment.

On formalise maintenant la notion de controlabilité :

Définition 2 (Contrélabilité)

Le systeme est dit contrélable entre Ty et Ty sur R™ si pour tout xg,xy € R", il existe
u € L?((Ty, T1),R™) telle que la solution = de (1)) vérifie z(Ty) = z1.

Remarque 1. On appelle x1 Uétat cible.

1.2 Théoréme de Kalman

Rappel. Pour A € L*((Ty,T1), Mn(R)), la résolvante du systéme différentiel «'(t) = A(t)x(t)
est Uapplication Ra : (t1,t2) € [To, T1)? = Ra(t1,t2) € M, (R), vérifiant : Vts € [Ty, T1], Ra(:,t2)
est la solution de M'(t) = A(t)M (t) avec la condition initiale M (t3) = I,,.

On introduit la matrice grammienne du systéme. Elle jouera un réle fondamental dans ’étude
de la contrélabilité du systeme :

Définition 3 (Matrice grammienne)

On appelle matrice grammienne associée au systéme , la matrice :

Ty
&= / Ra(T1,3)B(s)' B(s)' Ra(Ty., s)ds,
To

ott Ra(:,+) est la résolvante du systéme ().

Stage de M2 3 Théo Gherdaoui
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Remarque 2. La formule de Duhamel fournit l’expression de la solution de (1)) :

t

Vt € [Ty, Th], x(t) = Ra(t,Tp)xo +/ RA(t,s)B(s)u(s)dz.

To
LQ((To,Tl),Rm) — R™
Ainsi, le systéme est controlable ssi Fr, 1, : " . /Tl Ra(Th, 5)B(s)u(s)ds
AL1,
To

R" — Lz((To,Tl),Rm)
Yy — tBtRA (Tl, )
hilbertien, une application linéaire continue L : (Hq, ||-||;) — (Ha,||-||,) est surjective ssi son adjoint
vérifie : 3C > 0,Va € Hy, C||z||y < ||L*(2)||; (voir [Z]). Or, Vy € R™, | Fry 1, (y)||2L2 = ty&y. Ceci
justifie lintroduction de la matrice grammienne.

est surjective. Un calcul direct montre que Fy, 5 : } Dans un cadre

T
Remarque 3. Vz € R", 'zGx = / |"B(s)'R(T1, s)x|*ds, donc & € S;(R).
To

Theoréme 1

Soient Ty < Ty, n,m € N*, A € L*>®((Tp,T1), Mn(R)) et B € L*=((Tp,T1), Mnm(R)). Alors,
les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Le systéme est controlable entre Ty et T sur R™.

(2) La matrice grammienne est inversible.

Démonstration: Si le systéme est controlable entre Ty et 71 sur R™, Fr, 1, est surjective, donc il
existe C > 0 tel que Yy € R™, 'ySy > C ||y||?, donc & € ST (R) ¢ GL.(R). Réciproquement, si

& € GL,(R), par la remarque 3, & € S} (R), ainsi, C = mi(n ))\ > 0 convient, et montre que
A€o (6

Fry,1, est surjective, i.e. que le systéme est controlable entre Tp et 11 sur R™. |

Le théoreme suivant fournit une caractérisation algébrique plus maniable dans le cas ou le systeme
est a coeflicients constants :

Theoréme 2 (de Kalman)

Soient Ty < Ty, n,m € N*, A € M,(R) et B € M, .,(R). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) Le systeme (/1)) est contrélable entre Ty et Ty sur R™.

(2) Vect(A'Bu,i€ {0, -+ ,n—1},u € R™) =R",

Remarques. 1. la condition est appelée condition de Kalman.
2. on déduit de (2) que la contréolabilité d’un systéme linéaire a coefficients constants ne dépend
pas de lintervalle de temps.

Démonstration: Remarquons premiérement que dans le cas des systémes linéaires a coefficients
constants, Ra(t,s) = e,
(2) = (1) : on raisonne par contraposée. Soit y € R™\ {0} tel que &y = 0. Alors ‘ySy = 0,
donc k(t) = tye* "1 =Y B est nulle sur [Ty, T1]. Donc, pour I € N, (=1)'k(T1) = 'yA'B = 0. La
condition de Kalman n’est pas vérifiée, puisque y est dans 'orthogonal du sous-espace vectoriel en

question.

(1) = (2) : on raisonne & nouveau par contraposée. Soit y € Vect (AiBu7i €{0,---,n—1},u € RT”)J'7
non nul, on montre que 'on peut remonter les calculs précédents, pour cela, on utilise le théoréme
de Cayley-Hamilton et analyticité de k. |
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1.3 Forme normale de Brunovsky

On se place toujours dans le cas des systemes linéaires & coefficients constants en dimension
finie, A € M,,(R), B € M,,,(R) et 'équation différentielle :

2'(t) = Ax(t) + Bul(t) (3)

Theoréme 3 (Forme normale de Brunovsky)

Si le systéme (3|) est contréolable, et si B est de rang m, alors il existe M € GL,(R), K €
Mn(R), et N € GL,,(R) telles que les variables 2 = Mx et v = N~1(u — Kz) vérifient :

—1 -
Z:(ylﬂyiv"';ygal )7"'7ym7y:na"'7y$3m 1))7

et
Vi € [1,m], ygai) = ;.

Matriciellement, I’équation se reformule dans les variables (z,v) en :

Jo, 0 0 0 gy 0 0 0
diy=| 0 e D | O e O o), (4)
0 £ 0
0 0 Ja, 0 0 g,
ou
0 1 0 0
0 0 1 0 0
Jo, = | : oo i e Mo, (R) et g, = o € Ma, 1(R),
0 1 1
0 0
m

Remarque 4. Ce théoréme permet de ramener, modulo un changement d’état, ’étude d’'un sys-
teme controlable a celle d’un systéme diagonal par blocs, avec les blocs constitués de systémes
intégrateurs, c’est-a-dire de la forme :

xy = a9
Th = x3
o

r, = v

i.e.

/

le — Up—l
/ —

To Up—2

)

o

T, = v

N ;. .ieme e . 5z . s . ~ 5z . s
ou v; désigne la 7 primitive de v. L’état integre successivement le contrdle de ’équation. C’est
un exemple de systéme plat. Le probléeme de moments est alors reformulé en la recherche d’une
fonction dont on a prescrit les conditions au bord ainsi que celles de ses dérivées.

Stage de M2 5 Théo Gherdaoui
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Démonstration: Premiére étape : on effectue une manipulation par blocs sur les matrices qui va
permettre de se ramener & des dimensions inférieures, afin de raisonner ensuite par récurrence.

Par hypothese, rg(B) = m donc on peut partitionner 1'état z( R™ ~ R"™™ @& R™, on note

t) €
alors = (zr,z,). Ecrivons par blocs sous la forme A = Arr - Ary et B = B, avec
Ty Aur Auu B’M

Ar'r S Mnfm(R), Aru S Mn,m,m(R), Au'r S Mm,nfm(RL Auu € Mm(R)7 B, € Mnfm,m(R) et
B, € Gin(R).
.. ZE; = Ar,rxr + Ar,uxu + B’I‘u
AlnSl’ " < {[E; Au,'r'x'r' + Au,umu + Buu ’

On obtient

{éjt (mr - -BjTBglxu) (Ar'r - BTB'JlAuT) Ty + (A'ru - BTijlAuu) an .

Ty, = Aurxr + Auuxu + Buu

Ain§i, en notant &, = T, — BrBJlxu7 Ty = Tu, & = Aur®r + AuuTu + Buu, A=Ay — BrBJIAur
et Ay = (Apr — ByB; ' Auy) ByB, ' + (Avy — BrB; ' Ayu), on obtient :

~ 7 ~

-’f’r/ - Arfr + A;ux~u
R m :
On interprete la premiere ligne de systéme comme un nouveau systeme différentiel du type
ayant pour état z, de taille n —m < n et le contrdle =, de taille m. Ceci permet de raisonner par
récurrence sur n > 1.

Deuxiéme étape : mise en forme de la récurrence : le résultat est acquis au rang n = 1.

On suppose que le résultat est vrai pour toutes les dimensions d’état inférieure ou égale a n — 1.
Considérons le systeme . L’étape décrite précédemment permet de se ramener au systeme :

)

{x; = Ayz,+ Auze

!, U
avec Ar € Mn—m(R) et Ay € Mu—mm(R), d’état 2, € R®™™ et de contrdle z,, € R™.

On montre par un calcul par blocs que (Ay, ArAy, -, AP"™ 1 A,) est de rang n — m < n. Afin
d’appliquer I’hypothése de récurrence, il faut que le rang de A,, soit plein, ce qui n’est pas forcément
le cas. Ceci nous conduit & effectuer la manipulation suivante : en note m = rg(A,), et m < m,
on peut effectuer la méme manipulation que précédemment (R™ = R™ @ R™~™) pour obtenir le

systeme : ~
. = Az, + Audu
P U ,
5, = n

avec Pz, = (Tu, %), ou P est inversible, (4, %) = Pu, % € R™ et A, est de rang m. Ainsi, 'hypo-
these de récurrence s’applique : on peut trouver M € Gln—m(R), K € M n—m(R) et N € Gixn(R)
telles que la premiére ligne du systéme soit mise sous forme de Brunovsky en les variables (z, )
définies par z = Mz, et v = N_l(fu — Kz).

Introduisons enfin le changement d’état

T M=t 0 0 z
Tu | = K N 0 v,
Tu 0 0 1 Tu

i=KM "' (A, + Augn) + N

Le contréle (v, 1) permet de conclure. ||

Stage de M2 6 Théo Gherdaoui
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2 Test linéaire
2.1 Contexte et définitions

Soit T' > 0,n,m € N*, et f € C*(R™ x R™,R™). On considere le systéme :

ot u € L*((0,T),R™) est le controle du systéme.

Définition 4 (Trajectoire)

On appelle trajectoire de I'équation différentielle , la donnée de (z,u) € C°([0,T],R™) x
L*°((0,T),R™) vérifiant pour tout (t1,t2) € [0,T)?,

w(ts) = x(t) + [ f(x(s),u(s))ds.

t1

Lemme 1 (Unicité)

Soit T > 0,u € L>((0,T),R™) et zg € R™. Alors, il existe au plus une fonction z € C°([0, T],R")
telle que (x,u) soit une trajectoire de vérifiant x(0) = xo.

Démonstration: Soit z,y deux telles fonctions. Alors, pour tout ¢ € [0,7], on a :

() —y(@)] < ||31f||fo/ l[z(s) = y(2)| ds,

ot K = Bgn (O, max (||x||£T] , ||y|\[£j’T])) X Brm (O7 \|u|\£ﬂ) Le lemme de Gronwall conclut. |

Lemme 2 (Existence)

Soit T > 0, u € L>((0,T),R™) et zg € R", alors, il existe 0 < T" < T et x € C°([0,T'],R") telle
que (x,u) est une trajectoire de ’équation différentielle ([5)) avec la donnée initiale x(0) = xo.

Démonstration: Soit r > 0, et M, := sup {|f(:v,v)|, z € Brn(z0,7), v € Brm (O7 Hu||£T]) } On dé-

finit 7. = /M, et X, = {z € C°([0, T],R"), x(0) =m0, Vt € [0,T], 2(t) € Brn (z0,7) }. On définit
enfin :

0:x¢e X, — <t — xo + /t f(x(s),u(s))ds) € X,.

On montre que 6 est bien définie, 0(X,) C X, puis que : Vk € N, V(z,y) € X2, Vt € [0,T],
k k o k [0,T7
[|0%(@)(2) - 0" () (B)]| < ot e =l

ol @ = sup {HDf(gc7 v)||, ¢ € Brn(zo,7), v € Brm (O, HuHLOO’T])} . On conclut & l'aide du théoréme
du point fixe de Banach. |

Les deux lemmes précédents permettent d’affirmer ’existence et 1'unicité locale d’une trajectoire
passant par un point donné. On définit maintenant la controlabilité locale autour d’une trajectoire :

Définition 5 (Small Time Locally Controllable (STLC))

Soit T > 0 et (z,u) une trajectoire de sur [0,7T]. On dit que le systéme () est loca-
lement contrélable autour de (Z,u) si : Ve > 0,30 > 0, V(x,x1) vérifiant ||zo — Z(0)]] <

Stage de M2 7 Théo Gherdaoui
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0, |lz1 —2(T)|| < 6, il existe une trajectoire sur [0,T] telle que x(0) = zg, z(T) = x1 et
vt € (0,77, [lu(t) —u)]| <e.

Remarque 5. Lorsque (e, ue) est un point d’équilibre du systéme, i.e. f(ze,ue) =0, on définit la
controlabilité autour d’un point d’équilibre comme la contrélabilité autour de la trajectoire constante
(Te, Ue)-

2.2 Théoréme du test linéaire

Theoréme 4 (Test linéaire)

Soit T' > 0 et (Z,u) une trajectoire de (j5)) sur [0,T]. Si le systéme linéaire :

Y0 = 9L @), a0 + @), a0 ()

est contrélable (sur [0,T]), alors le systéme (5| est localement contrélable autour de (Z,u).

sin(t) x} cos(z3)
Exemple 1. Soit (Z,u) : t € [0,27] — 1—cos(t) | ,1]. Le systéme { af, = sin(x3) est-il
t ah = u

controlable sur [0,27] autour de la trajectoire (Z,u) ?
coa
Le systéme est équivalent a z'(t) = f(x(t),u(t)) ou f : (x,u) € R®* x R — | sin(z

0 0 —sin(?)
8f( ),u(t))={0 0 cos(t) | et B:= %(:E(t),u t
0 0 0

A dépend du temps, on ne peut pas utiliser le théoréme de Kalman ; calculons la grammienne
2m

du systéme, & = / RA(2m,8)B'B'RA(27, 5)ds. Puisque, pour tout t,s, A(t)A(s) = OrM,(R) =
0

remarque que A(t) := . Puisque

)€R3
0
0
1

o 1 0 1-—cos(t)
A(s)ds) =10 1 —sin(t) | aprés calculs. Ainsi
0 0

A(s)A(t), la résolvante Ra(27,t) = exp (
1

t

S =

N O W
o = O

2
0 | 7, de déterminant valant 23 # 0. On conclut a la controlabilité du systéme
2

linéarisé, puis a la contréolabilité locale par test linéaire.

Remarque 6. La condition de controlabilité du systéme linéarisé n’est pas nécessaire. En effet, le

/
. ¥y = wu . P : L
systeme {x’l _ .3 est localement contrélable autour de 'équilibre (0,0) mais son linéarisé ne
2 T

lest pas. Le systéme est équivalent a z'(t) = f(x(t),u(t)) ot f: (z,u) € RZ x R+ (;3) €R?, et
1

A= gi( u) = Opy(r); B = %(@ﬂ) = <é) La condition de Kalman n’est pas remplie.

Démonstration (Idées): On pose F : (a,u) € R" x L*°((0,T),R™) — (a,z(T)) € R" X R", o x
est la solution associée au contrdle u, et a la condition initiale a. On montre a ’aide du critere
d’explosion en temps fini que F est bien définie sur un voisinage de (Z(0), @). On montre enfin que
F est différentiable en (Z(0), @) puis que dF(z(0),a)(p,v) = (p,y(T)), ol y est la solution de (6]
avec la condition initiale y(0) = p. L’énoncé assure la surjectivité de la différentielle. On conclut
par application du théoréme d’inversion locale. |

Stage de M2 8 Théo Gherdaoui
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3 Systémes affines

3.1 Définitions

On va désormais centrer notre étude sur le cas des systémes affines.

Définition 6 (Systémes affines)

On appelle systeme affine tout systeme de la forme

a'(t) = fo(z) + Zuifi(x)7 (7)

U1
ot x(t) € R™ est I'état, et u= | : | € R™, le controle.
Um
On appelle drift le terme fj.
Remarquons premiérement que si ©' = f(x,u) est un systéme différentiel, alors y := (i) vérifie
m
/ f(y) f(y) On / ;
= = + v; en posant v := u'. On a donc, transformé un
Y < v > < 0 2 v (0i)1<j<m P

i=1
systéme différentiel quelconque en un systéme affine sur R**™ x R™, modulo la régularité du
contréle.On ne perd donc pas en généralité en se focalisant sur les systémes affines.

3.2 Introduction aux crochets de Lie : motivations

Afin de caractériser la contrélabilité, on introduit la notion de crochet de Lie.

Définition 7 (Crochet de Lie)

Soit Q un ouvert non vide de R”, et X,Y : Q — R™ deux champs de vecteurs C*. On définit le
crochet de Lie de X, Y, noté [X,Y] comme valant :

[X,Y]:z € Qs DY (2)(X(2)) — DX (2)(Y (z)) € R™.

[X,Y] € CO(Q,R™).

Remarque 7. Si X :z € R" — Az € R" et Y : 2 € R* — Bz € R" o0 A,B € M,(R), alors
[X,Y](z) = (BA— AB)z correspond & un commutateur.

Voici quelques motivations qui justifient I'introduction des crochets de Lie : (voir [3])
- On cherche a lire la contrélabilité d’une équation sur I’expression de sa solution. On sait que
si ' (t) = A(t)z(t) avec A vérifiant pour tout ¢,s, A(t)A(s) = A(s)A(t), alors la solution
¢
est donnée par x(t) = exp (/ A(s)ds) 2(0). Sinon, le manque de commutativité empéche
0

d’obtenir une expression simple de la solution. Il est donc naturel d’introduire un outil
mesurant le défaut de commutativité, a savoir les crochets de Lie.

On verra de plus que la formule de Magnus fournit une formule de représentation approchée
de la solution selon les crochets de Lie.

- Les crochets de Lie sont des mouvements naturels ; en effet : dans le cas d’un systéme affine
sans dérive :

¢’ = w1 fi(z) + ua f2(z), 2(0)=0 (8)
(prenons m = 2 pour simplifier les calculs), montrons qu’on peut bouger selon la direction

£[f1, f2)(0).

Stage de M2 9 Théo Gherdaoui
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3.3
3.3.1

Lemme 3

. ui(t)\ _ (n . o
Soit n € R. Supposons que (ug(t)> = (O , alors la solution x de vérifie :

2

z(t) = x(0) +nf1(x(0))t + %nzdﬁ (2(0))(f1(2(0))) + Oo(t%).

Démonstration: On a z( +77/ fi(z(s))ds, donc |z(t) —x(0)| = Oo(t). En substituant,

on obtient : ' (t) = nfu(¢(0) + Oo(t)) = nfi(x(0)) + Oo(t), done a(t) = 2(0) + nfa (€(0))t + Ou(£?).
En substituant une derniére fois, on obtient :

&'(t) = nf1 (2(0) + nfi(2(0))t + Oo(t*)) =0 (f1(2(0)) + df1 ((0)) (nf1(x(0))t) + Oo(t*)) .

Ainsi, en intégrant, on conclut.

N U 0 — 0
Alors, avec le contréle (ui) = (%) loeot+ (772) 120 +( (;71> 1(2e,3¢) + (772) 1 (3¢ 4e)5

on obtient en itérant le lemme précédent :

z(4e) = mnee®[f1, f2](0) + Oo (7).

Dans le cas des systemes avec dérive, du type

o' = fo(x) +ufi(z), x(0)=0 (9)

(prenons m = 1 pour simplifier les calculs), tous les mouvements ne sont pas possibles.
ro_
Exemple : pour le systéme {x} B u2’ on a fo(x) = <02> et fi(z) = (1> Le calcul
.'I;2 == Il .1'1 O
direct donne [f1, [fo, f1]](0) = 02 , et on ne peut pas bouger dans cette direction, puisque

ahy >0, done z5(t) > 22(0).

Néanmoins, on peut toujours bouger dans la direction £[fy, f1](0). En effet, un calcul simi-
laire montre que pour le controle u(t) = —nl(ge)(t) + nl(c 2:)(t), la solution de ©) véritie
x(2¢) = ne2[fo, £1](0) + Op(g3). On peut retrouver ce calcul en utilisant la relation de Ba-
ker—Campbell-Hausdorff, et le lemme de Gronwall.

L’information concernant la STLC est contenue dans I’évaluation des crochets en 0. En effet,
si ¢ : R” — R™ un C*° difféomorphisme vérifiant ¢(0) = 0, alors le changement de variable
y = ¢(x) transforme @D en :

y' = dp(e™ (1) (fole " () +ude(e™ (W) (f1e " (¥))), y(0) =0,

=g0(y) =g1(y)

qui est un systéme affine. De plus, un calcul direct montre que [go, 91](0) = de(0) ([fo, f1](0)),
et de méme pour les autres crochets. Pour deux systemes difféomorphes, 'information conte-
nue dans 1’évaluation en zéro des crochets de Lie est inchangée.

Réciproquement, le théoréme de Krener (voir [6]) montre que, si ' = fo(z) + ufi(x) et
Yy = go(y) + ug1(y) sont deux systémes affines analytiques, et s’il existe L € GL,(R), tel
que [go, 91](0) = L[fo, f1](0), et de méme pour tous les autres crochets, alors il existe ¢, un
difféomorphisme local, vérifiant »(0) = 0 tel que y(¢) = g ox(t) pour tout u € L™ et ¢ assez
petit. On peut également tirer de cette preuve I’égalité en état petit.

Quelques résultats sur les systémes affines

Quelques éléments sur les crochets de Lie
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Proposition 1 (Bilinéarité - Jacobi)

Soit Q) un ouvert non vide de R™.
1. [,]: CHQ,R™)? — C°(Q,R™) est une application bilinéaire antisymétrique.
2. Soient X,Y,Z : 0 — R™ trois champs de vecteurs C2. Alors :

[X’ [Y, Z]] = HX’ Y]a Z} + [Y7 [X’ Z]]

Définition 8 (Itérés des crochets)

Soit € un ouvert non vide de R™, et X,Y : Q) — R"™ deux champs de vecteurs C°>°. On définit
pour k € N, ad’)f((Y) par récurrence par :

ady (V) =Y et adi™ (V) = [X, ad% (Y)].

. (1 _ [ X2 2 _ T
Exemple 2. Si fo(z) = <x%>’ et fi(x) = (»ﬁ)’ alors ad$, (f1)(z) =2 <(m2 L 2x‘f))
Définition 9
Soient §) un ouvert non vide de R"™ et F une famille de champs de vecteurs de classe C* sur €.

On note Lie(F) l'algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs de F, i.e. le plus petit
sous-espace vectoriel E de C*°(§,R™) tel que

FCEet (XeE, YeE=[XY|€E).

Si F ={f1, -, fn}, on notera Lie(f1,--- , fn) au lieu de Lie({f1,---, fn}).

3.3.2 TUne condition nécessaire de controélabilité

Voici quelques résultats (conditions nécessaires ou conditions suffisantes) de controlabilité des
systémes affines (voir [2]) :

Theoréme 5 (Hermann,Nagano)

Soit Q un ouvert non vide de R™, fo, -+, fm : Q — R™, des fonctions analytiques, et (T, ue)
un point d’équilibre de (7). Si le systéme (7)) est STLC' (au sens de la définition 5) autour de
(2, u.), alors la condition

A(ze,ue) = {g(z.), g € Lie(fo, -, fm)} =R"

est remplie.

Remarques. 1. On appelle cette condition la Lie Algebra Rank Condition (LARC)
2. Ce théoréme n’est pas propre auzx systémes affines, il reste vrai pour les systémes ' = f(x,u),
6(1
avec [ analytique, et A(Te,ue) = {g(we), g € Lie ({8£(-,ue),a € Nm}) }
w
3. Ce théoréme est mis en défaut sans hypotheése d’analyticité; en effet : pourn=m =1, Q =R,

71/332 .
(ze, ue) = Orz, et f(z,u) = {ue six#0

\ 5l . _ .
0 sinom le systéme est controlable mais A(0,0) = {0}

/
4. La réciproque est fausse; en effet, pour le systéme {i} _ xuz; on a x2(t) > x2(0), donc le
2 = i

systéme n’est pas controlable. Néanmoins, en posant fo(x) = (:SQ) et f1(z) = ((1)), on constante
1
que f1(0) = ey et adzl(fo)(()) = 2e,, donc A(0,0) = R2.
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2;; est-il localement contrélable en (0,0) 2 On a affaire a un
= 1

/
Exemple 3. Le systéme i,l
2

= ey, et, A(0,0) = Re; € R2. On pouvait le

systeme affine sans dérive, et f1(0) = ( L )
x=(0,0)

2331

démontrer directement en remarquant que xh(t) = % (23) (t), donc x5(t) = 23(t) + C, ou C €R.

La solution évolue dans la sous-variété stricte de R* {(z,y) € R*| y =a? + C}.

3.3.3 Retour sur le cas des systémes linéaires a coefficients constants

On considere le systéme linéaire :

z'(t) = Az(t) + Bu(t) (10)

—_——

avec A € M,,(R) et B € M,, ,,,(R). On remarque que (10) < 2/(t) = fo(z(t))+ E (bi,j)1<i<n u;(t),
i=1
=ri(@)

ot B = (b;j)1<i<n,i<j<m €t fo(z) = Az. Cest donc un systeéme affine.

Lemme 4

Vk €N, Vj € [1,m], adf (f;) = (-1)F A" f;. (11)

Démonstration: Soit j € [1,m], on démontre le résultat par récurrence sur k. Il est clairement vrai
pour k = 0. Supposons le acquis au rang k. Ainsi :

ady " (f3) = [fo,adyy ()] = (=1 [fo, A*f5] = (=1)" (0 — AA*f;) = (-1)" 7 AT g5,

en utilisant le fait que f; est constant. |

Ainsi, on obtient : _
A(ze,0) = Vect (A'Bu, i € [0,n— 1], u € R™).

En effet, 'inclusion C provient du théoréme de Cayley-Hamilton et du fait que les f; sont constants.
m

Pour l'inclusion D, on utilise :Vi € [0,n —1], Yu € R™, A'Bu = (—1) Z ad?o (f;)(0)u;. On
j=1

déduit de cette égalité d’ensembles, que, dans notre situation, la LARC n’est qu’'une reformulation

du théoreme de Kalman. C’est donc une équivalence.

3.3.4 Cas des systemes affines sans drift

Theoréme 6 (Chow,Rashevski, (voir [2]))

Soit © un ouvert non vide, et fi,--- , f, € C>°(2,R™). Supposons que A(0,0) = R™. Alors, le
systéme
o =Y filx)u; (12)
i=1
est STLC.

Remarque 8. Dans le cas des systemes affines sans drift, il y a donc équivalence entre la LARC
et la STLC comme dans cas des systémes linéaires avec drift vu plus haut.
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Ty = (5%
Exemple 4. Le systéme { xf, = Usg est un systéme affine sans dérive, pour lequel
xh = Tiuz —uiTs
1 0
n=3m=2 fi(x)= 0 et fa(x) = | 1 |. On remarque que f1(0) = e1, f2(0) = eq et
—T2 I

[f1, f2](0) = 2e3. Ainsi, la LARC est remplie, donc le systéme est STLC.

3.3.5 Retour sur la décomposition de Brunovsky

Si on consideére un systeme sous forme de Brunovsky, de la forme :

¥y = 1o
xh = xj
x, = w
X9 0
I3 :
alors il est linéaire, donc affine, avec fo(x) = | : | et fi(x) = | . |. Puisque fo(0) = 0, on
Tn 0
0 1
démontre par récurrence immédiate sur k € N* que ad’}o(fl)(O) = (=1)*(dfo(0))*(£1(0)). De plus,
0 1 o --- 0
0 O 1 -0
on remarque que dfo(0) = | : . 7-. :|. Ainsi on obtient que pour k € [0,n — 1],
0 |
0 «ov o o 0

ad’}’ﬂ( f1)(0) = (=1)*e,,_. Ainsi, on déduit de ce calcul simple que la LARC est vérifiée, étant dans
le cas des systemes linéaires a coefficients constants, le systeme est contrélable. La réciproque du
théoréme de Brunovsky est donc vraie (pour m = 1, mais cette remarque se généralise facilement).
Ainsi, étre sous forme de Brunovsky (i.e. sous forme (4])) est équivalent a dire :

m

Jag, -, o, € NF, @Vect (<ad'];07‘(fi)(0)>0<k<a-—1) —R",
i=1 Shsa;

est une décomposition en sous-espaces vectoriels, dont on a fourni une base (avec les notations des
systémes linéaires, interprétés comme des systémes affines). On remarque de plus que dfy,(0) est
nilpotente d’ordre o, donc, Vi € [1,m], Vk > a, ad’;c0 (fi)(0) = 0.

i

4 Eléments d’algébre

L’intégralité de cette partie est dédiée a l'introduction d’éléments algébriques nécessaires a
I’étude de la contrélabilité. Cette partie est largement inspirée du papier On expansions for nonli-
near systems error estimates and convergence issues, de Karine Beauchard, Jérémy le Borgne, et
Frédéric Marbach (voir [I]). Il s’agit donc d’une boite & outils, qui se passera presque intégralement
de démonstrations.
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4.1 Premiéres définitions

Dans ce paragraphe, X := {X;, i € I} désigne un ensemble d’interminées non commutatives,
indexé par I, ou I est un ensemble fini.

Définition 10 (Magma)

On considére Br(X) le magma (i.e. un ensemble muni d’une loi de composition interne notée
(+,+)) libre sur X. Il peut étre défini par récurrence par : X C Br(X) et pour tout t1,ts €Br(X),
(t1,t2) € Br(X). Cette loi est non commutative.

Définition 11 (Suite d’éléments de I)

On note I* I'ensemble des suites finies d’éléments de I, muni de I'opérateur de concaténa-
tion, i.e. si 0 = (0;)1<i<i, 0 = (0))1<i<r € I*, la concaténation de o et o' est la suite
0" = (o' )1<i<itr, avec o = o; pouri € [1,1] et 0 =o,_, pouri e [+ 1,1+1].

Pour o = (01, ,0%) € I*, on définit X, := Xy, -+ Xy, .

Remarque 9. Les éléments de Br(X) peuvent étre vus comme des arbres binaires, dont les feuilles
sont les éléments de X, en effet : (((Xo, X1), (X0, X1), X1)), (X0, X1), X1)) € Br({Xo, X1}) peut
étre interpété comme l'arbre suivant :

Définition 12 (Longueur, cété gauche/droit, nombre d’occurences d’une indéterminée)

Pour t € Br(X), |t| désigne la longueur de t, i.e. le nombre de feuilles de 'arbre. Si |t| > 1, ¢
peut étre écrit de maniére unique sous la forme (t1,t2) avec t1,t3 € Br(X). On note A(t) = t1
et pu(t) =tq, ou A\, u: Br(X)\ X — Br(X).

Pour i € I et b € Br(X), n;(b) désigne le nombre d’occurence de 'indéterminée X; dans b.

q
Si I =10,q], on écrit n(b) = an(b) = |b] — ng(b).
j=1

Exemple 5. Dans notre exemple, |t| = 8, A(t) = ((Xo, X1), (X0, X1), X1)), pu(t) = (X0, X1), X1).

Définition 13 (Algébre libre)

On note A(X) Dalgébre associative libre générée par X sur le corps R, i.e. 'algébre unitaire
associative des polynoémes en les indéterminées X, non commutatives. On peut écrire :

AX) = @ Aa(),

neN

ot A, (X) désigne le sous-espace vectoriel de dimension finie engendré par les monémes de
degré n sur X.

Introduisons 1’élément qui va nous intéresser en particulier dans ce rapport, ’algebre de Lie libre.
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Définition 14 (Algébre de Lie libre)

L’algébre A(X) est naturellement munie d’une structure d’algébre de Lie, I'opérateur de Lie
étant [a,b] := ab — ba. On considére L(X), I'algébre de Lie libre générée par X sur R. Il peut
étre vu comme le plus petit sous-espace vectoriel de A(X) contenant X et stable par crochet.
On peut de méme écrire :

neN

ott Ln(X) = L(X) N Ap(X).

Définition 15 (Evaluation)

Il existe une application évaluation, FE : Br(X) — L(X) défini par E(X;) = X; pour tout
X; € X, et pout t € Br(X), |f] > 1, E(t) = [EA(®), E(u(t)]

Remarque 10. L’évaluation n’est pas injective puisque (Xo, Xo) et (X1, (Xo, Xo)) sont deux élé-
ments différents de Br(X) envoyés sur 0 dans L(X).

Définition 16 (Séries formelles)

On définit I'algébre associative unitaire A(X) des séries formelles générées par A(X). Un élé-
ment a € fl(X) est une suite a = (a,)en avec a, € A, (X). On définit également 'algébre de
Lie des séries formelles de Lie, ﬁ(X ) comme P’algebre de Lie des séries formelles a € A, avec
an, € L,(X) pour n € N.

4.2 Bases de Hall
4.2.1 Définitions

Définition 17 (Ensemble de Hall)

On appelle emsemble de Hall, un sous-ensemble B de Br(X) muni d’un ordre total vérifiant :
- XCh.
- Pour tout by, bs € Br(X), (bi,b2) € B ssi by,ba € B, by < by et (ba € X ou A(b2) < by).
- Pour tout by, bs € B tels que (b1, b2) € B, by < (b1,bs).

Toute I'importance des ensemble de Hall est contenue dans le théoréme suivant, di a Viennot.
Elles permettent de déterminer des bases de £(X).

Theoréme 7 ( Viennot)

Soit B C Br(X) un ensemble de Hall. Alors, E(B) est une base de £L(X).

4.2.2 Une application

On suppose dans cette section que X = {Xg, X1, Xo}.

Définition 18 (L. 1,1(X))

On définit L, 11(X) comme suit :

Li11(X) = Vect (E(b), b€ Br(X), ni(b) =nq(b) =1).
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Notation. Pour v € N, b € Br(X), on notera b0¥ = ((b, Xy),--- ,Xo) € Br(X), défini formelle-
[ ——
v fois

ment par récurrence par b0° = b et Vv € N, b0* 1 = (b0¥, Xy).

On souhaite maintenant déterminer une base de L, 11(X). Il faut construire un ordre cohérent,
puis appliquer le théoreme de Viennot. Plus précisément :

Proposition 2 (Base de L, 1,1(X))

(E((Xl()”,Xg)()”/)) e est une base de L, 11(X).

Démonstration: On suppose que Br(X) est muni d’un ordre vérifiant X; < X2 < X et Xo maximal.
On définit A = {X10”, X2, X0}, muni de lordre total. Il est A-stable. On étend l’ordre & un ordre
total sur Br(X) puis on considére B ensemble de Hall pour cet ordre. On explicite les éléments de

B. Ce sont les (X107, Xg)()"/. Ce sont de plus les seuls éléments de BB contenant exactement un X;
et un X5. On déduit de théoréme de Viennot que F(B) est une base £(X), donc, E(B) N Ly 1,1(X)
forme une base de L.,1,1(X). -

On souhaite maintenant réussir a exprimer la solution d’une équation différentielle de type affine
en fonction des crochets de Lie des champs de vecteurs (f;)o<i<m. L’utilisation de cette base nous
permettra de décomposer la solution sur une famille de crochets de Lie plus facile & manipuler. De
telles formules existent, en voici une bréve présentation.

4.3 Formules de Magnus, Sussmann, coordonnées de premieres et de
secondes especes

4.3.1 Equations formelles et formule de Magnus

Définition 19 (Solution d’une équation formelle)

q
Soit i € [1,q], a; € L*(R*,R) et a(t) = X + Zai(t)Xi, Soit z* = (2%)nen € A(X). La
i=1

2 =

solution de I’équation formelle :

est la fonction z : Rt — A(X) dont les composantes (x,)nen sont les uniques fonctions

t
continues vérifiant pour t > 0, xo(t) = x§ et pour n € N, x,41(t) = x}; —|—/ xn(s)a(s)ds.
0

On souhaite maintenant déterminer une formule permettant de développer la solution formelle
d’une telle équation selon les crochets de Lie.

Définition 20 (Simplexe)
Pour r € N*, et t > 0, on définit le simplexe :

AT(t) ={(r1, 7)) €0,)", 0< 71 <++- <7y < t}.

Définition 21 (Logarithme abstrait)
Soit M € NU {400}, T > 0, et F définie sur [0, T] a valeurs dans une algébre. On introduit :

M r m—1
bogu(P)0) =31 32 = 3 [ L) P Pl (1

r=1 m=1 SGN;”
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ou NJ* désigne I'ensemble des partitions ordonnées de I’entier r en m entiers,
N:,” = {(T17"' 77~m) e (N*)m’ r=r +"'+7"m},

et pour r € N et t > 0,
AT(t) =A™ () x - x AT (1).

Remarque 11. Puisqu’on travaille au niveau abstrait, on ne se pose aucune question de conver-

-1 m—1
gence de série. Le facteur L provient du développement en série entiére du logarithme.
m

On peut maintenant énoncer le théoréme qui nous intéresse. On remarque qu’il traite de solutions
au niveau formel. Il faut encore démontrer que ’on peut évaluer en les champs de vecteurs.

Theoréme 8

Pour t € Rt, et 2* € A(X), Ia solution de (13) s’écrit

x(t) = 2" exp(tXo) exp(Zo(t, X, a)),

q
ot Zoo(t, X, a) = Log,_(b;)(t) et by(s) = e~ (t=5)Xo <Z a,;(s)Xi> elt=5)Xo e,

i=1

_1\ym—1 ™ — k1 T, — kr
Zo(t, X, a) = Z (=1 /As(t) ( 2 ( £) ai, (11) - ai, (7,)dr

) mr kl' k’l“'
r>1, 1<m<r, seN",
K1, ke €N, i1, ,ir€[1,q]

[' o [ad’;:(lo (Xi1)7 ad];(?o (Xlz)L T aa’dl){:é;, (Xir)]

Remarque 12. Z,.(t, X, a) est une série formelle de Lie. On peut alors utiliser les bases de L(X)
afin de décomposer cette quantité, et définir ses coordonnées, comme suit :

Définition 22 (Coordonnées de type pseudo-premier)

II existe une unique famille de fonctionnelles, (m)pes, telle que pour tout a; € L*(RY), pour
tout t > 0, on ait I’égalité suivante dans L(X) :

Zeo(t, X, a) = Z My (t, a)b.
beB

On appelle ces fonctions les coordonnées de type pseudo premier.

4.3.2 Formule de Sussmann

Définition 23 (Coordonnées de seconde espéce)

Soit B une base de Hall de L(X). Les coordonnées de seconde espéce associées a B sont I'unique
famille de fonctionnelles (&)pep : RT x L} (RT) — R définie par récurrence par : pour tout
t > 0, pour tout a € L} (RT),

loc

- &x,(t,a) :/0 a;(s)ds

- pour b € B\ X, il existe une unique paire (b, by) d’élements de B tel que by < ba et un
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entier maximal m € N* tel que b = ady’ (b), et

(t.0) = = [ &(5.0)6), (. 0)ds. (15)

Remarques. - On considére : L,10(X) = Vect(E(b), b€ Br(X), ni(b) = 1,n2(b) =0).
On suppose que ay3 = u. Avec l'ordre défini précédemment, on vérifie par le théoréme de
Viennot que (E(X107)),en définit une base de Hall de cet espace. Calculons les coordonnées
de seconde espéce de ces éléments. On note b, = X710 € Br(X). On remarque que b, 1 =
(by, Xo). En utilisant la formule, on en déduit :

t t
Ebu+l (tv a) = /0 gbu (S, a) 53(0 (57 (1) ds = /O fbl, (87 a)ds
:% fol ds=1

Ainst, par récurrence,
f(t—s)”
&,(ta) = | S—u(s)ds = upaa(t).
0 .

- On calcule maintenant les coordonnées de seconde espéce (on suppose a1 = u,as = v) de
(E((X107,X2)0" ))yren dont on a montré qu’il formait une base de Hall de L.11(X) en
proposition 2. Pour v,v' €N, on a :

t t v —1
(t—>s)
f(X]O”,Xz)OV/ (t, a) = /O g(X10V7X2)OV/—1(S’ a)ég(o (S, a)ds = /0 (1/ — 1)' f(Xl()”,XQ)(Sva)dS'

De plus,
t t
§(x10v,x0) (L, @) :/ Ex,0v (5, a), (a, S)dsz/ U, 11(s)v(s)ds
0 0

Ainsi, par IPP

€ (ta) = [ t “(‘_)1), ([ wa@iono)as [ D (s

v’

- Montrons que les (§)pep ont une propriété d’homogénéité, i.e., pour tout u € L>(0,T), et
t €10,7], A €]0,1], pour tout b € B,

gb(A7 t7 ’U/)\) = )‘Iblf(t7 U),

ou uM(\t) = u(t), t € [0,T)], 0 sinon. On raisonne par récurrence sur |b|. On suppose que
|b| = 1. Alors

At t
Ex, (M, ut) = / a}(s)ds = A/ a} (r)dr = NXlex (t,u).
0 0

Supposons le résultat acquis pour tout b € B tel que |b] < n. Soit b € B tel que |b] =n + 1.
On écrit de maniére unique b = ad{;l’(bg) ot (by,by) € B2, by < by, et m € N*, maximal.
Alors pout t € [0,T], X €]0,1],

At

1 . A
§b<)\tau>\) = ﬁ §b1’<87a>\)£{72<87a>\)d8 = 7' / gbl ()\x,a’\)fgz()\x,a)‘)dx.
. 0 m: 0

A\mbi+b2 t
{b()\tu”\) = T/ «f{’f(m,a)«féz (z,a)dx = )\lb‘fb(t,a).
: 0
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Theoréme 9 (Susssmann)

Soit B une base de Hall de £L(X), T > 0 et pouri € I, a; € L*(0,T). Pour tout x* € fl(X), la
solution de vérifie pour t € [0,T],

—
x(t) =" H efo(at)b,
beB

Remarques. - la fléeche sur le produit a pour but de donner le sens du produit, il est orienté
par lordre de B.

- faisons le lien entre les coordonnées de type pseudo premier, et les coordonnées de type 2.
On utilise les deux formules donnant x,

«
$(t) - * H egb(a,t)b — w*etXOeZw(t,X,a).

beB
— —
Puisque, X est mazimal et Ex,(t,a) = ¢, on a Hefl’(a’t)b = e!Xo H eSe(at)b - Ay,
beB beB\{Xo}
-
niveau formel, on obtient alors : H efrlat)b — pZec(t.Xoa) o
beB\{Xo}
A 1 1
11 (1 + & (t,a)b + 5;55(15,@1)2 + - ) =1+ Zoo(t, X,0) + 5 2o (1, X, a)? + -
beB\{Xo}

Ainst,

1 / / 1 212
1+an(tva)b+§ Z Ub(tva)nb/(tﬂ)(bb +bb)+§z77b(t,a) b+ =
beB b<t’, beB
bb eB

1
/ 212
L+ &(tab+ D &ta)gy(ta)bb+ 5D &t a)h’ + -
beB b<b’, beB
b,b'eB
On déduit de ce calcul, que pour b tel que n(b) = 1, n, = &. Pour b tel que n(b) = 2, alors
M =& + 22 1heyp) kUi (Vi (t) (pour ar = et ap =wv).

Jusqu’a présent, les énoncés donnaient les solutions d’équations différentielles formelles. 11 faut
maintenant s’intéresser a la possibilité d’évaluer selon des champs de vecteurs.

4.3.3 Evaluation selon un champ de vecteurs

Soit ¢ € N*, on considere I’équation différentielle affine suivante :

/() = fo(x(t) + Y wilt) fil=(t)), x(0) =p. (16)
i=1

Theoréme 10

Soient M € N*, T > 0, fo, -+, f; € C*(Bka(0,26);K%) avec fo(0) = 0 et T | fol < 6. Soit
u € LY((0,7T),K?), si x(t; f,u,0) est la solution du systéme avec p = 0, alors :

#(t: £,0,0) = Zar(t, £,0)(0) + O ([l}5)) +olla(t; £, 0)).
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5 Probléme de moments

Définition 24 (Matrice de Gram)

Soit (1, - ,2y) une famille de vecteurs d’un espace prehdbermen (E,(-,-)). On appelle matrice
de Gram associée & cette famille, la matrice notée G(x1, - ,xpn) = ((Ti, Z;))1<i j<n-

Proposition 3

Soit (x1,- - ,x,) une famille de vecteurs d’un espace préhilbertien (E, (-,-)). Alors :

rg(zy, -+ ,xn) = 18(G(21, -, Zn)).

Démonstration: Soit F' = Vect(z1,---,2n), €t (e1,--- ,ep) une base orthonormée de F. Soit A la
matrice des coordonées de (z1,--- ,z,) dans la base (e1,- - ,ep), alors pour tout i,j € [1,n] :
P
Gy, ywn), 5 = (@iyag) = Zak Z je) =Y arian; = (‘AA),;
k=1 1=1 k=1

Ainsi, G(z1,--- ,xn) = 'AA, et puisque ker(*AA) = ker(A), on obtient :
1g(G (w1, an)) = rg("AA) = rg(A) = rg(z1, -+, n).

|
Corollaire 1
Soit (x1,- -+ ,x,) une famille de vecteurs d’un espace préhilbertien (E, (-,-)). Alors (z1,- - ,Zpn)

est libre ssi G(x1,- -+ ,xpn) € GL,(R).

Afin de démontrer le théoréme principal de ce rapport, nous aurons besoin de savoir résoudre des
problemes de moments. Plus précisément :

Lemme 5

Soit I, p, g e N, T > 0, et a < b, alors, il existe u € C*([a,b]) telle que la famille
(T - N i e [0,1], (T =) us, 7€ [0,p], s € [0,4])

soit libre, (avec ||uH I < 1) (otr u] désigne la j “" primitive de u, définie par récurrence par :

up =u et Vt € [a,b], uj41(t) = /0 uj(s)ds).

Démonstration: Premiére étape : on commence par montrer la propriété sur R (a = —oo, et
t
b = 400). On introduit y(t) = e® . Montrons par récurrence sur k que :

Yk € N*, EI('yik), . ,7,(;6)) S Rik tel que Vt € R, y*)(t) Zym it

Pour k = 1, y/(t) = e'e® , donc 7( ) = 1> 0 convient.
On suppose le résultat acquls au rang k, alors : Vt € R,

k
y(k+1)( ( Z (k) Jt> — ¢t y(t Z (k) Jter(t)Z’YJ(-k)jeﬁ,
=1

k
k k k k j k k
RO RIS (m( "y ) I I ),
~ J I ~
=yt D =

J
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ce qui conclut car les scalaires sont strictement positifs.

On pose & = 3@t &, = 3@+~ Montrons que ® convient : soient (cv)o<i<i, (Brs)o<r<p
0<s<gq
tels que :

l
DT =Y+ > Bro(T =)y =0
§=0

0<r<p
0<s<q
i.e.
l P s+1
S oy 43— (zﬂm (z g )) o
j=0 r=0 i=1
— 0
t——oo

Donc, le premier terme de ’équation (polynoéme) admet une limite finie (par croissance comparée),
donc il est constant, et de terme constant nul, donc nul. Ainsi, Vj € [0,!], ; = 0. Puisque y ne

s’annule pas, on a :
p g+l
YD (T ( > ﬂrsv“*l’) 0.

r=0 i=1 s=i—1
ou encore

-1
Vvt eR, Zp: S -ty ( - Z Br,sY g*”) =0.

r=0i=—q—1 s=—i—1

—1
Vt ER, zp: Z el ( —iT Z Br. g,}/(84—1)> =0.

r=0t=—qg—1 s=—i—1

Puisque la famille (-T, r € [0, p], e, i€ [—¢ — 1, —1]]) est une base de solutions de ’équation
-1

différentielle, H (%) =0, avec H = < H (X —j)) , il est connu que c’est une famille libre.
j=—q—1

On en déduit :
vr € [0,p], Vi€ [1,q+1], Z By, S,Y(S+1)

Pouri=¢q+1,0na frq ’Yélﬂl) =0, donc, SBrq = 0 pour tout r € [0, p].
——

>0
(g+1)

Pour i = g, on a Brq-1 ’yéq_)l—l— Br.a Vg1 = 0, donc, Brq—1 = 0 pour tout r € [0,p]. Cest un
-
>0 =0
systéme triangulaire, on conclut de proche en proche a la nulité des scalaires, donc a la liberté de

la famille. Ainsi, ® € C*°(R) convient.

Seconde étape : en remarquant que, si on travaille sur [a,b], et si les fonctions admettent une
relation de dépendance linéaire sur cet intervalle, puisqu’elles sont toutes analytiques, on déduit du

principe des zéros isolés que la relation est vraie sur R. On se raméne a ce qui a été fait en étape 1
¢Haw

pour déduire la nullité des coefficients. Il suffit donc de considérer u = pour conclure. |

EYIER

Theoréme 11 (Probléme de moments)

Soient k,l,p,q € N, T > 0, (\)o<i<k € RETL, (wi)o<i<i € R, (aij)o<i<p € RP+Da+D) ]
0<j<p
existe u,v € C((0,T),R) telles que :
T .
vi € [0, k], / w(t)(T = )it = Ay, (17)
0
T .
Vi € [0,1], / v (T —t)'dt = pi, (18)
0
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T .
¥(i, ) € [0,p] x [0,q], / o(t)(T — t)'u; (1)t = a5, (19)

ol uj désigne la 7™ primitive de u, définie par récurrence par : ug = u et Vt € 0,T], ujy1(t) =
t

/ u;(s)ds. De plus, I'estimée suivante est vérifiée : en notant n = k+1+2+(p+1)(¢+1), fixés,
0

(Aio<i<k
alors : VT >0, 3C(T) > 0 tel que Vz = (idoci<i | e R7, Izl o, <1, Fu,veCX((0,T),R)

(vij)o<i<p
0<5<p

tel que - — aient lieux, et

I

= Trrlax(k,l,p+q)+1 :

oo

011 1/2
<) =l
C

Enfin, pour T assez petit, C(T)

Démonstration: Premiére étape : Soit z € R” un second membre fixé. On résout le probléme
de moments en u, en s’assurant de la liberté d’une certaine famille de fonctions. Ceci nous
permettra de faciliter en étape 2 la résolution du probléme de moments en v. On considére
a € C*(]0, %],R) telle que F := ((T— ), i eo0,1], (T — s, € [0,p],s € [[O,q]]) est une fa-
mille libre sur [£, 2] (c’est possible, voir le lemme précédent). Soit x € C°((0, ), R) telle que

x = 1 sur [%, %], 0 < x <1.On pose U, 7] = x@. Ainsi, il faut définir u sur [%,T]7 de classe C*

a support compact pour que ([17) soit vérifiée.

Soit (xe)es0 € C® (%,T)R telle que ||xe — 1||L1(%’T) = 0, et 0 < x. < 1. Puisque la fa-

mille ((T —) )ie[[o,k]]
Rk [X]. Montrons que I'on peut utiliser une perturbation pour le résoudre dans CZ° : en notant
P = (T - .)1‘[1 7] on a, pour le produit scalaire L? sur [%,T] :

=

est échelonnée en degré, elle est libre, on peut résoudre ce probléeme dans

N1GOePo, - X< Pr) = G(Po, -+, Pi))lllee = sup_ [(xePilxeFy) = (BB
<iyg<

Ainsi,
NIG(xPo, -+ s xePi) = G(Po, -+, Pi))llloe < 2Ixe =1l sup T — 0.
0<i,j<k e—0
Or, la famille (P;)o<i<x étant libre, le lemme affirme donc que G(FPo, -+ , Px) € GLik+1(R). Puisque
G Li+1(R) est un ouvert, il existe €o tel que la matrice G(xe, Po, - -+ ; X<, Pr) est inversible. Cherchons

u sous la forme ¢xe,, avec p € C*° (%, T) a préciser.

nlN

& Vie [0, k], / O(t)xeo 0)(T —t)'dt = \i — / w(t)(T — t)"dt == X,

Ainsi, on peut trouver ¢ € Vect(xeoFPo, "+, XeoPr) € Cfo(g,T), solution de . On conclut en
posant u| iz 1} = ©Xeo- On a bien v € C°((0,7T),R), et u est par construction solution du probleéme
L.

de moments.

Deuxiéme étape : la fonction u € C°((0,7),R) étant construite, on résout le probléeme de

moment (18)-(19) en v. Afin de faciliter ensuite le calcul de la dépendance en |/z||__, on définit
v = 0 sur [5,T], et on résout le probleme de moment sur [0, %] On peut raisonner comme dans

I’étape 1, a I’aide d’un argument perturbatif, puisque F est une famille libre libre sur [O, %}, par

construction. On trouve v € C°((0,7'),R), solution. Ceci conclut.

‘s . L . 0,7 R
Troisiéme étape : étudions la dépendance en ||z||__ de Hu||Lo I on commence par traiter le cas
ot ' = 1. On suppose que [|z||, est non nul (sinon, © = v = 0 conviennent et I'inégalité est

trivialement vraie). Majorons Hu||£2;%] : pour C' > 0,
1 . 2
vie [0,3], @ < a(t) (O] < Ol
——— ——
<1

:CHzHéo/z\f(t)\ convient, pour f définie par le lemme =
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On estime maintenant ||u||§1] ; Vt € {%,1} , u(t) = @(t)xeo (t), ol o(t ZP )Xo (B)E5, et

& = (§j)o< ;< est I'unique solution de G(xeo Po, -, X=0 Pi)§ = (Xi)o<i<k. Par su1te, pour i € [0, k],

1/2
C
<+ [ P <+ G 1L
0

Alors,

, C

€l < MG O Pos- o xe0P) Ml (121 + 5 1212)
Et
2
1 "
1
vie [5.1] . @< [ el ] D 5 el

<1 =0

Ainsi,

1 1\ *+1 _ C
et <2 (1= (3) ) Mot a0 e (1ol + § 1127).

En combinant les deux estimations, on obtient : pour tout C' > 0,

_ c
a2 < max (201G 0o Pos- -+ Xeo P lew (112 + 5 )€ 201

Pour C' = 2, on obtient :
Il < 2max (1|Gxeo Po, -+ » Xeo Pe) " llloo (14 [121127) 1) 112]12° -

Dépendance en temps : on utilise maintenant un argument de dilation du temps afin d’estimer
t
||u|| 7] pour T > 0. On définit pour ¢ € [0,T], u(t) = (T)’ u € C°(0,1). On obtient donc :

a9 < 2max (|HG(X50P07"' +Xeo P) " lloo (1+H Hl/z) )H 1

[l

ou le second membre a été modifié en z. Etudions la répercussion de ce changement de variables :

T 1
(2i)o<i<k = (/ u(s)(T — S)st) a=s/T (TZH / Ht = :L')de> = ("2 ocice
0 0<i<k 0 0<i<k

On conclut & :

_i+ il
Jull ™) < 2max <||G<<XEOP1>> llo (1+ max (7% )|z||”2>,1) mase (775°) 1212,
i€[0,k] i€[0,k]
Ainsi, on obtient pour ||z <1,
1 it _ il 1/2
7 < 9 ma (||G<<xma->i> e (1+igm (T )) J) e (175 ) 2107

=:C'(T)

Quatriéme étape : étudions la dépendance en ||z|| _ de Hv||£2;T] ; traitons le cas ou T' = 1. Estimons
o] = (|01 2) : on introduit pour i € [0,1], Q: = [|2]|X/% (1 — )01+ Ainsi,

) < Vi € [0,1], / t)dt = p; ||z|\i£2
Par construction, la famille F est libre, et en perturbant, on obtient v(t) = x¢, (t)¥(t), ot ¥ (¥) =

. . (pi)osi<i o .
E Q;(t)xeo (t)p; + g (1 — ) u;(t)xeq (t)Ti,5, OU p = (Ti;)o<i<p | €St l'unique solution de
j=0 0<i<p 0<j<q

0<ji<q

Stage de M2 23 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 5 PROBLEME DE MOMENTS

; (i 1201 2L o<i<t
G (Qoxsm “ 5 QiXeos ((1 - UJ'XEO)0<¢<P) p= ( (e j)o<i<p :

0<j<q 0<5<q

=G
1211322

- 2i§l 7

(t—s

Puisque : ||u||£%] < 212|112, et wiga(t

00 s)ds, on obtient HulHH 3]

donc, pour t € [O, %],

l P
O < | N2+ Il %2+ 1212 > 2]1 116G 1]oo max ([12]1222 1121l -
7=0 i=0

0<i<p
1<5<q

<Ve(p+1)<2(p+1)

[l < @+ 4p + 5) 120127 11G ™ {[]oo max (J[21137, l121l.0 ) -
Il ne reste plus qu’a constater que G = ||z|| A ot A € Mii14(p+1)(q+1)(R) est une matrice
indépendante de z pour conclure que :

[0l < (4 4p + B)I[1A™"|]oo max (J12]12% ll2ll.c ) -

Dépendance en temps : on utilise & nouveau un argument de dilation du temps afin d’estimer
t
||v\|£’T] pour T' > 0. On définit pour ¢t € [0,T], v(t) = v (T)’ v €C(0,1). Alors :

[0l = 15)119Y < (1 + 4p + 5)[[| A7 ]| max (2|1, 1) (121|127,

ou le second membre a été modifié en z.
Vi € [0,1],
/ v(s)(T — s)'ds T ! / o(z)(1 — z)"dz
0 0

V(i,7) € [0,p] x [0, 4],

z=s/T

/ o(x)(1 — z) ' (x)dz =T / o(x)(1 — z)'uj(Tz)dz =, Tt / v(s)(T — z)'u;(s)ds

s=x

- -
Enfin, en posant 71 = max (T*%), et Ty = max (T*%)’
Jel0.] 7€[0,p+4]

0|77 < (1 + 4p + 5) || A7 ]| oo max (max(T1, T2) 12|, 1) max(Th, T2) || 2|2/
Pour ||z]|, <1,ona:

[l < (1 + 4p + 5)||| A™|[] oo max (max(Ty, Tz), 1) max(Th, T2) ||| %

=:C"(T)

Ainsi, C(T) = max(C'(T),C"(T)) convient. On a de plus, pour T assez petit, la formule suivante :

o) < max(4][|G((xeo P2)i) " lloo, (+ 4p + H)[[[ A" []oc)

|
dex(k l,p+q)+1

Remarque 13. On a en fait plus précisement, avec la méme démonstration, l’estimation suivante :
(Ai)o<i<k
VT > 0, 3C(T) > 0 tel que Ve € 10,1], ¥z = | (Hi)osi<i | ¢ RFHHF2HGHDEHD) |z < 1

0<j<p

Ju, v € C((0, ) tel que (17) — (I8) — (19) aient lieuz, et

0,7 € 0,T —e
[ull &7 < c@)[l2)5, et [T <o) |20
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6 Vers un nouveau résultat

Les travaux que nous menons en ce moment ont pour vocation de démontrer un résultat positif
de controélabilité d’un systeme a deux controles. Malheureusement, ce rapport a di étre produit
avant d’étre arrivé au bout de la démonstration du théoreme en question. Les grandes lignes de la
preuve ont été explorées, méme si nous faisons encore face a quelques difficultés techniques. Ainsi,
dans cette section, je vais énoncer le théoreme que l'on conjecture étre vrai, et les idées de preuve.
Au cours de la fin du stage, et du début de la these, nous finirons ce travail. Ainsi, ’énoncé de ce
théoreéme pourrait étre modifié en fonction des avancements des travaux.

Theoréme 12 (Conjecture (Work in progress..))

Soient fy, f1, f2 : RY — R? des champs de vecteurs de classe C*°. On suppose que fo(0) = 0,
que pour tout k € N, fadik (x)(0) = fadg(k (x¢)(0) = 0. Enfin, on suppose que
1 2

Vect(f5(0), n(b) < 2) =R

Alors le systéme ¢’ = fo(z) + ufi(x) + vfa(x) est STLC autour de (0,0).

Quelques idées de démonstration : il suffit de montrer que pour z € RY assez petit, alors il
existe u,,v, des contrdles dépendant contintiment de z tels que z(T, (u,,v,),0) = z + o(z), et
(e, vz)||£>OC’T] < ||z||1/2. On pourra conclure par le théoréme du point fixe de Brouwer. En effet :
soit z une cible. On consideére : F : b € RY — b — x(T, (up, v),0) + z € R% La fonction est bien
définie sur un voisinage de 0, elle clairement continue, par la dépendance des controles en la cible.
De plus, pour |[b]| < r, pour ||z|| < 3r,

1
IE @) = llo(d) + 2] < 5r+[l=]| <

Ainsi F(Bgra(0,7)) C Bga(0,7). Par suite, I/, admet un point fixe, i.e., il existe b € R? tel que
F(b) = b— «(T, (up, vp),0) + z = b donc (T, (up, vp),0) = z. On peut donc atteindre toute cible
assez petite, d’ou la STLC.

Pour ce faire, on utilise le théoréme 10, et on obtient ce développement de la solution par la formule
de Magnus :

(T, (u,0),0) = Z5(T, (u,v))(0) + O(||(u, v)[|,) + o[ (x(T, (u,v))]).

On fixe une cible z € R%. Le terme O(||(u, U)H‘zo) ne pose pas de probléme si on parvient & trouver
des controles u, v tels que H(u,v)HEl’T] < ||z\|1/2, on aura alors : (9(||(u,v)||‘:’0) = (’)(HZHS/Q) = o(||z|)-

De méme, le terme o(|(z(T, (u,v))|) ne pose pas de probléme. En effet, si on trouve des contrdles
u, v tels que Z5(t, (u,v))(0) = z + o(|[2]]), alors o[ (z(T, (u, v))]) = o([|z[])-

11 suffit donc de montrer que pour T' > 0 assez petit, et ||z|| assez petit, il existe u,v des controles
0,T 1/2
tels que Za(t, (u,0))(0) = 2 +of[|z]]) et [I(u, v)II" < 2]

Heuristiquement, on considére la base de Hall introduite précédemment, et :

Z5(T, (u,0))(0) = Y (T, (u,)) fo(0).
beB
Soient by, - , bk, bri1, - ,ba tels que Vect(fp,(0), 1 <i<d)=R9
—_— —
n(b;)=1 n1(b;)=n2(b;)=1
Les k premieéres directions sont linéairement contrdlables. Il faut :

- montrer que les directions perdues au niveau du linéaire peuvent étre rattrapées du point
de vue quadratique

Stage de M2 25 Théo Gherdaoui



ENS Rennes 6 VERS UN NOUVEAU RESULTAT

- montrer que l'on peut effectuer le contrdle linéaire et quadratique simultanément.

Pour la premiére étape : on travaille sur Z (T, " (u,v)) f5(0), la série tronquée, et on

beB,
Ib|<L,
nb)=1 ou 2

montre que le reste de la série est petit (quantifiée en fonction de T') : pour cela il faut utiliser
I’homogénéité des fonctionnelles de seconde espece. On utilise alors le lien entre 7 et &, et on
montre que les termes d’erreur sont aussi petit que voulu, une fois que 'on est parvenu a annuler
les premiers. Puisqu’ils s’écrivent comme une série en u;(T)vx(T), on choisit u et v comme des
dérivées (d’ordre assez grand) de fonctions C2°(0,7). Enfin, au vu de la forme des fonctions &,
calculées précédemment, on utilise le lemme sur la résolution du probleme de moments pour que
la somme partielle vaille exactement la projection sur la cible de Vect(f,(0), k+1 <i < d). On
sera donc parvenu a rattraper les directions perdues au linéaire & Paide du quadratique, & o(||z||)
pres.

Pour la seconde étape : on utilise un probléme de moments linéaires et on voit le terme quadra-
tique comme une perturbation du terme linéaire (que l'on traite par théoréme d’inversion locale).
Cette partie n’a pour l'instant été que peu explorée, et simplement sous I’hypothese du systeme
dont le linéarisé est sous forme de Brunovsky.
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