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14 Applications linéaires continues

r-( Exercice 14.1 )

Soient N; et Ny deux normes sur E. Montrer que N; et Ny sont équivalentes sur E ssi
I;: (E,Ny) — (E,Ns) et I;: (E, N3) — (E, Ny) sont continues.

r-( Exercice 14.2 )

Déterminer si les applications linéaires T : (E, N1) — (F, N2) suivantes sont continues :
1. E=C°(0,1],R) munie de ||.||,, o0 T: f € E+ fg € E, on g € E est fixé.

2. E = R[X], muni de [[$,50 a6 X*|| = yzolal, et T: P € E s P € B.
3. B = Ry[X], muni de || 5,50 a6 X*{| = Sy laxl, et T: P E s P € .

4. B = RX], muni de || Sysgax X = Siso Mlasl, et T: PEE s P e .
5. E=Co([0,1],R), Ny = |l.|ly, Na=||.|l;, et T: f € E— fg, ol g € E est fixé.

r-( Exercice 14.3 )

Soit E = C°([0,1],R). Pour f € E, on définit »(f) : x € [0,1] — /f” f(&)de.
0

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme continu de E.
2. Pour n > 0, on considere f, : € [0,1] — ne™"*. Calculer || f,||; et |[¢(fn)ll;-
3. Déterminer H(pHﬁC(E) .

r-( Exercice 14.4 )

Soit £ = R[X] muni de szzo akaH = S0 lal-

1. L’application ¢ : P € E — P(X + 1) € E est-elle continue ?
2. L’application ¢ : P € E+— PA € E, ou A € E est fixé, est-elle continue 7

r-( Exercice 14.5 )

Soit E = C*([0,1],R). On considére D : ¢ € E +— ¢' € E. Montrer que, quelque que soit
la norme N sur E, D n’est jamais une application linéaire continue de F dans E.

r-( Exercice 14.6 )

Soit (E, |[|.]]) un EVN et w un endomorphisme de E, vérifiant Vo € E, ||u(x)| < ||z||. Pout
tout » € N, on définit v, = 25 > p_ou.

1. Simplifier v, o (v — I;). Montrer que ker(u — Iy) N Im(u — Iy) = {0}.

3. On suppose désormais E de dimension finie. Démontrer que E = ker(u — I;) @ Im(u —
1) = E.

4. Soit p la projection sur ker(u — Id) parallelement & Im(u — I;). Montrer que Va €
E, v,(z) e p(x).

\.

r-( Exercice 14.7 )

Soit F un espace vectoriel normé et L.(F) l'ensemble des applications linéaires continues
sur E. Pour tout u € L.(E), on pose |u|| = sup {||u(z)]|;||z|| < 1}. Montrer que c’est une
norme sous-mulitplicative sur L.(E).
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