
ENS Rennes Convexité

7 Convexité
Exercice 7.1

1. On(R) est-il un convexe deMn(R) ?
2. Montrer que l’ensemble des matrices stochastiques (matrices (ai,j)1≤i,j≤n ∈Mn(R) telles

que ∀(i, j) ∈ {1, . . . n}2 , ai,j ≥ 0 et ∀i ∈ {1, . . . , n} ,
n∑
j=1

ai,j = 1) est un convexe deMn(R).

3. L’ensemble des matrices diagonalisables deMn(R) est-il un convexe deMn(R) ?

Exercice 7.2 (Inégalités de Hölder et de Minkowski)

Soient (p, q) ∈ [1,+∞[2 tel que 1
p

+ 1
q

= 1

1. Montrer que pour (x, y) ∈ [1,+∞[2 , xy ≤ xp

p
+ yq

q
.

2. En déduire que ∀((a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)) ∈ (Rn)2,

n∑
k=1
|akbk| ≤

(
n∑
k=1
|ak|p

)1/p( n∑
k=1
|bk|q

)1/q

2. En déduire que ∀((a1, . . . , an), (b1, . . . , bn)) ∈ (Rn)2,(
n∑
k=1
|ak + bk|p

)1/p

≤

(
n∑
k=1
|ak|p

)1/p

+
(

n∑
k=1
|bk|q

)1/q

Exercice 7.3

Soit f : I → R, continue, telle que : ∀(x, y) ∈ I2, f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
Montrer que f est convexe.

Exercice 7.4

Soit f : I → J convexe et strictement monotone. Étudier la convexité de f−1.

Exercice 7.5

Soient f, g : I → R convexes. Les fonctions inf(f, g) et sup(f, g) sont-elles convexes ?

Exercice 7.6

Soit f : R→ R convexe et majorée. Montrer que f est constante.

Exercice 7.7 (Inégalité de Jensen intégrale)

Soit f : I → R, une fonction convexe continue et g : [a, b]→ I, continue. Montrer que

f

(
1

b− a

∫ b

a

g(t)dt
)
≤ 1
b− a

∫ b

a

f(g(t))dt.

Khôlles Théo Gherdaoui


