ENS Rennes Théoréme de convergence dominée

9 Théoréme de convergence dominée

r-( Exercice 9.1 )

Soit f : [0, +00[— R une application continue.
1. On suppose que f admet une limite finie [ en +o0o. Déterminer

1 n
lim — d
im /0 ft)de

n—+oo n

2. On suppose désormais f bornée. Déterminer

+oo
lim nf(t)e "tdt.

n—-+oo 0

r-( Exercice 9.2 )

Soit f : [0,+0c0[— R une application continue et bornée.
+oo
1. On pose I,, = n/ f(z)e™™dz. Déterminer [ := lim I,,.
0 n— 0o
2. On suppose de plus que f est C', de dérivée bornée, avec f’(0) # 0. Déterminer un
équivalent de I,, — .

,-( Exercice 9.3 (Fonction I') )

Soit I' la fonction définie sur R% par

+oo
I'(z) = / t*Le~tdt.
0

" t\" .
En introduisant I,,(z) = / (1 = ) t*~!dt, montrer que :
0 n

nln®

li :
n—1>r4r-1<>ox(m+1)...(m+n)

I'(z) =

r-( Exercice 9.4 )

Soit (ay,), une suite de complexes vérifiant que Z an,n! converge absolument. Montrer que :

n

400 o0 +o00
/ e " Z apx” | do = Z apn!.
0 n=0 n=0

\

r-( Exercice 9.5 )

1 n
Pour tout entier naturel n, on note J,, = / de.
1. Justifier ’existence de J,,. °
2. Calculer J,, — Jp41.
3. En déduire ’égalité
/1 xln(z)dx_ lioi
0 x2—1 P k2
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r-( Exercice 9.6 )

Montrer que

oo n!
/0 cos(v/z)e dx:Z(—l) @n)l’

.

r—( Exercice 9.7)

On introduit la constante d’Euler comme :

. 1
v = ngr}rloc ( 7~ ln(n)> .

+oo
On souhaite calculer [ = In(t)e *dt.

n t n
1. Montrer que [ = lim [I,, ou I, = / (1 — ) In(t)dt.
0

n—-4oo n

2. Montrer que I, = In(n) + nJ,, ou J, est une intégrale a préciser.

n

)
Z l et conclure
K’ ’
k=1

n+1
1

3. Montrer que J, =

—_

n+

r-( Exercice 9.8 )

Montrer la convergence la série de terme général :

/2
Up = (—1)"/0 sin”™ (¢)d¢.

,—( Exercice 9.9 (Calcul de I'intégrale de Gauss))

Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définie par :

) n
Vn € N*, Vz € R, fn(af):max((l—gn) ,0>-

+oo
_ 2
Montrer a I'aide d’un théoreme de convergence dominée que : / e~ 2dx = Vr.

— 00

r-( Exercice 9.10 )

Calculer les intégrales suivantes :

U n(t) teo g
t.
/0 t— 1d /0 sh(z) dz

r-( Exercice 9.11 )

Démontrer I'identité suivante :
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