ENS Rennes Intégrales généralisées

2 Intégrales généralisées

,—( Exercice 2.1 (Nature d’intégrale) )

Etudier la nature des intégrales suivantes
(*) = on calculera 'intégrale en question.

too dt L () oo oo In(z)
/O = e /0 In(th(#))dt et

1 1 400 4 “+oo
dt 1/ T dz
/ —_— sin (E)‘ dz / .7 (%) / S (%)
01—Vt 0 x o 2041 —eo (L4 z+2%)?

63 s (1 +o0 — TED
de / ||xl|dx / In(?) dt,a >0, (%)
1 0

0 ln(l—i—x) e — 1‘[3 t2_|_a2

,-( Exercice 2.2 (Calculs d’intégrale) )

Calculer les intégrales suivantes apres avoir justifié leur convergence

+o00 +o00 +o00 N1/3 1 /2
/ e Vidt / d / (14‘1)71(11_ / In(?) de / sin(t) In(sin(t))d¢
0 1 sh(t) Jo z(1+x)2/3 o V1=t Jo

r-( Exercice 2.3 )

\.

Montrer que l'intégrale suivante est convergente. En est-il de méme avec les valeurs abso-

lues ?
/+°° sin(t) o
0 t

r-( Exercice 2.4 )

Soit f une fonction continue et bornée sur R™. Montrer que les intégrales suivantes exis-

tentent et sont égales
+oo “+oo
[ L o [T,
0 1 + 1‘2 Jo 1 + CC2

En déduire la valeur de

/+°°dx n>0
o (A+2)14am)

r-( Exercice 2.5 )

Existence et calcul de

+oo dz S
/O W, n 2 0 (Centrale PC) /(; \/ﬁdt, n Z 0

r-( Exercice 2.6 )

Existence et calcul de

/Oﬂ/2 In(sin(¢))dt /0+OO In (1 + t12) dt (Mines)
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,—( Exercice 2.7 (Dirichlet) )

On définit, Vn € N

/2 _: T2 s
I - / sm((2.n—|— 1)t) dt et J, = / sin((2n + 1)t) it
0 sin(t) 0 t

0. Montrer que l'intégrale suivante est convergente.

+oo ;
/ sin(t) e
0 t

1. Monter qu’elles sont bien définies, puis que (I,), est constante.
/2
2.Si ¢:[0,m/2] — R est Ct, alors, Er}rl @(t) sin((2n + 1)t)dt = 0.
n o0 0

1
3. Montrez que t — — — se prolonge en une fonction C! sur [0,7/2], et déduire que

t  sin(t)
lim (I, — J,) =0.
n—oo
4. Conclure.

.

r—( Exercice 2.8 )

Donner un exemple de fonction continue sur R*, intégrable et non bornée.

r-( Exercice 2.9 )

Soit f : [0, +oo[ — R, C.
Supposons que f2 et f2 sont intégrables. Déterminer la limite de f en +oc.

,—( Exercice 2.10 (k) )

Existence et calcul de

/foo Oy, /0+me1/de33

T

r-( Exercice 2.11 (Equivalents) )

+oo —t
Donner un équivalent simple au voisinage de +oco de / Tdt
x

T et
Donner un développement asymptotique a trois termes au voisinage de +oco de / ?dt
1

,—( Exercice 2.12 (Log intégral) )

odt
On considere, Yz > 2, l;(z) := / —
2 In(?)

tique a n termes de I; au voisinage de +oo.

. Pour n > 1, donner un développement asympto-
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,—( Exercice 2.13 (Suite d’intégrales) )

On définit, pour tout entier naturel n non nul,

B +o0 t_LtJ
unf/o t(t—|—n)dt

1. Montrer que (uy)n,>1 est bien définie, puis que VA > 0,

Ad—t] 1 (rt—|t) Atn g ¢
/Ot(tJrn)dt_n(/O i dt_/A t dt)

2. En déduire une nouvelle expression intégrale de u,,.

1
3. On définit v,, = nu,,. Montrer que la série de terme général v, —v,_1 — o converge. En
n

déduire un équivalent de u,,.

.

r-( Exercice 2.14 )

Trouver une CNS d’intégrabilité sur R* de la fonction suivante. Calculer I'intégrale le cas

échéant. |

T et )+

r-( Exercice 2.15 (Etude générale) )

. /ﬁdt
SRR A ™)

,—( Exercice 2.16 (Si on connait les intégrales & paramétre (I)))

Etude compléte de la fonction

\.

On définit

_ [**° arctan(at)
re = [ e

Montrer que F est bien définie et C! sur R. En déduire une nouvelle expression de F.

.

,—( Exercice 2.17 (Si on connait les intégrales & paramétre (II)))

L o—(14t%)a? z ) 2
g(x):/o Wdt et h(z) = (/0 e du)

Montrer que g est bien définie et C' sur R. Montrer que h + g est constante. En déduire la
+oo

valeur de l'intégrale de Gauss / e du

— 00

On définit
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