ENS Rennes Réduction des endomorphismes

6 Reéduction des endomorphismes

6.1 Sans la notion de polynéme d’endomorphisme

r-( Exercice 6.1 )

Soit A € M,,(C) non nulle. On définit « par :

VM € My (C), w(M) = tr(A)M + tr(M)A

1. Déterminer les élements propres de wu.
2. Donner une CNS sur A pour que u soit diagonalisable.

r-( Exercice 6.2 )

On note £ = C(R™,R). Pour f € E, on définit la fonction Ty sur R par T¢(0) = f(0), et

Vo > 0, Tj(z) = é/m F(t)dt.
0

1. Montrer que T' est un endomorphisme de F.
2. Déterminer ses éléments propres.

r-( Exercice 6.3 )

Soit n > 3, a € C, et M la matrice de M,,(C) suivante

a 0 0
1 1 1
M=11 0 0
1 0 ... ... 0

1. Quel est le rang de M ? Préciser Im(M) et ker(M).
2. Donner les valeurs propres de M.
3. La matrice M est-elle diagonalisable ?

r-( Exercice 6.4 )

Soit A € M,,(C). On définit par blocs les matrices de Mo, (C) suivantes :

1 /A4 A L, I,
pey(a ) e )
1. Calculer B’ = P~'BP. Montrer que Sp(B) =Sp(A) U {0}.

2. Soit A € Sp(B), préciser dim(ker(B’ — Alz,)) en fonction de dim(ker(A — A1L,)).
3. En déduire que B est diagonalisable ssi A Dest.

r-( Exercice 6.5 )

Soit A & M7L(C) et B = (191 %) E M2n((C).
1. Montrer que A € Sp(B) ssi A2 € Sp(A).

2. En déduire que B est diagonalisable ssi (A est diagonalisable et inversible). On pourra
distinguer le cas ou 0 est valeur propre de A.
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r-( Exercice 6.6 )

Soit n > 2, et f € L(R™) de rang 1.

1. Montrer que 0 est valeur propre de f et préciser la dimension de Ey(f). Que peut-on en
déduire ?

2. Trouver une CNS de diagonalisabilité de f.

3. En déduire que f? = tr(f)f.

r-( Exercice 6.7) ‘

Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1, et u et v deux endormorphismes de E
tels que uov —vou=u.

1. Montrer que pour tout n, u™ ov — v ou™ = nu™.

2. Montrer que u est nilpotent. On pourra exploiter ¢, I’endomorphisme de £(F) qui a f
associe fov —wvo f.

r-( Exercice 6.8 )

Soit n € N*, et A € M,,(R), diagonalisable. Montrer que :

(tr(A4))* < rg(A)tr(4?)

r-( Exercice 6.9 )

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, © un endomorphsime de F, diagonalisable,
et B = (e1,...,e,) une base de vecteurs propres de u.

1. Soit « = Zxkek un élément de E. Calculer detg(z, u(x), ..., u""(z)).

k=1
2. Montrer que les valeurs propres de u sont simples, ssi on peut trouver x € E tel que
(@, u(z),...,u""1(z)) soit une base de E.

r-( Exercice 6.10 )

Soit n > 2, et A, B € M, (R). AB et BA ont-elles les mémes valeurs propres ?
Application : montrer que : VA € M,,(C), x 41 € R[X]

,—( Exercice 6.11 (*) )

Soit m > 2. Déterminer le spectre de la comatrice de A € M,,(C) en fonction de celui de A.

r—( Exercice 6.12 )

L’ensemble des matrices diagonalisables est-il convexe ? connexe 7

r-( Exercice 6.13 )

Soit A € M, (R). Montrer que :

A est nilpotente ssi Vp € {1,...,n}, tr(AP?) =0

r-( Exercice 6.14 )

Soit u,v € L(E), ou E est réel, de dimension n > 1. On supose que uov = vou, et v
nilpotent. Montrer que det(u+v) = det(u). On discutera en fonction de 'inversibilité de wu.

Kholles Théo Gherdaoui



ENS Rennes Réduction des endomorphismes

r-( Exercice 6.15 )

Soit A = (a; ;) € M, (R) une matrice & coefficients strictement posifis telle que :
n
Vief{l,...,n}, Y ai; =1
j=1

1. Montrer que 1 est valeur propre de A, et que toute autre valeur propre complexe A de A
vérifie |\ < 1.

2. Montrer que si A est valeur propre de A avec |\| = 1, alors A\ = 1.

3. Montrer que l’espace propre associé a la valeur propre 1 est une droite.

r-( Exercice 6.16 )

Soit F un C-espace vectoriel de dimension finie, f un automorphisme de E, et g un endo-
morphisme de rang 1. Montrer que f + g est un automorphisme ssi tr(go f~1) # —1.

r-( Exercice 6.17 )

Existe-t-il une base de M,,(R) constituée de matrices diagonalisables dans R ?

6.2 Avec la notion de polynéme d’endomorphisme

r—( Exercice 6.18 )

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n > 1. On suppose qu’il
existe un vecteur xg € E tel que (xq,u(xg),...,u" (zg)) est libre. Montrer que les poly-
noémes en u sont les seuls endomorphismes qui commutent avec u.

.

r-( Exercice 6.19 )

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n > 1.

1. On suppose que f est diagonalisable. Montrer que f? est diagonalisable et que les noyaux
de f et f? sont égaux.

2. Par un exemple, montrer que si f2 est diagonalisable, f ne I’est pas forcément.

3. On suppose que f2 est diagonalisable et inversible. Montrer que f est diagonalisable.

4. On suppose que f? est diagonalisable et ker(f) = ker(f?). Montrer que f I'est.

Application : soit A, B € GL,(C) et M = (O B

A O)' Montrer que M est diagonalisable ssi
AB lest.

5. On suppose désormais que le corps de base est R. On suppose que u’

nalisable. Montrer que

est diago-

u est diagonalisable ssi Sp(u?) C R et ker(u) = ker(u?).

r-( Exercice 6.20 )

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension finie n > 1 tel
que :
VA€ Sp(f), ra(f — Mdg) = rg(f — Mdg)?

Montrer que f est diagonalisable.
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r-( Exercice 6.21 )

Déterminer les matrices M € M,,(R) telles que

M® = M? et tr(M) =n

r-( Exercice 6.22 )

Déterminer les matrices M € M,,(C) telles que

MS+M2]+M—-3I,=0et ‘M=M

r-( Exercice 6.23 )

Soit n > 1 et M € M, (C) telle que M? + 4M soit diagonalisable. On pose N = M + 21I,,.
1. Supposons M diagonalisable, montrer que :

ker(M + 2I,,) = ker((M + 21I,,)?)

2. Montrer que la réciproque est vraie.

r-( Exercice 6.24 )

Soient A et B deux matrices carrées complexes de taille n. Montrer que A et B n’ont pas
de valeurs propres communes ssi la matrice x4 (B) est inversible.

r-( Exercice 6.25 )

Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie, v € L(F) et F et G, deux sous-espaces
supplémentaires de E, stables par u. On note 7, le polynéme minimal de u, et 7p, 7g, les
polynémes minimaux des endormorphismes induits par u sur F' et G. Montrer que

T = ppem(TE, TG)-

r-( Exercice 6.26 )

Soit E un K—espace vectoriel non trivial, et f,g € L(FE) tels que fog—go f = Idg.
1. Montrer que : VP € K[X], fo P(g) — P(g)o f = P'(g).
2. En déduire que g n’admet pas de polynéme minimal. Est-ce cohérent avec le cours?

r-( Exercice 6.27)

Soit A € M, (C). On note Spc(A) = {A1,..., A}, avec p > 1, et Aq,..., A, sont deux &
deux distincts. Déterminer ensemble des polyndmes P € C[X] tels que P(A) est nilpotent.

r-( Exercice 6.28 )

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n > 1. On suppose que
f posseéde exactement n valeurs propres distinctes. Montrer que C'(f) = K[f].

.

r-( Exercice 6.29 )

Trouver les entiers naturels n pour lesquels il existe f € L(R™) vérifiant

3+ f2 — Idgn =0 et tr(f) € Q.
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r-( Exercice 6.30 )

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie.
1. Montrer que l'inverse d’un polynéme en u est un polynéme un wu.
2. Trouver une CNS sur P € K[X] pour que P(u) soit inversible.

\

r-( Exercice 6.31 )

Soit n > 1, et E un C—espace vectoriel de dimension n. On suppose que P € C[X] tel que
P'(u) € GL(E). Montrer que :

P(u) est diagonalisable ssi u est diagonalisable.

,-( Exercice 6.32 (Codiagonalisation - Possible sans polyndéme annulateur) )—

Soit u et v deux endormorphismes diagonalisables d’un espace vectoriel E de dimension
finie. Montrer que :

uov =1vou ssi u et vsont codiagonalisables.

r-( Exercice 6.33 )

Soient (a1, ...,an) € C™. La matrice (a;a;)1<; j<n est-elle diagonalisable ?

r-( Exercice 6.34 )

Soit A € M,,(C). On pose f(M) = AM pour toute M € M,,(C).
1. L’application f est-elle un endomorphisme de M,,(C)?

2. Etudier Péquivalence entre les inversibilités de A et de f.

3. Etudier I’équivalence entre les diagonalisabilités de A et de f.

.

f-( Exercice 6.35 )

Soit F un espace vectoriel de dimension finie, et p un projecteur de E. On définit, Vu € L(E),
I’endomorphisme ¢ par :

o(u) = %(pouﬁLUOp)

1. ¢ est-il diagonalisable ?
2. Préciser les valeurs propres de ¢.
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