ENS Rennes Séries entiéres

5 Séries entiéres

r-( Exercice 5.1 )

Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

zln(n)”zn i@ (; <ch (i) g <T1l)>>n4 o Jf (Zi)zn +Z°° </Olsin(t)t”dt) o

n=1 n=1 n=1
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r-( Exercice 5.2 )

Soit ), anz™ une série entiere de rayon de convergence R. On pose

an

b, = ———
1+ |an|

et on note R’ le rayon de convergence de la série ) b,2". Montrer que R’ > max(1, R),
puis I’égalité.

,—( Exercice 5.3 (Produit de Hadamard) )

Soit Y, anz™ et > b,z deux séries entieres de rayon de convergence respectif Ry et Rs.
Montrer que le rayon de convergence R de la série ) a,b,z" vérifie R > RiRs. A-t-on
toujours égalité ?

r-( Exercice 5.4 )

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere » -, a,a™ de la variable réelle et
préciser 'intervalle de convergence dans chacun des cas suivants :

1 1
a, = arctan (2) a, = arctan(n) a, = arctan ()
n n

.

r—( Exercice 5.5 )

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" ou :

1. a,, est définie par ag > 0 2. a,, est le nombre de 3. a, est la n — ieme
et apt1 = an + a% diviseurs de n. décimale de /n.

r-( Exercice 5.6 )

Développer en série entiere les fonctions suivantes :

Vo e ]-1,1],

T dt
72)= /o V1 —22sin’ ()

¢ dt
g:z € R— /_Oo T8 € R au voisinage de 0 (Mines).
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ENS Rennes Séries entiéres

r-( Exercice 5.7)

n
. 1
On notera pour tout entier naturel n, a,, = Z T
k=0

1. Préciser le rayon de convergence de la série entiere ) a,z" et étudier le bord du rayon
de convergence (réel).
2. On note f la somme de la série (sous réserve de convergence). Calculer (1 —z)f(x) et en
déduire f.

\.

r-( Exercice 5.8 )

Soit
Foo
f(.i?) — Zein To—m
n=0
1. Montrer que f est C*° sur R.
(k)
2. Montrer que Vk > 1, w > kke k.

3. En déduire que f n’est pas développable en série entiere en 0.

r-( Exercice 5.9 )

Soit @ > 0 et f : [—a,a] — R une fonction de classe C* telle que :
3C, A > 0, tel que pour tout entier naturel n, ||f||,, < CA".n!

Montrer que f est développable en série entiere en 0.

r-( Exercice 5.10 )

Montrer que
2
Vz € R, cosh(z) < e® /2,

r-( Exercice 5.11 )

On consideére

“+o0o
_ (71)n+1 n
f(z) = n; o —— 1)332 ot

1. Quel est son rayon de convergence, que l'on notera R? Y-a-t-il convergence aux bornes
de l'intervalle de définition ?
2. Montrer que f est continue sur [—R, R].
_ . . RN ()
3. Déterminer une expression simple de f’ puis de f. En déduire Z -
= n(2n+1)

r-( Exercice 5.12 )

x
Soit f:x € R+— e~ / ¢!’ dt. Déterminer de deux maniéres (produit de Cauchy/équation

0
différentielle) un développement en série entiere de f. En déduire I'identité suivante pour
tout entier naturel n :

= (=D 4n o
> oevile) = @) M

k=0
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,—( Exercice 5.13 (tangente) )

Soit ag = 1. On définit a,, par :

k!

n
Vn > 1, an—&-zan_k =0
k=0

1. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere ) a,z" est supérieur a 1.
+oo
2
n _
2. Montrer que pour tout |z| < R, ,;)anz =Tra

3. En déduire I’expression du développement en série entiére de tan sur 'intervalle | — R, R].

,-( Exercice 5.14 (Dérangements) )

Soit n et k des entiers avec n > 1, et 0 < k < n, on note D, ;, le nombre de permutations
de {1,...n} ayant k points fixes.

n n
1. Montrer que n! = ZDn,k 2. Montrer que Dn; k= <k;> Dn—k,O
k=0

n

. fe D
3. On consideére f la somme de la série génératrice de TO) Montrer que son rayon de

convergence vaut au moins 1, puis calculer e f(z), pour tout réel x de l'intervalle | — 1, 1].
4. En déduire une expression de D, o. Soit p,, la probabilité pour qu'une permutation prise
au hasard soit un dérangement. Quelle est la limite de p,, 7

r-( Exercice 5.15 )

+oo
1
Déterminer un équivalent en 1~ de E In (1 + ) ",
n

n=1

.

r-( Exercice 5.16 )

Soit A une matrice carrée complexe de taille p € N*. Déterminer le rayon de convergence
+oo

et la somme de la série suivante en fonction de x4 : Z Tr(A™)z".

n=0

r-( Exercice 5.17 )

Développer les fonctions suivantes en série entiére au voisinage de 0.

1
rr—= A\ +VaZ+1 Tx i
f g

1—x

,—( Exercice 5.18 (Nombres de Bell) )

Pour n € N, on note B,, le nombre de partitions d’'un ensemble a n éléments, ou By = 1.

1. Montrer que Vn € N, B,,11 = Z <Z) By.
k=0

2. Montrer que le rayon de convergence de la série génératrice de ( —7; est supérieur a 1.
nl

n
3. Déterminer une équation différentielle dont f est solution. Exprimer f puis donner une
expression de B,,.
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