ENS Rennes Suites et séries de fonctions

3 Suites et séries de fonctions

3.1 Suites
r-( Exercice 3.1 )

Soit (P,,) une suite de fonctions polynémes de R dans R. On suppose que cette suite converge
uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que la fonction f est polynomiale.

r-( Exercice 3.2 )

On pose
1
fn(z) = 2?sin () si z # 0, 0 sinon
n

Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R, sur [—a,a], a > 0.

.

r-( Exercice 3.3 )

Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,,) donnée par

fn(x) = sin"(z) cos(x)

r-( Exercice 3.4 )

On pose, Vn > 1,
fu(x) =nz™In(z), siz#0, 0sinon

1. Etudier la convergence simple de (f,,) sur [0, 1]
2. Etudier la convergence uniforme de la suite sur [0, 1], puis sur [0,a], 0 <a <1

,-( Exercice 3.5 (avec parameétre) )

Soit & > 0. On définit la suite de fonctions (f,) sur [0, 1] par
fal@) = n%z™(1 — x)

Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur [0, 1]. Trouver une CNS sur « de conver-
gence uniforme de la suite.

,—( Exercice 3.6 (Contre-exemple) )

R e

Montrer que les (f,) sont C! sur R, que la suite converge uniformément vers f sur R. Que
remarque-t-on ?

On définit, Vn > 0,Vx € R,

.

,-( Exercice 3.7 (*) )

Btudier la convergence simple et uniforme sur R?* de la suite de fonctions

sin(nzx)

n/

fn(x) =
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,—( Exercice 3.8 (*) )

Soient (a, ) € R?, avec a < 3, et (f,), une suite de fonctions M —lipschitzienne de [c, A].
Montrer que si (f,) converge simplement vers f sur [«, 3], cette convergence est en fait
uniforme. On pourra introduire une subdivison de Uintervalle [e, j3].

,-( Exercice 3.9 (Une équation différentielle) )

On définit (u,), suite de fonctions sur [0, 1], par ug(z) =1, et Vn > 0,

Upyr(x) =1 +/ wy (t — t2)dt
0

1. Montrer que

xn+1

(n+1)!

Vo € [0,1],Vn €N, |upt1(z) — un(z)| <

2. En déduire la convergence simple de (u,) sur [0, 1]. On note u la limite. Montrer que la
convergence est uniforme, puis que u est non nulle.
3. Montrer que u est solution de I'équation différentielle v’ (z) = u(z — 22).

,—( Exercice 3.10 (Une équation fonctionelle) )

Trouver toutes les fonctions f continues sur [0, 1] dans R telle que

+o00 I’k
Vo e (0,1, f(z)=>) f(Qk )
k=1

r-( Exercice 3.11 )

Soit (f,) € C(la, b)), qui converge uniformément. Que dire de <supfn> , ([mzf]f"> ?
[a,b] - @ n

.

r-( Exercice 3.12 )

2n .
Soit n 211, et fr:2z€[0,1] — HQ# Etudier la convergence simple de (f,,). Calculer
Iy = fn(t)dt. En déduire que la convergenve des (f,) n’est pas uniforme. En fournir
0

une preuve directe.

,-( Exercice 3.13 (Polyndéme de Bernstein - Weierstrass) )

Soit f une fontion continue sur [0, 1] & valeurs dans C. On définit, pour tout entier naturel
n non nul, le n — iéme polynéme de Bernstein associé a f par :

= k
vo 0.1, Bu(lel =Y (1 )aa - ors (5
k=0
Calculer B, (1), B,(X), et B,(X?). En déduire la convergence uniforme de B,, vers f.
1
Application : Soit f € C([0,1]), telle que, Vn € N, / f(#)t"dt = 0. Montrer que f = 0.
0
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r-( Exercice 3.14 )

Soit f : R — R une fonction uniformément continue. On définit pour tout entier naturel n
non nul,

z+1/n
fn:a:»—>n/+ f(t)de

Montrer que (fn)n>1 converge uniformément vers f sur R.

.

r-( Exercice 3.15 )

On définit la suite de fonctions (u,) sur R par

2/ un(x)

ug = Iz et Yn € N,Va > 0, upq(x) = m

2Vt

1. On définit ¢ : t € RY — T o Montrer que, Vt € ]0,1], ¢t < ¢(t) < 1.
2. Montrer que (u,) converge simplement sur ]0,+oo[, mais pas uniformément (double
limite).
3. On pose Vn € N* v,, = 1/u,,. Montrer que
. 1
Vo > 0,Vn € N*, Jupq1(z) — 1] < 1 |vp(z) — 1]

4. En déduire que (v,,) puis (u,) converge uniformément sur tout segment de 0, 00|

3.2 Séries
r—( Exercice 3.16 )

Soit

1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Montrer qu’elle est continue sur ce domaine et strictement décroissante.
3. Déterminer lim f(x).

T—400

4. Donner un équivalent de f(z) en 0F.

r-( Exercice 3.17)

Soit
+oo 1
flz)= §:j g

1. Montrer que f est définie et C* sur R.

2. Déterminer un équivalent de f au voisinage de +o0.

2

3. Donner un développement limité de f a l'ordre 2 en 0. On rappelle que ((2) = 3 et
4
T
4) = —.
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r-( Exercice 3.18 )

Soit
+oo 1
@) = Z sh(nz)
n=1

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est continue sur ]0, 00|
3. Préciser la limite de f(z) en +0o et déterminer un équivalent de f. (On pourra étudier

g9(z) = f(z)e”)

r-( Exercice 3.19 )

Soit f une fonction continue en 0 telle que

CORFI0)

t—0 t

=0.

Etudier la dérivabilité de f en 0.

On pourra étudier E Uy OU Uy,
n>0

vy SGZ=I00e/2

.

r-( Exercice 3.20 )

Soit

—+o0

fla) = Z arctar;(nx)

1. Montrer que f est bien définie et impaire. Déterminer les variations de f.
2. Montrer que f est continue sur R, et dérivable sur R*.

3. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

4. Préciser t~1>i+moo f(t). Mlusatration graphique.

.

r-( Exercice 3.21 )

On considére la série de fonctions
fo(x) = na?e V", avec z € RT et n € N

1. Etudier sa convergence simple, normale et uniforme sur RT.
2. Méme question sur [a, +o00[ avec a > 0.

r-( Exercice 3.22 )

Soit n € Z. Calculer

2m int
/ %dt
o 2+et

r-( Exercice 3.23 )

Déterminer la limite de
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,—( Exercice 3.24 (Produits) )

On consideére la suite (uy,),>1 définie sur |1, +oo[ par

un(z) = kf[l (1 + xlk)

1. Montrer que la suite converge simplement sur ]1,+oco[. On pourra utiliser I'inégalité
valable pour tout réel z, 1 + x < e”. On note alors :

+oo
1
u(z) = H (1 + av’“) = lim w,(z), pour tout z > 1.

n—-+oo
k=1

2. Etudier la monotonie de u.
3. Soit a@ > 1. Montrer que (u,) converge uniformément sur [a, +oo[. En déduire que u est
continue.

4. Déterminer lim u(z).
r—r+00

5. Montrer que la convergence de la suite (u,) n’est pas uniforme au voisinage de 1 (double
limite) et déterminer lim+ u(z)
rz—1

,-( Exercice 3.25 (*) )

On définit Vn € N* et € R
_ In(1 + n?z?)

un(@) = n?ln(n + 1)
1. Déterminer le domaine de définition D de la somme S de la série des (uy,).

2. Montrer que S est C! sur ]0, +oo|.
3. Montrer que S est C' sur D.

r-( Exercice 3.26 )

On définit

X1
Ve > —1, S(z) = - —
5@ = (5-755)

n=1
1. Montrer que S est définie et continue sur le domaine.
2. Etudier la monotonie de S et calculer S(x + 1) — S(z).
3. Déterminer un équivalent de S en —17F.
4. Calculer S(n), pour tout entier naturel n, et déduire un équivalent de S au voisinage de

+00.
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