ENS Rennes Applications linéaires

24 Applications linéaires

,—( Exercice 24.1 (Noyaux itérés) )

Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour k entier naturel donné,
on pose Ny = ker(f*) et I}, = Im(f*) (avec la convention f° = Idg).

1. Montrer que : Yk € N, Ny, C Ny et Iyq C I

2. Montrer que : Vk € N, N, = Niy1 = Nig41 = Niyo-

A partir d’ici, on suppose de plus que E est de dimension finie n.

3. Montrer que : dp € N tel que Vk € N, (k; <p= Ny g Niy1 et k>p= Np = Nk+1>-

4. Montrer que p < n.
5. Montrer que si k < p, Iy g Iy etsik>p, I, = Iy

r-( Exercice 24.2 )

Soit E un espace vectoriel et f € L(E).
1. Montrer que ker(f?) = ker(f) < ker(f) NIm(f) = {0}
2. Montrer que Im(f) = Im(f?) & E = Im(f) + ker(f).

r-( Exercice 24.3 )

Soit E un espace vectoriel et p, ¢ deux projecteurs sur E. Montrer que p+¢ est un projecteur
ssi po g = qop=0. Exprimer dans ce cas ker(p + ¢) et Im(p + q).

r-( Exercice 24.4 )

Soit E un espace vectoriel et f,g € L(E). Montrer que ker(go f) = f~1(ker(g)).

r-( Exercice 24.5 )

Soit E un espace vectoriel et f € L(E) vérifiant f2 —5f + 6Idg = 0. Montrer que E =
ker(f — 21dg) @ ker(f — 31dg).

.

r-( Exercice 24.6 )

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(F). On suppose que : Vx € E, 3p,, € N
tel que fP=(x) = 0. Montrer que f est nilpotent. Montrer que 'indice de nilpoitence est
inférieur la dimension.

r-( Exercice 24.7 )

Soit E un espace vectoriel et f € L(FE). On suppose que Vo € E, 3\, € R tel que
f(x) = A\zz. Montrer que f est une homothétie.

r—( Exercice 24.8 )

Soient E et F deux espaces vectoriels, et f,g € L(FE,F). Montrer que |rg(f) — rg(g)| <
rg(f +g) <rg(f) +18(9)-

\

r-( Exercice 24.9 )

Montrer qu’une forme linéaire non nulle est surjective.
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r-( Exercice 24.10 )

Soit F un espace vectoriel de dimension n, et f € L(E). Montrer que ker(f) = Im(f) ssi
(f? =0,n est pair et rg(f) = %).

r-( Exercice 24.11 )

Soit E=C®(R,R), P: f € E (m»ﬁ/xf(t)dt)etD:feEHf’.
0

1. Montrer que P,D € L(FE) et calculer Do P, Po D.
2. Déterminer les noyaux de I'd — D et Id — P.

.

r-( Exercice 24.12 )

Soit E' un K— espace vectoriel de dimension finie n et f,g deux endomorphismes, de E.
Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

L rg(f + g) = rg(f) + re(9)-
2. Im(f) NIm(g) = {0} et E =ker(f) + ker(g).

r-( Exercice 24.13 )

Soit F un K— espace vectoriel, f et g deux endomorphismes de E. Montrer que les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

1. fog e GL(E).

2. f est surjective, g est injective, et E = ker(f) &P Im(g).

3. f est surjective, g est injective, Im(go f) = Im(go fogo f) et ker(go f) = ker(go fogo f).

r-( Exercice 24.14 )

Soient E un espace vectoriel de dimension n et f € L(E). On suppose que f® = 0 et
fnfl 7& 0.

1. Montrer qu'’il existe x € E tel que (z, f(x),..., f*"1(x)) est une base de E.

2. On définit C(f) = {v € L(E), vo f = fowv}. Montrer que C(f) =K]|f].

r-( Exercice 24.15 )

Soit f une forme linéaire sur M,,(C) telle que V(A4, B) € (M,(C))?, f(AB) = f(BA).
Montrer qu’il existe un complexe a tel que f = a.tr.

.

r-( Exercice 24.16 )

Démontrer que, pour tout n > 0, pour tout P € R, [X], il existe un unique Q € R, [X] tel
n
que P = Z Q(k).
k=0

\

r-( Exercice 24.17 )

Soient F = R,[X], et A, B, deux polynémes de degré n + 1. On définit ¢ : E — E qui
associe & P le reste de la division euclidienne de AP par B.

1. Montrer que ¢ est linéaire.

2. Montrer que ¢ est bijective ssi A et B sont premiers entre eux.
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