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Cyclotomie

Et, de ta plus belle écriture,

Note ce qu’il faudrait qu’il advint de mon corps
Lorsque mon dme et lui ne seront plus d’accord
Que sur un seul point : la rupture.

Georges Brassens, Supplique pour étre enterré a
la plage de Séte

— Lecons concernées : Groupe des nombres complexes de module 1, Groupes finis, Exemples de
parties génératrices d'un groupe, Nombres premiers, Corps finis, Extensions de corps, Exemples
de nombres remarquables, Polynémes irréductibles & une indéterminée, Racines d’un polynome,
Dimension d’un espace vectoriel, Exemples d’utilisation de techniques d’algébre en géométrie. ..

— Développements possibles : Irréductibilité des polyndémes cyclotomiques sur Z, leur image dans
F,[X] et leur factorisation, transformation de Fourier rapide pour le produit de polynomes,
théoréme de Wedderburn, version faible du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet,
polygones réguliers constructibles a la régle et au compas.

Ce complément de cours est trés largement inspiré de [Per, §111.4] et [Goz, Chap. VI et VII| (je
trouve cette seconde référence plus détaillée) ainsi que des notes du cours sur la cyclotomie donné par
Salim Rostam les années précédentes (accessibles en suivant ce lien). D’autres références sont citées au
fil du texte, notamment sur la constructibilité & la régle et au compas. Vous trouverez une sélection
d’exercices en lien avec le théme de la cyclotomie dans la section 5, ainsi que sur la page de Salim
Rostam (avec des corrections).

1. Racines de 1’unité

Définition 1.1. Soit K un corps et n un entier supérieur ou égal a 1. On note p,(K) l'ensemble
des racines n® de l'unité dans K, c’est-a-dire l'ensemble des x € K tels que ™ = 1. On note ) (K)
Uensembles des racines primitives n® de l'unité, c’est-a-dire l’ensemble des éléments de K dont l’ordre
multiplicatif est exactement égal 6 n.

Remarque 1.2. On a toujours 1 € pu,(K). Par contre, u (K) peut étre vide. Par exemple pj(R) =0
car la seule racine cubique de I'unité dans R est 1 qui est d’ordre 1, donc ce n’est pas une racine
primitive.

Proposition 1.3. p,(K) est un sous-groupe cyclique de K* de cardinal au plus n.

Démonstration. Commencons par montrer que g, (K) est un sous-groupe de K*. Tout d’abord on a
bien 1 € p,(K). D’autre part, si 2,y € u,(K) alors (xy)™ = 2™y"™ = 1 (on utilise ici le fait qu’un corps
est commutatif). La stabilité par passage a 'inverse est claire.

Maintenant, p,(K) est formé des racines dans K du polynéme X™ — 1, qui ne peut pas avoir plus de
racines que son degré, ce qui prouve que |y, (K)| < n. Enfin, p, (K) est cyclique en tant que sous-groupe
fini du groupe multiplicatif d’un corps. Nous verrons une preuve de ce fait dans le complément sur les
corps finis. Vous trouverez aussi trois preuves dans les notes de Salim Rostam sur la cyclotomie. [

Prenons le temps d’apprécier ce résultat, ce n’est pas tous les jours que les racines d’un polynéme
forment un groupe, qui plus est cyclique! Cela nous place au carrefour des legons sur les racines de
polynémes et de celles sur les groupes, et permet de montrer plein de beaux résultats.


https://www.idpoisson.fr/rostam/post/complements/

Remarque 1.4. Rappelons que le « bon » cadre pour qu’un polynéme ait moins de racines que son
degré (au sens large) est celui des polynomes a coefficients dans un anneau commutatif intégre. En
effet :

— Soit A un anneau commutatif (pas nécessairement intégre), soit P € A[X] et soit a € A. Alors
comme le polynome X —a a un coefficient dominant inversible dans A, on peut effectuer la division
euclidienne de P par X — a, pour écrire P = (X —a)Q +r ou Q € A[X] et r € A. Ensuite,
comme A est commutatif, 1’évaluation en a est un morphisme d’anneaux ', donc P(a) = 0 si et
seulement si r = 0, si et seulement si (X —a) | P.

— Maintenant, on a besoin que A soit intégre pour montrer que si b est une autre racine, alors
(X —a)(X —b) divise P. En effet, lorsque 1'on évalue en b I’égalité P = (X — a)@, on a besoin
d’intégrité pour affirmer que P(b) = 0 implique Q(b) =0 (car b —a # 0 et A est intégre).

En 'absence d’intégrité, on peut penser a I'exemple du polynome 2X, qui a deux racines dans Z/47Z,
bien qu’il soit de degré 1, ou & X2 —1 qui a 4 racines dans Z/8Z, bien qu’il soit de degré 2. En I’absence
de commutativité, on peut penser & ’algébre des quaternions, dans laquelle on trouve une infinité de
racines du polynémes X2 — 1. En effet, tout quaternion pur? g = bi + ¢j + dk satisfait § = —¢q et donc
N(q) = q7 = —¢*> = (iq)?. Ainsi, tout triplet de réels (b, c,d) satisfaisant b? + c¢?> + d> = 1 nous donne
un quaternion pur ¢ = bi + ¢j + dk de norme 1, et donc iq est une racine carrée de I'unité.

Lemme 1.5. Soit K un corps, dont on note p la caractéristique (éventuellement nulle), et soit n > 1.

— Si p ne divise pas n alors le polynome X™ — 1 est séparable (i.e. scindé a racines simples dans
une cloture algébrique de K ).

— Si p divise n, alors en écrivant n = p*m avec pged(m,p) =1 et > 1, on a

(o1

X" —1=(X™—1)"

Démonstration. La dérivée du polynéme P := X" — 1 est P/ = nX" ! et si n est premier avec p
ce polynéme est non-nul avec pour unique racine 0 (de multiplicité n — 1), qui n’est pas racine de
X™—1. Donc toutes les racines de P (dans un corps de décomposition de P sur K, ou dans une clotiire
algébrique de K si I’on s’autorise & parler de cloture algébrique) sont simples *.

Si par contre on a n = p®m, alors comme (—1)?" = —1 dans K (y compris en caractéristique 2
puisque dans ce cas —1 = 1), on peut écrire

@

X" —1=(X™P" 4 (—1)P" = (X —1)P

(o1

par linéarité du Frobenius. O

Corollaire 1.6. Avec les notations précédentes, si l'on est dans le cas n = p®m du lemme précédent
on a pn(K) = um(K). En particulier, il n’y a aucune racine primitive n® dans K.

C’est pourquoi lorsque la caractéristique p est positive, on a tendance a supposer (parfois un peu
trop implicitement) que n est premier avec p pour les questions qui concernent les racines n¢ de l'unité
et les polynémes cyclotomiques. Nous ferons cette hypothése dans la plupart des énoncés & partir de
maintenant, mais nous ferons quelques remarques pour bien nous convaincre qu’il peut se passer des
choses différentes dans le cas oul elle n’est pas satisfaite.

1. En effet, si A n’était pas commutatif et si a,b € A étaient deux éléments ne commutant pas, alors en considérant
P =X et Q =bX, on aurait eve(PQ) # eve(P)eve(Q). Le fait que I'évaluation soit un morphisme d’anneaux requiert
donc vraiment la commutativité.

2. On appelle quaternion pur un quaternion dont la partie réelle est nulle, c’est-a-dire qui a un coefficient a égal a 0
dans ’écriture ¢ = al + bi + ¢j + dk.

3. Une rédaction alternative pour montrer que P est séparable est de montrer que pged(P, P’) = 1. Or dans le cas
ou p ne divise pas n, l’entier n est inversible dans K et on peut écrire la relation de Bézout

lXP’ —P=1.
n



Proposition 1.7. Soit K un corps dont la caractéristique ne divise pas Uentier n. Notons K, «le »
corps de décomposition de X™ — 1 sur K. Alors u,(K,) est un groupe cyclique d’ordre n et u’(K,) est
de cardinal o(n).

Démonstration. Comme la caractéristique de K ne divise pas n, le polynéme X™ — 1 est scindé a
racines simples dans son corps de décomposition (Lemme 1.5) donc |u,(K,)| = n, et I'on savait déja
que p,(K,) était cyclique d’aprés la Proposition 1.3. Prenons un générateur ¢ de p,(K,) (c’est-a-dire
une racine primitive n® de l'unité). Alors

fin(K) = {g’f, ke{0,....,n— 1}}

et parmi les ¥, seuls ceux pour lesquels k est premier avec n sont également d’ordre n (cf. Exercice
5.1). Or ¢(n) est précisément le nombre de tels k. O

Remarque 1.8. Bien sir ) (K,) n’est pas un sous-groupe de K, il ne contient méme pas 1 (sauf
pour n = 1).

Corollaire 1.9. pu,(K) est un groupe cyclique d’ordre d pour un certain diviseur d de n.

Démonstration. Sila caractéristique de K ne divise pas n alors p, (K) est un sous-groupe de pu, (K5,),
qui est un groupe cyclique d’ordre n, donc il est cylique d’ordre un diviseur de n (c’est un résultat
classique sur la classification des sous-groupes d’un groupe cyclique). Si jamais la caractéristique divise
n on utilise le Corollaire 1.6 pour se ramener au cas précédent. O

Exemple 1.10. Pour illustrer le corollaire précédent, voici une question a laquelle il peut étre bon
d’avoir réfléchi. Soit n > 1 et ¢ = p" une puissance de nombre premier. Combien y-a-t-il de racines n®
de I'unité dans F,?

La réponse est pged(n,q— 1) =: d. En effet, qu est un groupe d’ordre ¢ — 1, donc 'ordre de n’importe
quel élément x € Fy doit diviser ¢ — 1. Si de plus 2" = 1, alors 'ordre de x doit aussi diviser n,
et donc finalement, l'ordre d’un élément = € p,(F,) doit diviser le pged de n et de ¢ — 1. Ainsi,
tn(Fq) C pnq(Fy). Mais réciproquement, comme d divise n il est clair que pq(Fy) C 1 (Fg). On a donc
montré que

pn(Fg) = pa(Fq)  oud=pged(n,q—1).

De plus, comme F est cyclique d’ordre g—1, il admet un unique sous-groupe (cyclique lui aussi) d’ordre
d pour tout diviseur 6 de ¢ — 1, explicitement donné par p5(F;) (¢f. Exercice 5.1). En particulier pour
d = d, cela montre que p4(F;) est un groupe cyclique d’ordre d, et nous donne la conclusion annoncée.

2. Polyn6mes cyclotomiques sur Q

Dans cette section, nous commencons par un point de vue trés concret sur les polynémes cycloto-
miques sur Q, sans parler de corps de décomposition mais juste en prenant les racines complexes de
I'unité dont on a I’habitude. Nous parlerons de corps de décomposition dans la section suivante, qui
traite le cas des polynomes cyclotomiques sur un corps quelconque (mais nous verrons qu’ils sont trés
liés aux polynomes cyclotomiques sur Q).

Définition 2.1. Soit n > 1. Le n® polynéme cyclotomique sur Q est défini comme

(bn,Q = H (X - C)

Cepy(C)

A priori, il s’agit d’'un polynéme & coefficients complexes, mais comme on l'appelle « polynome
cyclotomique sur Q », vous voyez sans doute venir la suite : nous allons montrer qu’il est & coefficients
rationnels (et méme entiers) et qu’il est le polyndéme minimal sur Q de n’importe quelle racine primitive
n® de 'unité dans C.

La difficulté des démonstrations se cache principalement dans les passages entre Z[X] et Q[X]. Il y a



en effet un risque de confusion entre les divisions euclidiennes dans I’'un ou 'autre de ces anneaux, ainsi
qu’entre les polynémes irréductibles dans I’'un ou dans 'autre. Afin de clarifier cela, nous allons suivre
Papproche de [Goz] en isolant du mieux possible les arguments qui concernent le passage de Q[X] a
Z[X] dans les lemmes 2.3 et 2.6.

La relation suivante est essentielle pour la suite :

Lemme 2.2. Pour toutn > 1, on a X" —1=[],, ®aq

Démonstration. Cela vient du regroupement des racines n® de I'unité selon leur ordre, qui doit étre
un diviseur d de n. Il est important de remarquer qu’on utilise ici la simplicité des racines de X™ — 1,
nous y reviendrons dans la section 3, oil des problémes apparaissent en caractéristique positive. O

Une fois que 'on a cette relation, le fait que ®, q est & coefficients entiers tombe facilement par
récurrence, en utilisant le lemme suivant.

Lemme 2.3 (le cas facile). Considérons trois polynémes A, B, P € C[X] tels que P = AB. Si P el A
sont & coefficients entiers et A est unitaire, alors B est & coefficients entiers.

Démonstration. Comme P et A appartiennent a Z[X] et A est unitaire (donc son coefficient dominant
est inversible dans Z), on peut effectuer la division euclidienne de P par A dans Z[X] :

P=AQ+R

ou Q,R € Z[X] et deg(R) < deg(A). Il suffit alors de dire que cette division euclidienne est aussi
une division euclidienne dans C[X], tout comme ’égalité P = AB! On conclut donc par unicité de la
division euclidienne que B = Q € Z[X] (et R = 0). O

Remarque 2.4. L’argument d’unicité de la division euclidienne n’est pas difficile, on peut aussi le
reproduire dans ce contexte : ona P = AB = AQ+ R, donc A(B—Q) = R et on conclut en considérant
les degrés que cela ne peut étre vrai que si B =@ et R = 0.

Proposition 2.5. Pour tout n > 1, ®, q est un polyndme unitaire a coefficients entiers.

Démonstration. Montrons ce résultat par récurrence sur n.
— Pour n =1, on ®; @ = X — 1, qui est bien unitaire a coefficients entiers.

— Soit n > 2. Si la propriété est vraie jusqu’au rang n — 1, alors

F(X):= ][] ®uq
dln
d<n

est unitaire a coefficients entiers et d’aprés le Lemme 2.2
X" —1=,q(X)F(X).

A priori, c’est une factorisation dans C[X], mais grace au Lemme 2.3 (avec P = X" — 1 et
A = F) on conclut que ®, q est a coeflicients entiers (et il est unitaire car X" — 1 et F le sont).

O

Cependant, dans la preuve de I'irréductibité des polynémes cyclotomiques, on a besoin d’une version
légérement plus forte du Lemme 2.3, qui ne repose pas seulement sur 'unicité de la division euclidienne.

Lemme 2.6 (le cas moins facile, voir [Goz, Lemme VI1.8]). Considérons trois polynémes A, B, P € Q[X]
tels que P = AB. Si P et A sont unitaires et P est & coefficients entiers, alors A et B sont 4 coefficients
entiers (et B est unitaire).



Démonstration. Tout d’abord, le fait que P et A soient unitaires implique que B l’est aussi. Les
polynomes A et B sont donc de la forme

n—1 m—1
A:X”—l—ZaiXi et B=X"4 ZbiXi
1=0 =0

ou a; = % pour deux entiers p; € Z et ¢; € N* premiers entre eux. Soit ¢ € N* un multiple commun

a tous les ¢;. Alors on a

n—1
qA:qX”+ZziXi (1)
i=0
ou les z; sont des entiers. Quitte & diviser cette égalité par le pged de q, zg, - . ., 2n—1, On peut supposer

que le contenu? de gA est égal a 1. De méme, on peut trouver un entier 7 € N* tel que rB soit un
polynéme a coefficients entiers dont le contenu est égal a 1 (on dit que gA et rB sont primitifs). Or
d’aprés l'un des lemmes de Gauss, le produit de deux polynémes primitifs est primitif : voir [Goz,
Lemme 1.50]. Donc (¢A)(rB) = qrP est primitif, mais comme P est & coefficients entiers, cela veut
dire que gr multiplié par le pged des coefficients de P est égal & 1, donc ¢ = r = 1, ce qui prouve que
A et B appartiennent a Z[X]. O

Remarque 2.7. (1) Noter que c’est dans I'étape « quitte a diviser » qu’on utilise le fait que A est
unitaire : en effet, si par exemple on avait A = %(X + 1), alors on devrait multiplier par 3 pour le
rendre a coefficients entiers, on écrirait donc 34 = 2(X + 1), mais alors la division par 2 que 'on
aimerait faire pour rendre le terme de droite primitif nous oblige & écrire %A = X + 1, et donc on ne
multiplie plus A par un entier, mais par un rationnel. Le point important dans le preuve ci-dessus est
que le pged de q, 2, - . ., 2n—1 divise ¢, qui est le coefficient devant A dans (1).

(2) Pour le tout dernier argument, on sait en fait que le pged des coefficients de P est égal a 1,
car P est unitaire & coefficients entiers, mais on n’en a pas besoin. Le fait que P soit unitaire sert a
montrer que B est lui aussi unitaire.

Théoréme 2.8. Soit n > 1. Le polynome ®, q est irréductible dans Q[X] (donc dans Z[X] car il est
unitaire).

Démonstration. Soit ¢ une racine primitive n® de I'unité dans C et soit f son polyndéme minimal sur
Q. Nous allons montrer que ®,, q = f, ce qui prouvera bien que ®, q est irréductible.

— Tout d’abord, comme ®,, g est un polynéome annulateur de ¢, on sait que f divise ®,, q dans
Q[X].

— Pour montrer qu'il y a égalité, nous allons montrer que deg(f) > deg(®,,q) en montrant que
toute racine primitive n® de l'unité est racine de f, puis la conclusion découlera simplement du
fait que les deux polynémes sont unitaires.

Maintenant, pour montrer que toute racine primitive n® de I'unité est racine de f, comment
fait-on ? En fait, il suffit d’observer que ces racines primitives sont les (¥ pour les entiers k > 1
qui sont premiers avec n. Ainsi, elles sont obtenues en élevant successivement la racine primitive
¢ & des puissances premiéres, ne divisant pas n. Il suffit donc de montrer que si u est une racine
de f et p un nombre premier ne divisant pas n, alors uP est aussi une racine de f. C’est que nous
prouvons maintenant :

(1) Comme X™ — 1 est un polynéme annulateur de ¢ et f est le polyndéme minimal de (, le
polynéme f divise X™ — 1, donc on peut écrire

X" -1 = f(X)h(X)

ou h € Q[X]. Mais f est unitaire et X™ — 1 est & coefficients entiers, donc le Lemme 2.6 nous dit
que f et h sont aussi & coeflicients entiers.
(2) L’égalité ci-dessus montre aussi que toute racine de f est une racine n® de l'unité, donc

0= (" —1=(u")" =1 = f(u")h(u?). ()

4. Le contenu d'un polynome & coefficients entiers est défini comme le pged de ses coefficients.



On s’approche du but! (rappelons que 'on cherche & montrer que f(u?) = 0).
(3) Si, par I'absurde, f(uP) # 0. Alors d’aprés (%), h(uP) = 0, donc le polynéme h(XP) est un
polynome a coefficients rationnels (et méme entiers) qui s’annule en u, donc f divise h(XP?) dans
Q[X]. On peut donc écrire

B(X?) = F(X)g(X) ()

pour un certain g € Q[X]. Mais comme f et h(XP) sont a coefficients entiers (voir I’étape (1)) et
f est unitaire, on peut appliquer le Lemme 2.3 (le cas facile) pour montrer qu’en fait g appartient
a Z[X]. On peut donc réduire 1’égalité (xx) modulo p et utiliser le fait que

h(XP) = h(X)"

pour écrire

P
h(X)" = f(X).g(X).
Maintenant, si 6 est un facteur irréductible de f(X) dans F,[X], il divise h(X )", donc divise
h(X). En revenant a I'égalité X" — 1 = f(X)h(X), on en déduirait que X™ — 1 est divisible par
6% dans F,[X], ce qui contredit le fait qu'il est séparable (il est premier avec sa dérivée nX n—1
car n est premier avec p).

O

Corollaire 2.9. Si  est une racine primitive n° de l'unité dans C, lextension Q(C)/Q est de degré
p(n).

Démonstration. Le degré de 'extension considérée est le degré du polynéme minimal de ¢ sur Q, qui
d’apres le théoréme précédent n’est nul autre que ®, @, qui est bien de degré ¢(n). O]

Enfin, on peut également déterminer le groupe des automorphismes d’un corps cyclotomique :

Proposition 2.10. Si ¢ € u;(C), le groupe des automorphismes du corps Q(() est isomorphe a
(Z/nZ)*.

Démonstration. cf. Exercice 5.3. Ul

Remarque 2.11. Pour la culture : on appelle extension abélienne toute extension de corps qui est
galoisienne et dont le groupe de Galois est abélien. Le célebre (et difficile!) théoréme de Kronecker-
Weber nous dit que tout extension abélienne finie K/Q est contenue dans une extension cyclotomique.

Enfin, terminons par une preuve élémentaire d’'un fait classique sur les extensions galoisiennes :
dans Q((), les éléments de Q sont caractérisés par le fait qu’ils sont fixés par tous les automorphismes.

Proposition 2.12. Soit ( € ) (C) et soit K := Q(({). On note G le groupe des automorphismes de
K (qui est aussi appelé le groupe de Galois de l'extension K/Q). Alors le « sous-corps fize »

K¢ :={z €K |Vo€QG, o(x)=ux}
est égal a Q.
Démonstration. cf. Exercice 5.4. La preuve s’appuie sur la description des automorphismes de K fournie
par I’Exercice 5.3. O
3. Polyn6mes cyclotomiques sur un corps quelconque

Soit K un corps. Notons K, «le» corps de décomposition du polynéme X™ — 1 sur K.

Définition 3.1. Le n° polynéme cyclotomique sur K est défini comme

D, K = H (X = Q).

CEpR (Kn)



A priori, ¢’est un élément de K, [X], mais nous allons voir plus bas qu'il est a coefficients dans K.

Sans faire d’hypothése sur le lien entre n et la caractéristique, on peut toujours affirmer que

pn(Kn) = || (). (2)
dn

C’est & ’étape suivante qu’une différence majeure avec le cas de la caractéristique 0 apparait. En effet,
il n’est plus toujours vrai que

xt-1= [ x-0. (3)
CEHp (Kn)
En effet, si la caractéristique de K divise n, le Lemme 1.5 montre que les racines de I'unité apparaissent
avec des multiplicités. Par exemple, sur K = Fa, le polynome X2 — 1 est égal a (X — 1)2, donc son
corps de décomposition est Fy, et il admet une seule racine dans ce corps (qui est 1, avec multiplicité
2). Ainsi,
xX*-1# [ x-¢9=Xx-1
¢ep(Fa)

La formule de récurrence sur les polynomes cylotomiques n’est donc vraie qu’en ajoutant ’hypothése
que la caractéristique de K ne divise pas n. Dans ce cas on peut bien écrire (3) car les racines de X™ —1
sont simples (le polynome X™ — 1 est séparable car premier avec son polynome dérivé), puis utiliser
(2) pour faire apparaitre les polynomes cyclotomiques. On obtient ainsi le lemme suivant.

Lemme 3.2. Soit K un corps et n > 1 un entier qui n’est pas divisible par la caractéristique de K,
alors on a

X" —1=][]®ux
d|n

Remarque 3.3. Au risque d’étre répétitif, considérons le cas n = 2 et K = F5 pour voir que ce lemme
n’est alors pas vrai. D’aprés la Définition 3.1, on a ®1 5, = X —1 et 3, = 1 (car 1 est la seule racine
carrée de l'unité dans Fo, et elle n’est pas primitive). Donc X2 —-1+# D17, PoF,.

Puisque la formule de récurrence est la clef de votite des preuves qui suivent : on suppose dans
toute la suite que n est premier avec la caractéristique de K.
Le résultat suivant nous dit qu’en réalité, ces polynoémes cyclotomiques ®,  ne sont pas si nouveaux

que cela, car ils sont simplement l'image naturelle des polynomes cyclotomiques sur Q (en voyant les
coefficients entiers de ces derniers comme des 1x + -+ + 1 dans le corps K).

Proposition 3.4. Soit c: Z|X| — K[X] le morphisme canonique. On a

q)n,K = C(q)an).
En particulier ®,, x € K[X].
Démonstration. Par récurrence sur n :

— Pourn=1,ona® g=X—-1=c(P1,q).

— Soit n > 2. Si pour tout d < n on a ®4 x = c¢(P4q) alors : notons

‘I’an = H (bn,K et \IJmQ = H (I)n,Q‘

dln dn
d<n d<n

Par hypothése de récurrence, on a ¥,, g = c(¥y, Q).
Maintenant, on a d’une part d’aprés le Lemme 2.2

X"-1=®,q¥,q



et donc (cette égalité ayant lieu dans Z[X] on peut lui appliquer ¢) :
X" —1=c(Py,Q)c(Vn,q) = c(Pn,q)Vn k- (4)
D’autre part, d’aprés le Lemme 3.2
X" —1=®,,0, k (5)

Ainsi, d’aprés (4) et (5) et 'unicité de la division euclidienne dans K,[X], on a bien &, x =
(®n,q)-
OJ

C’est grace a cette proposition que l'on peut se permettre de noter ®,, plutot que ®,, i, car en fait
ce sont essentiellement les mémes polynomes pour n’importe quel K : les polynémes cyclotomiques sur
Q dont les coefficients entiers sont lus comme des 1x + - - -+ 1x dans le corps K dans lequel on décide
de les considérer.

Remarque 3.5. Si la caractéristique de K divise n, rien de va plus! Par exemple, nous avons vu que
®y g, = 1 mais ce dernier n’est alors pas la réduction modulo 2 de ®3q = X + 1.

Théoréme 3.6 (¢f. [Dem, Prop. 9.17|). Soit q une puissance d’un nombre premier p, et soit n > 2
un entier premier a p. On note r lordre de q dans (Z/nZ)* et ®,, l'image de ®, via le morphisme
canonique Z|X] — Fy[X]. Alors ®,, se décompose dans F [ X] en produit de @ polynémes irréductibles
unitaires distincts, tous de méme degré r.

Démonstration. Soit K un corps de décomposition de X™ — 1 sur Fy. Soit P € F,[X] un facteur
irréductible de ®,,. On note s le degré de P, et notre objectif est de montrer que s = r. Pour cela, soit
¢ € K une racine de P et soit F4(() le sous-corps de K engendré par ¢ (c’est un corps de rupture de
P).

— Comme P est irréductible sur F, il est le polynéme minimal de ¢, et donc 'extension F,(¢)/F,
est de degré s. Donc le groupe multiplicatif F,(¢)* est de cardinal ¢° — 1. Donc l'ordre de ¢
divise ¢° — 1. Mais cet ordre est égal & n, car ¢ est racine de ®,, et ce dernier est égal a Q,F,
d’apres la Proposition 3.4. Donc n divise ¢° — 1, c’est-a-dire ¢° = 1 (modn). Donc 'ordre de ¢
dans (Z/nZ)* divise s.

— D’autre part, comme ¢" = 1 (modn), on a n qui divise ¢" — 1. Donc le fait que ¢" = 1 implique
¢4 ~1 =1 et donc (7 = ¢. Donc ¢ appartient & un corps de décomposition L de X9 — X sur
F,, et donc le corps qu’il engendre : F(() est contenu dans L. En particulier, [Fy(() : F,] divise
[L : Fy]. Or on sait qu'un tel corps L est une extension de degré r de F, (nous en reparlerons
dans le complément sur les corps finis) et donc on a bien montré que s divisait .

Finalement s = r, donc toutes les facteurs irréductibles sont de degré r. Le fait qu’ils soient distincts
vient simplement de 'hypothése de coprimalité de n a la caractéristique, qui assure que X™ — 1 est
sans facteur carré dans F,[X] (et donc c’est aussi le cas de @, y, qui le divise). O

Corollaire 3.7. ®,, est irréductible sur F si et seulement si q engendre (Z/nZ)*.

Démonstration. C’est un corollaire immeédiat du théoréme précédent, mais on peut aussi démontrer
ce résultat directement, sans le voir comme un cas particulier du Théoréeme 3.6 : voir [Ort, p. 143].
Cependant la preuve est plus ou moins de la méme difficulté. .. O

Corollaire 3.8. &g = X* + 1 est réductible sur tous les Fy, bien qu’irréductible sur Z.

Démonstration. On peut se convaincre rapidement a la main du fait que (Z/8Z)* n’est pas cyclique
(c’est un groupe a 4 éléments, mais tous ses éléments sont d’ordre 2), et la conclusion nous est alors
donnée par le corollaire précédent lorsque g est impair. Lorsque ¢ est pair, on a X441 = (X +1)* par
linéarité du Frobenius (utilisé en caractéristique deux ici). Enfin, ®g est irréductible sur Z d’aprés le
Théoréme 2.8. O



Remarque 3.9. (1) Bien sir, il n’est pas difficile de construire un polynome réductible sur tous les F,
il suffit de prendre X2, ou (X — 1)? par exemple, mais ces polynémes sont également réductibles sur
Z. L’intérét du corollaire précédent est que ®g est irréductible sur Z, bien que réductible dans tous les
corps finis. Cet exemple nie en quelques sorte 'existence d’un principe local-global pour la réductibilité
de polynémes & coefficients entiers : on ne peut pas espérer montrer qu'un polynéme est réductible
sur Z (c’est le coté qu’on appelle global) en montrant qu’il est réductible sur tous les Fy (c’est le cote
qu’on appelle local). Un exemple notable de principe local-global est le théoréme de Hasse-Minkowski :
voir par exemple [Ser].

(2) Le Théoréme 3.6 étant quelque peu difficile, il est bon de savoir qu’on peut montrer relativement
élémentairement que X4 + 1 est réductible sur tous les F, : c’est un bon exercice qui fait réviser les
résultats sur les carrés dans les corps finis (voir les notes du cours de Salim Rostam).

(3) En fait, on peut montrer qu'’il n’existe pas de contre-exemple de degré 2 ou 3 : si un polynéme
& coefficients entiers de degré 2 ou 3 est irréductible sur Z, alors il existera toujours au moins un
premier p (en fait une infinité) tel qu'il soit irréductible dans F,[X]. Cela dépasse cependant le cadre
de l'agrégation !

4. Applications

Voici une liste de thémes qui font intervenir les résultats des parties précédentes :
— Le théoréme de Wedderburn (toute algébre a division finie est commutative).

— La version faible du théoréme de Dirichlet (il existe une infinité de nombres premiers congrus a
1 modulo n).

— Les polygones réguliers constructibles a la régle et au compas (théoréme de Gauss—Wantzel).

— La transformée de Fourier rapide pour le produit de grands polynomes et de grands nombres.

5. Exercices

Exercice 5.1. Trois questions incontournables
Soit (G, .) un groupe quelconque,

1. Soit € G un élément d’ordre n > 1. Montrer que pour tout k > 1, l'ordre de z* est égal a
pgcdﬁn,k)'

2. Montrer que si G est un groupe cyclique d’ordre n, alors pour tout diviseur positif d de n, il
admet un unique sous-groupe d’ordre d, explicitement donné par {y € G | y? = 1}.

3. Soit a,b € G deux éléments d’ordres respectifs m et n. Montrer que si a et b commutent et m et
n sont premiers entre eux, alors ab est d’ordre mn. Trouver un contre exemple lorsque ’on retire
I'une des hypothéses.

Cet exercice s’applique en particulier au cas du groupe C*, et nous dit par exemple que si { est
une racine primitive n® de 'unité dans C, les autres racines primitives sont les ¢* pour k premier avec
n.

Exercice 5.2. Soit m et n deux entiers supérieurs ou égaux & 3. Combien de sommets en commun
ont les polygones réguliers & n cotés et & m cotés?

Exercice 5.3. Groupe de Galois d’une extension cyclotomique

Soit n > 2 et soit ¢ € ) (C). On note G le groupe des automorphismes du corps Q(¢) (mais comme
un automorphisme fixe le sous-corps premier, ce groupe est aussi ce qu’on appelle le groupe de Galois

de l'extension Q(¢)/Q).



1. Montrer que pour tout o € G, il existe un entier m(o), unique modulo n et inversible modulo n,
tel que o(¢) = ¢™(),

2. Montrer que
G — (Z/nZ)*
o +— m(o)(modn)

est un isomorphisme de groupes.

Exercice 5.4. Soit ¢ € p(C) et soit K := Q(¢). On note G le groupe des automorphismes de K (qui
a été déterminé a l'exercice précédent). Montrer que le « sous-corps fixe »

K¢ . ={re K |VoeG, ox)=ux}

est égal & Q.

Exercice 5.5. Racines complexes de l'unité et caractéres des corps finis

On rappelle que les caractéres d’un groupe abélien (G, .) sont les morphismes de groupes de (G, .) dans
(C*,.). Soit p un nombre premier. Pour tout a € F),, on définit

Yy + F, - C*
2iTax

r = e P

1. Montrer que les caractéres du groupe additif F), sont exactement les 1),.

2. Reéinterpréter 1'égalité

en termes d’orthogonalité des caracteres.

Exercice 5.6. Polyndmes et palindromes

Dans cet exercice, nous allons montrer que pour tout n > 1, la suite des coefficients du polynéme &,
est un palindrome : on lit la méme suite de coefficients qu’on la lise de gauche & droite ou de droite &
gauche.

SiP=>7_qaX ¥ € R[X], on définit son polynome réciproque P* comme

n

PX) =) ap X"
k=0

1. Soit @ € C un nombre complexe de module 1, algébrique sur Q. Montrer que son polyndéme
minimal est égal ou opposé a son polynéme réciproque.

2. Montrer que si ’on suppose de plus a # 1, alors son polyndéme minimal est égal & son polynome
réciproque. Remarquer que cela s’applique aux polynémes cyclotomiques ®,, pour n > 1.

Exercice 5.7. Sommes de Ramanujaon

Pour m € N* et n € N, on note

S(m,n) = Z ¢"  resp. S*(m,n):= E "
C€pm(C) Ceus, (C)
la somme des puissances n® des racines m® de 'unité, resp. la somme des puissances n® des racines

primitives m® de I'unité.
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1. Montrer que S(m,n) =3 y,, S*(d,n).
2. En utilisant la formule d’inversion de M&bius, en déduire que S*(m,n) =3, ,, S(d,n)u (%)

3. Déterminer une expression plus simple de S(d,n) et en déduire que

S*(m,n) = Z du (%)

d|pged(m,n)

4. En déduire la valeur du coefficient du terme de degré ¢(m) — 1 de ®,,.

5. Observer que si m a un facteur carré, les racines primitives m® ne sont pas linéairement indé-
pendantes sur Q. En fait, les racines primities m® sont linéairement indépendantes sur Q si et
seulement si m est sans facteur carré, mais le sens que nous n’avons pas démontré est plus difficile.
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