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TD 6 : TOPOLOGIE DANS LES ESPACES METRIQUES

Exercice 1. Distance de Hausdorff
Soit (X, d) un espace métrique. On note Com(X) l'ensemble des compacts non vides de (X, d).

1. Montrer que pour K € Com(X), 'application distance a K :

z € X —d(z,K) := inf d(z,vy),
yer

est 1-lipschitzienne.
2. Pour A, B € Com(X), on pose :

d(A, B) = supd(a, B).
acA

Montrer que le sup est atteint et que d(A, B) # d(B, A).
3. Pour A, B € Com(X), on pose :

§(A, B) = max {d(A, B),d(B, A)} .

Montrer qu’il s’agit d’une distance sur Com(X), on l'appelle distance de Hausdorff.

Remarque culturelle : Si X est complet alors (Com(X),d) est aussi complet. Cela permet de
construire, entre autres, I’ensemble de Cantor comme unique point fixe d’une application
(laquelle ?) contractante sur Com(]0, 1]).

Exercice 2. Contre-exemple au théoréme de prolongement
1. Rappeler le théoréme de prolongement des applications uniformément continues.
2. Donner un contre-exemple dans le cas ou 'application est seulement continue.

3. Donner un contre-exemple dans le cas ot I'espace d’arrivée n’est pas complet.

Exercice 3. Prolongement des fonctions holderiennes

Soient a € (0,1),  un ouvert de R™ et C%%(9) I'ensemble des fonctions a-hélderiennes définies
sur © a valeurs réelles. Montrer que C%%(Q2) = C%*(Q2), i.e. que les fonctions a-hélderiennes sur
un ouvert €2 de R" sont les restrictions a {2 des fonctions a-holderiennes sur ’adhérence de €.

Exercice 4. Dérivée faible d’une fonction lipschizienne

Soit f : R — R une fonction L-lipschitzienne. On note :

T:0€CERR) =~ [ fa)d (@)

la dérivée de f au sens des distributions.



1. Montrer que pour ¢ € C°(R;R), on a :
—l1m/fx+h ()gb( ) dx.

2. En déduire que T" admet un unique prolongement en une forme linéaire continue sur
L'(R). Donner une majoration de sa norme d’opérateur.

Exercice 5. Contre-exemples au théoréme du point fixe
Trouver des espaces métriques (E, d) et des applications f qui satisfont :

1. f est contractante de F dans lui-méme mais n’admet pas de point fixe car F n’est pas
complet.

2. E est complet, f est contractante mais n’admet pas de point fixe car n’envoie pas F dans
lui-méme.

3. E est complet, f envoie cet espace dans lui-méme mais est sans point fixe malgré que :
V(w,y) € B% a#y=  d(f(z). f(y)) < dlz,y).

4. F est complet, f envoie E dans F et admet plusieurs points fixes.

Exercice 6. Théoréeme du point fixze et compacité

Soient (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une fonction qui satisfait :

Vo, ye X, x#y=d(f(z), f(y) <d(z,y).
Montrer que f admet un unique point fixe a € X et que pour tout xg € X, la suite des itérées

de x¢ par f converge vers a.

Exercice 7. Théoréme du point fize avec une itérée contractante

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit f: X — X une application telle qu’il existe
N > 1 tel que fV (Iitérée N-éme de f) soit contractante.

1. Montrer que f admet un unique point fixe a € X.

2. Montrer que pour tout zg € X, la suite des itérées par f partant de xg définie par :
ZTnt1 = f(xy) pour tout n € N, converge vers a.

Exercice 8. Equation intégrale non-linéaire de Volterra

Soient T > 0 et K € C°([0,7] x [0,T] x R,R). On suppose qu'’il existe L > 0 telle que :
Vz,t € [0,T], Vu,u' € R, |K(z,t,u) — K(z,t,u’)] < Llu—|.

Montrer que pour toute ¢ € C°([0,T],R), il existe une unique f € C°([0,77], R) solution de :

flz /Kx,t,f dt, vz €[0,T).

Indication : On pourra éventuellement utiliser I'exercice précédent.

Exercice 9. Résolution d’une équation non-linéaire

Montrer que 1’équation fonctionnelle :
Vt € R, f(t+V2)2 + f(t —V2)? +100f(t) = sin(27t),

admet une solution f continue sur R et 1-périodique.



Exercice 10. Approximation de zéros d’une fonction

Soit f : R — R. On souhaite approcher les zéros de f en se ramenant & un probléme de point
fixe. Pour cela, on pose la fonction F' = Id — f et on utilise une suite récurrente du type :

Tnt1 = F(xp).

1. On souhaite résoudre :  — In(1+z) — 0,2 = 0 sur R a laide de la suite :

Tpy1 =In(l+z,)+0,2
xo > 0.

Montrer qu’il y a convergence globale, i.e. il y a convergence pour tout zg > 0, et que la
convergence est géométrique.

2. On souhaite approcher les racines du polynéme X3 —4X + 1 a l'aide de :

Tntl = %(33?1 +1)
ro € R.

Montrer que cette méthode ne permet d’approcher qu’une racine et que la convergence
est locale, i.e. xg doit étre proche de cette racine.

Exercice 11. Equicontinuité ponctuelle vs équicontinuité uniforme

Soient (F,dg) un espace métrique compact, (F,dr) un espace métrique et A une partie de
C°(E, F). Montrer 'équivalence entre :

1. A est ponctuellement équicontinue sur F, i.e. :
Ve € E,Ve >0,3n > 0,Vy € E, dg(z,y) <n=VfecA, dr(f(zx),f(y) <e.
2. A est uniformément équicontinue sur £, i.e. :

V5>0a377>0aV1‘>y€E7 dE(.T,y)<77:>Vf€A, dF(f(x)vf(y))<6

Exercice 12. Contre-ezemple au théoréme d’Ascoli : perte de masse a l'infini

Soit f € C2(R,R) non nulle. Montrer que la suite de fonctions (f,,), définie par :
VneN,Vzx e R, fuo(z)= f(z+n),

est équicontinue et bornée dans C°(R, R) mais qu’elle n’admet aucune sous-suite qui converge
uniformément sur R. Quelle hypothése du théoréme d’Ascoli est mise en défaut ici?

Exercice 13. Boule unité des fonctions héldériennes : une injection compacte

Soit a € (0, 1]. On note Lip,, I'espace des fonctions a-hdlderiennes sur [0, 1] a valeurs réelles.
On munit cet espace de la norme :

Na(f) = ot sup K@ —IW

0<z<y<l T —y|*

)

qui le rend complet (cf TD 1).

Montrer que la boule unité fermée de (Lip,,, N4) est une partie compacte de

(CO<[O7 1]7 R)v ” ' HOO)



Exercice 14. Convergence d’une suite de fonctions lipschitziennes

Soit L > 0. On considére une suite de fonctions (fy)n, ott pour tout n, f, : R* — R% est une
fonction L-lipschitzienne. On suppose que :

sup || fn(0)|| < 4o0.
n>0

1. Montrer qu’on peut extraire une sous-suite de (fy,), qui converge uniformément sur tout
compact de R,

2. Que peut-on dire si de plus (fy,), converge simplement vers une fonction f 7

Exercice 15. Transformée de Fourier de mesures de probabilités

Soit (pn)n une suite de mesures de probabilités sur (RY, B(R?)) (mesures positives de masse 1).
On suppose que pour tout € > 0, il existe un compact K. C R? tel que pour tout n > 0

pn(K:) >1—e.

La transformée de Fourier de u,, est définie par

EER (€)= [ ) d (o).
Rd

Montrer qu’il existe une sous-suite de (fiy), qui converge uniformément sur tout compact de

R4

Remarque culturelle : La condition sur la suite (un,), (appelée tension) est en fait un critére

(CNS) de relative compacité sur 'espace des mesures de probabilités sur R¢ (pour la topologie
de la convergence en loi c.f. FPR)

Exercice 16. Opérateurs compacts a noyaux

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts et 1 une mesure borélienne de
masse finie sur Y. Etant donnée une fonction K € C%(X x Y;R), on définit un opérateur
lincaire T : (CO(Y;R), || - [loo) = (CO(X;R), || - [loo) par :

Vi€ C(Y:R), Ve e X, Tf(x)= /Y K(2,9) () dp(y).

Montrer que T' est compact, i.e. que I'image par T' de la boule unité de C°(Y; R) est
relativement compacte dans C°(X;R).

Exercice 17. Opérateur primitive

On note H = L?(0,1) muni de la norme | - || ;2. On définit 'opérateur primitive par T': H — H
par :

VfeH Vtel0,1], Tf(t)= /Otf(s) ds.

1. Montrer que T définit un opérateur linéaire continu sur H et que T(H) C C°([0,1]).

2. Montrer que T est compact, i.e. que I'image par T' de la boule unité fermée de H est
relativement compacte dans H.

Indication : On pourra montrer d’abord que 'image de la boule unité fermée de H est
relativement compacte dans C°([0, 1], R).



