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0 Introduction

La transformée de Fourier est une extension pour les fonctions non périodiques des séries de Fourier. Elle
a pour objectif d’étudier une fonction comme une moyenne de fonctions trigonométriques de toutes fré-
quences. Elle a été introduite en 1822 par Joseph Fourier avec les séries de Fourier pour pouvoir résoudre
I'équation de la chaleur. Aujourd’hui, elle a des applications dans des domaines tres variés des mathéma-
tiques.

Dans ce rapport nous allons commencer par définir la transformée de Fourier dans différents espaces fonc-
tionnels et voir quelques-unes de ses propriétés importantes. Puis dans une deuxiéme partie, nous nous in-
téresserons a certains principes d’incertitudes qui ont pour objectif de quantifier la relation entre la concen-
tration d'une fonction et I'’étalement de sa transformée de Fourier. Nous utiliserons aussi la transformée de
Fourier pour résoudre un certain nombre d’équations aux dérivées partielles dont I’équation des cordes ou
I'équation de Schrodinger. Puis pour finir, nous nous intéresserons aux applications de la transformée de
Fourier en probabilités avec les fonctions caractéristiques.

1 Transformation de Fourier dans différent espaces fonctionnels

1.1 Transformation de Fourier dans L! (R)

[Amr08]
Pour définir la transformée de Fourier, I'hypothese la plus naturelle est de supposer la fonction intégrable
sur R. Nous allons donc commencer par étudier la transformée de Fourier définie sur L' (R).

Définition 1.1.1
Soit f € LY(R) on définit la transformée de Fourier de f comme la fonction f: R — C définie par :

VEER, f(é):ff(x)e_ix‘tdx.
R

On commence par montrer que f est bien définie et on regarde son comportement en +oo.

Lemme 1.1.1 (Riemann-Lebesgue)
Pour f € L'(R), f est bien définieetona:

lim (&) =0.
|51|Tof(‘f)

On peut maintenant donner la transformée de Fourier pour certaines fonctions intégrables.



Exemple 1.1.1
1. Pour une fonction indicatrice, on aaveca < b :

i b=a
— sin| 54¢)
VEER, (o)) = 2% o-ilarbir2.
2. Pour la densité de poisson, on a :
1 1
V¢ER, —e|x|) — )
3 (2 ©=11z

3. Pour la gaussienne on a avec a > 0 un parametre :

VEER, E\MZ)@):\/%&L.

Remarque 1.1.1
Les fonctions indicatrices sont intégrables mais pas leur transformée de Fourier, on observe donc que la trans-
formée de Fourier n'opeére pas dans L' (R).

Théoréeme 1.1.1
Pour tout f € LY(R), la fonction f: R — C est continue et bornée par ||f||1

Dans la suite on notera € (R) I'ensemble des fonctions continues qui tendent vers 0 en +oo, on peut refor-
muler le théoréme précédent.

Corollaire 1.1.1.1
Lapplication transformée de Fourier :

Fi (L'®,11L) — (@), .lleo)
u — 1 ’

est une application linéaire et continue.

En munissant L' (R) du produit de convolution et €p(R) du produit usuel on obtient deux algebres. Un
résultat important est que .% est un morphisme d’algebre, c’est la proposition suivante :

Proposition 1.1.1
Pourtout f,g e LYR),ona:

frg=Fg.

Corollaire 1.1.1.2
Il wexiste pas d’éléments neutres pour le produit de convolution dans L' (R).

Un autre résultat important c’est la formule de dualité.

Proposition 1.1.2 (Formule de dualité)
Pour tout f,g € L' (R), ona

fR fgx)dx= fR Fx)g(x)dx.

Il reste une question, c’est de comprendre si .%# est injectif ou surjectif. Pour répondre a cette question,
nous allons montrer le théoréme suivant qui permet d’inverser la transformée de Fourier sous certaines
conditions.



Théoréme 1.1.2 (Formule d’inversion)
Si fe L'R) et f € LY(R) alors pour presque tout x e R on a :

)
_ ix¢
fe= o fR F@e* dac.

Corollaire 1.1.2.1
La transformée de Fourier % : : LY R) — €, (R) est injective.

Exemple 1.1.2
La formule d’inversion nous permet aussi de calculer certaines transformées de Fourier, par exmple on obtient
que:

VEER, y(lsz)(é)zée"f'. (L.1.1)

Mais .# n’est pas surjective, c’est le résultat suivant.

Proposition 1.1.3
Lapplication 7 : : LY (R) — €, (R) n'est pas surjective.

La formule nous permet aussi d’affiner le lien entre transformée de Fourier et convolution en donnant une
réciproque a la proposition|I.1.1

Proposition 1.1.4
Soient f, g € LY(R) tel quef e LY(R), alors fge LY(R) et de plus:

o~

I~
fg=5_I*8
b1
Il nous reste plus qu’a voir le lien entre dérivée et transformée de Fourier, ce qui nous sera trés utile pour la
résolution d’EDP.

Proposition 1.1.5
Soit f € LNR)NE ) et tel que L e L' ®) alors
of __
veer, Lo =icwroe.
Proposition 1.1.6
Soit f € L' (R), telle que x: — xf(x) soit dans L'([R). Alors f est de classe €' et sa dérivée est bornée sur R
donnée par : R
0 i
VSER, a—i:(f) =—i(xf)©.

1.2 Transformée de Fourier dans L?(R)

[Amr08]

La transformée de Fourier sur L' (R) n’est pas complétement satisfaisante, en effet elle a valeur dans 6, (R)
qui n’est pas complet, n’est pas surjective et de plus elle n'est pas toujours inversible. C’est pour cela qu'on
a besoin de I'étendre a d’autre espaces fonctionnels. Un bon moyen est d'utiliser la formule de Plancherel-
Parseval qui permet d’étendre la transformée de Fourier en une isométrie, a une constante multiplicative
pres, de L2(R).



Théoréme 1.2.1 (Formule de Plancherel-Parseval)
Soit f € LY (R), alors f € L*(R) si et seulement si f € L*>(R) et dans ce cason a :

|

,=2m| £

f

Remarque 1.2.1
En terme de produit scalaire la formule de Plancherel-Parseval s'écrit :

Vf,ge 'R NIAR), fRf(f)@dfszﬂx)@dx_

On utilise maintenant la densité de L' (R)n L2(R) dans L?(R) pour pourvoir étendre la transformée de Fourier
AL%(R).

Théoréeme 1.2.2
Lapplication linéaire continue injective

F: ®n*®R — AR
u — ’
s'étend en une unique application linéaire continue injective (que 'on note toujours 7 ) :
F:L*R) — L*(R).

Cette application est la transformée de Fourier sur L*>(R), de plus on a toujours I'égalité de Plancherel-
Parseval :

Vie 2@, |Z0|3=2x|f|3.

Pour la transformée de Fourier sur L2(R) nous n’avons plus de formule exacte pour la calculer mais on a le
lien suivant avec la formule intégrale.

Proposition 1.2.1
Soit f € L*(R), on a le résultat suivant :

Jim 7= palp=0 e lim [f-val =0

oL on a posé

A . A, .
VEER, @A) = f FEe s et VxeR, wal) = f Fere de,
—-A —-A

De plus on retrouve la méme formule de dualité que pour la transformée de Fourier dans L!(R). Cest la
proposition suivante.

Proposition 1.2.2 (Formule de dualité)
Pour tout f,g € L>(R) alors 7 (f)g et f.Z (g) sontdans L'(R) etona:

fmﬂ(f)gdx=fﬂ%fﬁ(g)dx.

Il ne nous reste plus qu’a étudier les propriétés d’'injectivité et de surjectivité de la transformée de Fourier
sur L2(R), c’est I'objectif du théoréme suivant.



Théoréme 1.2.3
La transformée de Fourier
F: [*R) — L*(R).

est un isomorphisme de U'espace de Hilbert L>(R), d’inverse 7 ! = \/%—nﬁ

On s’intéresse maintenant aux valeurs propres et vecteurs propres de la transformée de Fourier. Pour cela,
nous allons introduire les polynomes et les fonctions de Hermite.

Définition 1.2.1 (Polynomes de ’'Hermite)
On définit pour n € N les polynémes de Hermite par

n

)
VXER, H,(x) =e"

pyo (e_xz) (x).

On peut maintenant définir les fonctions de Hermite.

Définition 1.2.2
On définit pour n € N les fonctions de Hermite par

VXER, hy(x)=CpHy(x)e > "2

oL ¢y, est une constante positive telle que | hy, |, = 1.

Pour finir on peut énoncer le théoréme de réduction de la transformée de Fourier sur L2,

Théoréme 1.2.4
La famille (hy,) ,en est une base hilbertienne de L?(R) et de plus pour ne N :

F (hy) = (=1)"V27h,,.

1.3 Tansformée de Fourier et classe de Schwartz

[Amr08]| et [Lil3].

Un autre moyen pour étendre la transformée de Fourier a d’autres espaces fonctionnels est de le faire par
dualité. Pour celas nous avons besoin de trouver I’espace le "plus petit" possible stable par la transformée
de Fourier. C’est I'objectif de cette partie en s'intéressant a la classe de Schwartz.

Définition 1.3.1 (Classe de Schwartz)
On appelle classe de Schwartz, & (R), l'ensemble des fonctions f: R — C telles que :

1. f estdeclasse €°° surR,

2. f estadécroissante rapide c'est a dire :

I
s

Vk,leN, sup 3l
X

xeR

< +00.

Dans la proposition suivante, on regroupe les différentes propriétés de . (R) qui découlent directement de
sa définition.

Proposition 1.3.1
On a les résultats suivants :

1. #(R) est un espace vectoriel.



2. On alesinclusions suivantes :
Vpell,+oo], C6?0([R) c R cLPR).
3. L (R) est stable par dérivation :

ok f
VieSW), VkeN, —eFR).
oxk

4. L (R) est stable par produit :
Vf,ge W), fgeFM).

5. F(R) est stable par produit par un polynéme :
VieSR), VkeN, x*feFsR).
6. L (R) est stable par convolution :

Vf,ge W), [f*xgeZR).

Exemple 1.3.1
SoitPeC[X]eta>0alorsona:

f: R — C

x — Pxe €S R).

—ax?

Un point important c’est la stabilité de . (R) par la transformée de Fourier, c’est le point de la proposition
suivante.

Proposition 1.3.2
Pour tout f € L(R) alors f € S (R).

Remarque 1.3.1
La transformée de Fourier est bien définie sur & (R) car on a Uinclusion % (R) c L' (R).

La question que I'on se pose c’est si on a une continuité de la transformée de Fourier dans . (R), pour cela
il faut munir .#(R) d'une topologie, c’est 'objectif de la proposition suivante.

Proposition 1.3.3
On munit & (R) d'une faille de semi-norme (q.1) ,1en donnée par :

l

xF=—(x)

ol . (1.3.1)

Vk,leN,Vfe SR, qii(f)=sup

xeR

Ceci permet de munir # (R) d'une distance (donc d’'une topologie) donnée par :

qr,i1(f - 8)
Vi, ge SM®), d(f,g) = ' .
U U k,lzeNzk”qu,z(f—g)

Ainsi (< (R), d) est un espace vectoriel topologique complet.

Remarque 1.3.2
On remarque que grdce a la famille de semi-norme on a l'équivalence suivante pour une suite (f,,) € & (RN
donnée :

fn n:wf dans ¥ R) <= Vk,leN, g (fn—f) — 0.

n—+oo



On peut donc maintenant énoncer le théoreme important de cette partie :

Théoréme 1.3.1
Lapplication transformée de Fourier :

T S® — LR
fo—7 7

est un isomorphisme de & (R), d’'inverse F1= %?
En d’autre termes, on a pour tout f € & (R) et pour tout x,§{ R :

A . P 1 R .
f©) =f fx)e™*dx et f(x)= —f f©© el*s dé.
R 271 JR

1.4 Transformée de Fourier dans les distributions tempérées

La stabilité de la classe de Schwartz par la transformée de Fourier permet de la définir par dualité sur 'en-

semble des distributions tempérées, en particulier cela permet de définir une transformée de Fourier sur
les espaces LP pour tout p € [1,00l.

Définition 1.4.1

On définit les distributions tempérées &' (R) comme l'ensemble des formes linéaires continues & (R) dans

C.CestadireT e &' (R) si T: #(R) — C est une application linéaire et qu'il existe une constante C > Onet
neN tel que:

al
* 2 (5

VeI ®), [(To)[=C 3 suplx"=5

k,lSl’lo xeR

Lintérét des distributions tempérées c’est que pour tout p € [1, +oo], L? (R) s'injecte dedans, c’est la propo-
sition suivante.

Proposition 1.4.1
Pour tout p € [1,+00], LP (R) s'injecte continument dans %' (R) grdce a l'application :

i: PR — SR
f Tr: SR — C
¢ — Jpf@ex)dx

On peut maintenant définir la transformée de Fourier pour les distributions de tempérées.

Définition/Théoréme 1.4.1
Si T € ' (R), on définit la transformée de Fourier de T, notée % (T), la forme linéaire sur & (R) définit par :

Vpe SR, (F(T),¢)=(T,F(p)).

De plus F (T) € ' (R).

Exemple 1.4.1
On a par exemple, % (8y) = % et F (1) =216

Remarque 1.4.1

Pour tout p € [1,+00], LP (R) s'injecte dans ' (R) on vient donc de finir la transformée de Fourier sur L? (R)
comme étant Uapplication :
Fp: PR — F'®
fo— F(1y)"

7



11 reste a vérifier qulelle coincide bien avec la transformée de Fourier sur L' et sur L?, pour cela il suffit de
montrer que pour tout f € L' R)UL?> (R) etpe S R) ona:

fR Ffex)dx = fR FX @) dx.

Qu'on a déjae montrée pour f € L' (R) et f € L? (R) grdce au formule de dualité.
De plus la transformée de Fourier ce comporte aussi bien sur .#(R) que sur .’ (R) c’est le théoréme suivant.

Théoréme 1.4.1
La transformée de Fourier sur %' (R) est bijective, bi-continue et d'inverse % “l=_L 7z,

2 Principe d’incertitude et résolutions d’EDP

2.1 Principe d’incertitude

[Amr08]

Un point important de la transformée de Fourier et I'inversion entre local/global pour f et f. En effet si
une fonction est "concentrée” alors sa transformée de Fourier est "étalée". Le but de cette sous-partie est
de quantifier ce principe en présentant certaines propriétés, on les appelle des principes d’incertitudes. Le
premier, tres connu pour ces applications en physique quantique, est le principe d’incertitude ou inégalité
d’Heisenberg.

Théoréme 2.1.1 (Inégalité de Heisenberg)
Pour tout f € L>(R), ona:

2 2 21 2 2 >z 4
[l ax [ 7@l a2 115

Démonstration. Sixf ¢ L*(R) ou ¢ f ¢ L?(R) alors I'inégalité est vraie.
On pose donc
H®={fe*R) | xfe [*R) et{f e [*R)}.

Et on veut montrer I'inégalité pour f € Hl1 R).
Etape 1 : On commence par la montrer dans le cas ot f € #(R).
Tour d’abord, il est clair que si f € #(R) alors il est clair que f € H11 (R), de plus on sait aussi que 'on a:

VEER, f1(&)=—i&f().

Ainsiona:

foz|f(x)|2dfo62|f(£)|2d£=fo2|f(x)|2dfo|f’(é)|2d£
=21 H xf||§ ||f’ ||§ par 'égalité de Perseval,

>27 [Re (x fxf (x)) ] 2 par I'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Orona:
Re(f xf(x)f’(x)dx) :lfxf(x)f’(x)dx+1[xf’(x)mdx
R 2 Jr 2 Jr
1 oo 1 1 —_— 1 P
=3 [x|f(x)|2]ioo—EfR|f(x)|2dx—Efof’(x)f(x)dx+Efof’(x)f(x)dx

1 2
Ly,



ol la deuxieme ligne vient d'une intégration par partie et pour la derniére ligne on utilise le fait que f € #(R)

donc x | fx) |2 T 0. Ainsi on obtient donc bien I'inégalité voulue :
X|—+00

A 2
[#1rep ax [ @17 a2 1= 2 113

Maintenant pour f € Hl1 (R) on veut montrer le résultat par densité. Pour cela on définit une produit scalaire
sur H] (R) comme ceci :

Vi geHI®), (fi8) = fR e+ fR x* f(0)g () dx + fR ErOg@dx.

On remarque que (Hll ®, Hll) est une espace de Hilbert la norme associée étant :

2
2-

vrem @, |l =VIFE+ Il 1ef

Etape 2 :Montrons que €:° (R) est dense dans Hl1 (R) pour ||l H!-

Sous-étape 1 : Soit f € Hl1 (R) on commence par montrer qu'on peut approcher f par des fonctions a sup-

port compact. C’est a dire montrons qu'il existe une suite (f,) 2en de fonctions de Hl1 (R) telle que pour tout
neN, f, est a support compact et :

H
Pour cela on note y € €2° (R) telle que :
1. x(0)=1;
2. 0<sy<1;

3. supp(y) < [-1,1].
On note donc pour n €N, x, = x(+), et on remarque que I'on a par convergence dominée :

Vgel*R), |xng-gl, — O

n—oo

CVS

En effet, ona y,g — get|xng|=|gle *®.
—00
En particulier en notant f,, = fy,, comme f,xf €? (R)ona:
2 2

L L7
fn—f et xfp,—— xf.
n—oo n—oo

—

De plus, il est clair que f;, est a support compact.

N A ~ L2
Il nous reste 2 montrer que pour tout n € N, ¢f, € L*(R) et & f,, —= ¢ f, pour cela on remarque pour tout
—00
neN et pour presque tout{ e Rona:

R 1 .
@ =5-¢ (f*xn) 0

1 A - 1 N -
=om f E=9TC=Tndy+ - f f&-yyindy
R 271 JR

2n
= ((v/) * 1) (6)+i(f*77’) ©) car yn(y) = ~iyIn(y)
27 " 27 " " e
Ainsi & f, € L2(R).
De plus yf € L2(R) donc il existe g € L2(R) tel que pour presque tout y e Rona g(y) = yf(y), ainsion a:
A - R — o L2 N ~
(yf)*Xn=8*Xn=278xn —— 218 =21 f Q).




En effet gy, ;f—f;: g et.7: [2(R) — L?(R) est une application continue.
Pour I'autre terme on remarque que : P
F*xn=Frn
Etona:
0.

1 .\ Cvs N CVS
to=—1(=) 0 dot fy,

n—oo n—oo

De plus | fx},| < |f] 1’|l quiest L* donc par convergence dominée :

=20 don fp, -0
Xn—— Xn———0.

Ainsi on obtient bien que :
1

~ 12 H;
Sfn——¢f donc fr——Ff
n—oo n—oo
Sous-étape 2 : Soit f € Hl1 (R) a support compact, montrons que I'on peut approcher f par une suite ( f;,)
€¢°(R) dans H| (R).

Onnote R > 1 tel que supp(f) < [-R+1,R—1] et on consideére ¢ € €° une approximation de l'unité, c’est a
dire :

C
neN

1. supp(p) c[-1,1],
2. =0,
3. Jppdx=1.

Et pour finir on définit pour n €N, ¢, = nep(n.).
2

On sait déja que pour tout g € L2, g * ¢,
fa=fxg:
1. supp(fn) < [-R+1-1 R-1+1]c[-RR],
2. fre€ M) < H R),

3. fu—te f.

n—oo

getque g* @, € €°R). Ainsi pour n € N en définissant

n—oo

2

Montrons que x f, xf:

n—oo

[sz|n(x)—f(x)|2dx:fRRx2|fn(x)—f(x)|2dst2 Ifa—flI5 — o.

n—oo

LZ

n—oo

éf.

On remarque quel'on a ﬁ = f/*a = f @y, ainsi:
J.£
R

VEER, @(6)=¢)(%) n:o¢(0)=fw<p= L.

Montrons que ¢ ﬁ

@ -fof «= [ &lfof Fo -1«

Oronag, =ne(n.) donc:

Ainsi on a pour presque tout £ € R,
&l |gn@ -1 — o.
De plus on a la domination suivante :
E1F@F 7@ -1 <O 1#n]o+1I*
<& |7 loul, +1°
=2¢*|f @[ e L.

10



N P AL .
D’ot1 par convergence dominé ¢ f,, —— ¢ f ainsi on a bien :
n—oo

H|
n—oo

Hl
Etape 3 : Soit f € H (R) alors il existe une suite (f3) .y, dans €°R) telle que f, n—1> f.
—_— —00

Or par la premiere étapeona:

neN
9|l |2
vneN, |xfl} ¢,

Ce qui donne par passage a la limite :

T
=215l

<3 16715 = 5 1113

Remarque 2.1.1
2
On a les cas d’égalité pour f(x) = Le™*" oita>0 et A € C. De plus l'inégalité reste vraie en toute dimension.

On présente deux autres principes d’incertitudes.

Proposition 2.1.1
Soit f € L2(R) tel que supp(f) et supp(f) soient bornées alors f est nulle presque partout.

Démonstration. Soit f € L2(R) tel que supp(f) < [-M, M] et supp(f) < [-K, K]. Comme supp(f) est borné,
fe L'(R), de méme pour f. On utilise la transformée de Fourier dans LY(R), ainsi :

M .
‘v’xeR,f({):f f(ne %dr.
-M

On pose B ={z € C;|IJm(z)| < 1} et on définit sur B, h: z+— f%f(t)e‘mdt, ona:
1. Pourtout te[-M,M],z— f(t)e‘m est holomorphe sur B.
2. Pourtoutz€ Betpourtoutfe[-M,M]ona:

|[f@e | =|f)]e™@ < |f(1)] ™ @M < | f(p)]eMet fe L' ®).

Ainsi par le théoreme d’holomorphie sous I'intégrale, h est bien défini et holomorphe sur B. Or h(R\[-K, K]) =
f@R\[-K,K]) =0 et B est connexe donc par le principe des zéros isolés h = 0 ainsi f = 0 donc par injectivité
de la transformée de Fourier, f = 0 presque partout.

Le dernier résultat de cette sous-partie sera le théoreme de Paley-Weiner.

Théoréme 2.1.2 (Paley-Weiner)
Soit ¢ € €° (R) et R > 0 tel que supp(p) < [-R, R]. Alors il existe une fonction holomorphe F: C — C tel
que ¢ = Fig et on a l'estimation suivante :

VN eN*, 3Cy >0, Vz€eC, |F(2)| < Cy (1+]z17N)eRM&I

Réciproquement soit F: C — C une fonction holomorphe vérifiant l'inégalité alors il existe ¢ € €:° (R) tel
quesupp(y)  [-R,R] et $ = Fpg.

2.2 Résolution ’EDP

La transformée de Fourier a été historiquement introduite pour résoudre des EDDP, c’est ce que nous faisons
dans cette partie en résolvant un certain nombre d’équation classique.

Probléme de Dirichlet dans le demi-plan supérieur : [Amr08]

11



On se donne une fonction f: R — R et on cherche les fonctions u de classe €2 sur R x R* qui vérifient le
systeme suivant :

j(x )+62—u(x Y=0, V(x,y)eRxR:;
axz ’y ayz ’y - Y )y +
u(x,0) = f(x), VxeR;

supf |u(x, y)|dx< +00.
y=0JR

On a le résultat d’existence et d'unicité suivant.
Théoreme 2.2.1
Soit f € L'(R), il existe une unique fonction u € €° (R x R*) qui vérifie :
1. Lelaplacien de u est nul, c’est a dire :
2 2

. O0°u 0“u
V(x,y) eRxRY, ﬁ(x,yHW(x.y):O.

2. u vérifie la condition initiale dans le sens oir pour presque tout xce Ron a:

lim 0= f(x).
u(x,y)—y

3. Pourtouty >0, onau(,y), 2(,y), T4 ), 3273‘(.,y) e L\(R).

4. Lapplicationy: y — u(.,y) deR} dans LY(R) est bornée, c’est & dire :
sup/ |u(x, y)| dx < +oo.
y>0JR

De plus la solution est donnée par :

* y
V(x,y) eRxRE, u(x,y) = —_
(x, ) ERxRY, ulx,y) fRf(S)”(y2+

ds,
(x—5)?) ’

qui est de classe € surR x R}.

Equation des cordes vibrantes : [Amr08]

On se donne un réel a strictement positif, deux fonctions f et g dépendantent de 'espace et on cherche les
fonctions u dépendantes du temps et de 'espace, de classe €2 sur R x R vérifiant le systéme suivant :

az—u(t x)—azaz—u(t 0=0, VY(t,x) eR: xR;
o2’ ox2" ’ ’ AR
u(0,x) = f(x), VxeR;
a—u(O,x)=g(x), VxeR.

ot

Ce systeme modélise une corde infinie qui vibre, avec comme configuration initiale f et que 'on perturbe
en 0 avec g. On a le théoréme d’existence et d'unicité suivant.

Théoréme 2.2.2
Soit f € €*R) tel que f, f', " € L'(R) et g € €' (R) tel que g, g’ € L' (R). 1l existe une unique fonction
ue € Ry x RNE? (R: x R) qui vérifie :

1. u est solution de I'équation des cordes vibrantes :

Y(t,x) ER* xR aZ_u(t x)—azaz—u(t x)=0
’ U a2 ox2 T
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2. u vérifie les conditions initiales :
u(0,x) = f(x) VX€ER,

a—u(O x) =g(x) VxeR
or VT8 '

3. Pourt>0,onault,), 3t,.), T4t,), 31,0, TL(1,) € L' (R).
4. Pouré € R, l'application t — [p u(t,x)e” X 4¢ est 2 fois dérivable surR* et on a pourt>0 :

2
;tzf u(t,x)e X dé = f 5 (1, x)e ¥ de.

De plus la solution est donnée par :

xX+at

V(t,x) €Ry xR, u(t,x) = % [fx—at)+ f(x+an)] + i[ g(s)ds.

x—at

Remarque 2.2.1
Dans le cas ot g = 0, la solution est simplement :

1
V(t,x) €eRy xR, u(t,x) = > [f(x—at)+ f(x+ap)].
On a simplement au cours du temps la propagation de deux ondes, l'une vers +oo et une vers -0o.

Equation de Schrédinger : [Raul

On se donne une fonction f dépendante de I'’espace et on cherche une fonction u dépendante du temps et
de I'espace qui vérifie le systeme suivant :

6u( 1) _azu( H, VY(x 1) eR?
—-— X, =1-—1), X, ’
ot 0x2

u(x,0) = f(x), VxeR.

Ce probleme vient de la mécanique quantique et nous allons le résoudre pour une fonction f dans la classe
de Schwartz, c’est le théoréeme suivant.

Théoréme 2.2.3
Equation de Schridinger
Soit f € L(R), alors il existe une unique fonction u € €*(R?) tel que :

1. u est une solution de l'équation de Schrédinger :

2

9 6 _.0%u
V(x, ) eR, (x 1= 1a 2(x, 1.
2. Avec f comme donnée intiale :

VxeR, u(x,0) = f(x).
3. Deplus t — u(., t) est une application continue deR dans ¥ (R), ainsi pour tout T <0 :

Iy

Vk,[<0, Mkl = sup sup xk—(x 1)| < +oo.

|t|=T xeR

De plus la solution est donnée par :
1 A . .
Voo DER, uln =20 f feye el gg,
21 JR

qui est de classe €™ (R?).
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Démonstration. On raisonne par analyse/synthese.
Analyse :

Soit u € €2(R?) une telle solution. On sait que pour tout ¢t € R, u(.,t) € #(R), on peut donc prendre sa
transformée de Fourier selon x que 'on note :

VieR, VEER, A, 1) =f u(x, 1) e ¥ dux.
R

On fixe ¢ € R, montrons que u(¢,.) € €1 (R).
Pour cela on applique le théoreme de dérivation sous l'intégrale. On fixe T > 0 et on raisonne sur |-7, T,
ona:

1. Pour x € Rdonné, t — u(x, r)e"*¢ est de classe €' sur |- T, T|.
2. Pour t€]-T, T[ donnée, x — u(x, r) e * € LY([R) car u(., t) € #(R).

3. On ala domination suivante pour xe Ret t€]-T,T[:

’g—'“;(x, e x| = t)‘
1 0’u 2u
T 1+ |x]? ( 0x? 0x? o2 t)’)
5 Mg, + My,
1+ |x)?
MI,+M]
Et x — —22 22 ¢ L}(R) et ne dépendant pas de ¢.

1+|x?
Ainsi par le théoréme de dérivation sous l'intégrale u(é,.) € €' (]—T, T[) pour tout T > 0 donc on a bien
u(é,.) e €' (R). De pluspour{ eRetteRona:

(f,f) f—(x e ¥ dx

= ifuqz W(x, He Y dx

=i N_u/’:) 3]
o lox2”

=—i&a, 0 car u(., t) € Z(R).

Ainsi a ¢ e R fixé, (¢, .) vérifie I'équation différentielle linéaire suivante :

o

=it n VieR

ot

a(s,0) =fRf(x) e ¥ dx= f©
Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, on a existence et unicité de la solution qui est donnée par :

veR, 4@, 0 =f@e .
Ainsi par inversion de Fourier dans . (R) (ou L%(R)) on a le résultat voulue :
1 . P
Vx, 1) eR, ulx,t) = —f fEeicreixgs,
2n Jr

Synthese :
Onposepour xeRetfeR:

1 A P
— —ié°t jixé
u(x, 1) —mfRf(f)e e d¢.

14



On applique le théoreme de dérivation sous 'intégrale et ainsi on montre que u est bien définie et que
u € €°°(R?). En effet on se donne T > 0 et on montre que u € € (|- T, T[ x R). Pour cela on se donne
PX,Y)= Zk 0 Z] ~o Pkj Xi'yJ eC[X,Y] eton remarque que 'on a la domination suivante :

P ne e o) = kiock " F@l,

ou pour k € [0; n], on a Cx =sup,¢_7_7| ‘Z}n:o Pkj tf’ qui est une constante. De plus f € Z(R) donc pour

tout ke [0; nl,é— Ci [EFFO)] e L'B).
Or pour k,l €N, il existe Py ; € C[X, Y] tel que::

ak+l

0xkor!

(f @) e‘“zte““r) (&) = P (&, e 11 el X g

Gréce a la domination, on peut appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale et on a bien que u €
(1-T, T xR) pour tout T > 0 donc u € € (R?).
De plus on a pour (x, ) € R? :

a—”(x. P f g2e 11 o f(8) e
02
o nn=o féz ~UE gl fe g

Donc u est bien solution de I'’équation de Schrodinger et vérifie la condition initiale car par inversion de
Fourier dans #(R) :

VxeR, u(x,0)= nf e fE)de = f(x).

Comme pour t € R,ona— f(cf)e‘“f € S (R) (car f € #(R)) et que & (R) est stable par transformée de
Fourier, u(., t) € £ (R).
L'application
prr R — FS®)
t — u(,t’

est bien définie.
Il nous reste a montrer qu’elle est continue.
On fixe t € R et il suffit de montrer que :

u(,t+h) h—(») u(., t) dans #(R).

Or .# : u— i est un homéomorphisme de .#(R) donc il est équivalent de montrer que :

a(, t+h) h—(») iu(.,t) dans Z(R).

C’est a dire que sion note g: &, t— f&et * il nous suffit de montrer que:

g, t+h) h—(») g(.,t) dans Z(R).

On fixe k, [ € N et il nous faut montrer que

08 k08 0| —

sup afl 651

feR

OrpouréeRona:

l

)3

u=0

“f

—i(t+h)¢ —it&
(Putt+h,0)e pu(t,8)e i ) S

g
f’caél € e+ m) -k <,(m

(€)|
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ou pour tout € [0; 1], P, € C[X,Y].
Or pour p € [0; [] fixé,ona:

Sime 2\ OMf St mE Cirsme) O f
(Putt+h,&e Pyt e )w ©|=|(Putt+h)e Pyt e )w (6)‘
+|[Putt, 9 e P _py (1,0 e afff (é)‘
<|(Pu(t+h,&) = Pu(1,0) f(»f‘)
— H ) 1% ) 66#
+ e e Py 1,0 ff (6)‘
Or P, étant polynomiale en ¢, si on note d, son degré en ¢ on a,
Pu(t+h,&) —Pyu(t,8) = Zohf—,a—](t €.
Et par le théoreme des accroissements finis en ¢ on obtient
e i+ e —e_”‘fz‘ < hsup|-ié2e 1| = pe2,
teR
Ce qui nous donne :
- i “f o/P o f
sup |(Pu(t+h,& e M _p (e 1) =L (¢)| < hf—su 2002
geuﬁ?(” H )65” Z Leer | 00 ) ogH
2 o f
+ hsup &Py (t,8) =~ (&)
(eR f
— 0.
h—0

Les sup étant finis car P, est polynomiale et feLM).
On obtient bien que

su 6k S t+hy- ék (f,t)
vk || ¢! 3¢

d’ot1 le résultat.

Un point important, c’est que 'on remarque qu’on a conservation de la norme L? de la solution au cours
du temps. Ceci n’est pas étonnant, physiquement | u(., £)|> modélise I'évolution de la densité de probabilité
de présence d'une particule en 'absence de potentiel, il est donc normal d’observer que la norme L? se
conserve au cours du temps.

Proposition 2.2.1
Avec les méme notations du théoremeon a:

VIeR, | fl,=1uCol,.

Remarque 2.2.2

On a méme plus, pour tout s >, la norme H*(R) de f est conservée au cours du temps. Ceci permet de donner
un sens a des solutions générales de I'équation de Schrédinger dans le cas ou la donnée initiale f n'est pas plus
dans la classe de Schwartz mais dans H (R).

Exemple 2.2.1
N . s g —ax? . s
Dans le cas oii f est une gaussienne, c'est a dire il existe a > 0 tel que f (x) = e~“* 2 alors la solution est donnée
par:
V(t x) € RZ u(x Z.) — (1 + 26li Z.)—I/Z e—ax2/(2+8a2t2) eiﬂztle(1+4d2t2)
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2.3 Formule sommatoire de Poisson

IGou20]
Une autre application de la transformée de Fourier est le calcul de séries. Ceci est possible grace a la formule
sommatoire de Poisson qui est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.3.1
Soit f € € (R) telle qu'il existe C >0 et a > 1 tels que :

VxeR, |f)]s et Y |f(m)]<+oo.

(L+xhe nez

Alors
> fn.

1
2 fem=gr 2,

ne”zZ

Une application de cette proposition est I'étude la fonction theta de Jacobi.

Proposition 2.3.2
On définit la fonction © de Jacbi comme suit :
0: R — R}
I — Ypez e—ntnz .

Alors © vérifie l'équation fonctionnelle suivante :

1 1
VteR, ®(t)_ﬁ®(;)

3 Utilisation des fonctions caractéristiques en probabilité

[Ouv09]

Lobjectif ici va étre d’étendre la transformée de Fourier aux mesures finies sur R, ceci va nous permettre
d’introduire la notion de fonction caractéristique pour une mesure de probabilité et de voir différentes ap-
plications de cette fonction.

Définition 3.0.1 (Fonction caractéristique)
Soit X une variable aléatoire de loi Px alors on appelle fonction caractéristique lapplication ¢x: R — C
définit par :

VteR, ¢x()=E[e'X].

Exemple 3.0.1
Si X suit une loi de Cauchy de parametre 1 alors on a

px(=e .

La fonction caractéristique ne dépend que de la loi de la variable aléatoire par définition, elle caractérise
méme la loi, c’est I'objet du théoreme suivant.

Théoréme 3.0.1
Deux variables aléatoires qui ont les méme fonction caractéristique ont la méme loi.

On peut aussi faire le lien entre la fonction caractéristique d'un variable aléatoire et la transformée de Fou-
rier d’'une fonction L!(R).
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Proposition 3.0.1
Soit X une variable aléatoire telle que ¢ x € L' (R) alors X admet une densité f donnée par :

1 .
VxeR, — fHe *dg.
anwa( )

Lintérét aussi de la fonction caractéristique c’est qu’elle se comporte bien avec 'indépendance. C’est le
point de la proposition suivante.

Proposition 3.0.2
Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes alorson a px+y = ox@y.

Pour la régularité de la fonction caractéristique on peut la relier au moment de la variable aléatoire. C’est le
résultat suivant.

Proposition 3.0.3
Soit X une variable aléatoire et ¢ x sa fonction caractéristique.

1. Si X admet un moment d’ordre n alors @ x est de classe €" surR et pour tout entier0=k=n,ona:

5k(pX

VteR,
otk

O :[E[ikxkem].

2. Réciproquement, si @ est k fois dérivable en 0 (k < 2) alors X admet des moments d’ordres 2L§J et
pour tout entier0= j =2 L%J ona:
; 1)
E[x/] = - 2K
il ot

(0).

Remarque 3.0.1
La fonction caractéristique peut-étre dérivable a l'origine (et méme en tout point) sans que la variable aléa-
toire n'admette une moyenne.

Le dernier point qui nous intéresse, c’est le lien entre fonction caractéristique et convergence en loi.

Proposition 3.0.4 (Lévy)
Soit (X) nen une famille de variable aléatoire alors X,, — X en loi si et seulement si ¢y, — @ x simplement
surR.

Une application de ce résultat et le fameux théoréeme central limite.

Théoréeme 3.0.2 (central limite)
Soit (X,) nen une famille de variable aléatoire indépendante identiquement distribuée admettant un mo-
ment d’ordre 2, alors en notant S;, = Z?:o X; alorsona:

w — </V(0, Var(X)) en loi.

n n—-+oo

Question possible :

1. Trouver 'ensemble des fonctions f € L' (R) tel que f * f = f.
Soit f une telle fonction alors en appliquant la transformée de Fourier on obtient que :

ff-f=o.

Or f est continue donc Vx € R,f(x) =0ouVxe IR{,f(x) = 1. Mais f tend vers 0 en +oo donc f =0.
Par injectivité de la transformée de Fourier f = 0. Et réciproquement la fonction nulle vérifie bien

fef=r.
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2. En déduire que le produit de convolution n’admet pas d’élément neutre dans L.
Supposons qu’il existe un tel élément noté f, alors en particulier f * f = f donc par la question
précédente f = 0. Ainsi pour tout g € L' on a f * g = 0 ce qui est absurde.

3. Soit f: R — R de classe €2 tel que f, ', f" € L alors f € L.
On sait que f, f', f" € L' on a donc par double intégration par partie :

VEER, ()= fR ") e % dx = (i&)? fR fe ™ dx=-&f©).

On a donc la majoration suivante :

7.

Donc |f| est continue et |f| &= o (é%) donc fe L.
{—+o0

ran

VieR:, |fl©= z z

4. Soit feL'nIL®et0<a<btel que:

VxeR, f A0, dt= 1
R

(x=1)2+a? x2+ b2

Calculer f et en déduire f.

On pose g.(t) = x2+02, onaalors f * g, = g5, ce qui donne fg, = g.
Or pour ¢ > 0, on sait que :
VR, go(§) = —e .
On en déduit donc que :
VR, f@= e = — = (b~ @) ga) ©).

On a donc par injectivité de la transformée de Fourier,

alb-a) 1
ab  x2+(bh-a)?

a
VxeR, f(x)= %(b — A)8h-a)(X) =
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