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Feuille 0 : Exercices de révisions

Ensembles et applications

Exercice 1 (Opérations ensemblistes). Soient X un ensemble, et (4; ;) j)erxs € P(X) une
famille de sous-ensembles de X, ou [ et J sont deux ensembles d’indices a priori quelconques.

a) Montrer que
U(Nas)en(Uas).
iel \jeJ jeJ \iel
puis donner un exemple pour lequel cette inclusion est stricte.
On note F(J,I) = I’ I'ensemble des applications de .J vers I.
b) Montrer que
N(Uas)= U (N
jeJ \iel feF(II) \jeJ

puis observer que l'intersection finie d’une réunion d’ensembles s’écrit comme la réunion
d’une intersection finie de ces mémes ensembles.

Pour A € P(X), on note [x A son complémentaire dans X.

c) Vérifier les identités élémentaires

() (). (o) ()

Exercice 2 (Applications et opérations ensemblistes). Soient X,Y deux ensembles, (A;)icr
(resp. (B;)ier) une famille de P(X) (resp. une famille de P(Y)) et f € F(X,Y).

a) Montrer que

f <U Ai> =JrA), et f (ﬂ Ai> C () f(4).

i€l iel il il
b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur I'application f pour que l'inclusion ci-
dessus soit une égalité.

c) Montrer que
- <U Bz‘) =UJriB), et [ (ﬂ BZ») =N 4By,
iel iel iel iel

ot f~1(B;) € P(X) désigne I'image réciproque par f de B;.



Nombres réels
Exercice 3 (Borne supérieure d’'une partie de R). Soit A C R une partie non vide et majorée.
On rappelle qu'un réel s € R est appelé borne supérieure (ou supremum) de A si :

— s est un majorant de A, c’est-a-dire Va € A, a < s,
— s est le plus petit des majorants, c’est-a-dire que pour tout s’ < s, il existe a € A tel que
a>s.

a) Montrer que s = sup A si et seulement si :

Ve>0, da€e A telque s—e<a<s.

b) Montrer que s = sup A si et seulement si

— s est un majorant de A.
— 11 existe une suite de nombres (a,), dans A qui converge vers s.

Exercice 4 (Théoréme d’approximation de Dirichlet). Soit & € R et N € N*. Montrer qu’il
existe des entiers p € Z et ¢ € {1,2,..., N} tels que

P 1
‘a ’ SN
(Indication : considérer les N + 1 nombres! xj, = {ka} € [0,1] pour k € {0,--- ,N}, les N
intervalles Ij, = [%, @[ pour k € {0,--- , N — 1}, puis appliquer le principe des tiroirs.)
Convergences

Exercice 5 (Convergence de Cesaro). Soit (z,,) une suite de réels qui converge vers ¢ € R.

a) Montrer que la suite
1 n
= > T
k=1
converge vers /.

b) Soit (¢,,)n une suite de nombre réels strictement positifs, qui vérifie Y ;_; ¢ — +00. Montrer
la suite

Zp = CLT; -
Zk 1€ Z

converge vers /.

Algéebre linéaire
Exercice 6. (Topologie dans M,,(K)). On fixe K =R ou C.
a) Montrer que I'ensemble des matrices inversibles GL,,(K) est un ouvert de M, (K).

b) Montrer que I’ensemble des matrices symétriques (ou auto-adjointes si K = C) est un fermé.

c) Soit P € K[X]. Montrer que I’ensemble {A € M,,(K) | P(A) = 0} est un fermé.

1. La partie fractionnaire {z} d’un nombre z est définie par {z} := = — |z].



d) Montrer que I'application
GL,(K) —» M, (K)

A A1

est continue.

Exercice 7 (Théoréme de Cayley Hamilton). On travaille dans M, (C). Pour une matrice A,
on note P4 (X) = det(X Id — A) son polynéme caractéristique.

a) Montrer que 'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M,,(C).
Indication : on peut raisonner a partir de la forme trigonalisée.

b) En déduire que pour toute matrice A € M, (C), on a P4(A) = 0. Que peut-on dire pour les
matrices réelles A € M, (R)?

Inégalités et convexité

Exercice 8 (Moyenne harmonique vs moyenne arithmétique).

a) Montrer que la moyenne harmonique est toujours inférieure & la moyenne arithmétique :
pour tout (z1,...,2,) € (R*)",

n 1 &
n 1 §*ZCBZ
ni—l

i=17;

(Indication : montrer que n® < (31 ;) (2?21 x%) a laide de linégalité de Cauchy-Schwarz.)
2. Etudier les cas d’égalité.

Exercice 9 (Inégalités de Holder et de Minkowski).  On va établir en plusieurs étapes que la
quantité
n 1/p
]| := (ZI%I”)
i=1

a) Soient a,b € Ry et p,g > 1 tels que % + é = 1. Montrer que :

définit une norme sur R™.

a? b
ab < — + —.
p q
(Indication : utiliser la convexité de la fonction x — €*, ou celle de x — x" pour r > 1).

b) Montrer I'inégalité de Hélder : pour tout (ai,...,a,), (b1,...,b,) € R™,

n n 1/p n 1/q

> aibi| < (Z !az’\p> (Z ’bi’q> :

i=1 i=1 i=1
(Indication : commencer par le cas ot Yy |a;|P =Y iq [bi]9 =1).

c) Montrer 'inégalité de Minkowski : pour tout (ay,...,a,), (b1,...,b,) € R”

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z|ai+bi|p> S (Z!a,\p> + <Z|bl|p> .
=1 i=1 =1

(Indication : écrire |a; + b;|P < |a; + b;|P~(|as| + |bi]) et utiliser Iinégalité de Hélder.)

d) En déduire que || - ||, est une norme sur R™. Vérifier que toutes ces normes sont équivalentes.



