Principes d’incertitudes et Théoreme de
Logvinenko-Sereda

COURANT Thomas et BLANCHARD Romain
Encadré par MARTIN Jérémy

Table des matieres

I Transt ton de Fourier

{4 Théoreme de Logvinenko-Sereda)
[41 Mesure de PoissOn €t OPErateur 22| . . . . . . . v v v v i
4.2 Ensemblesépais| . .. ... .. ... .. e

M3 Pairesannulantes| . . . . ... ... ...
4.4 Théoreme de Logvinenko-Seredal . ... ... ... ... .. ... ... . .....




Abstract :

Le but de ce document est d’étudier la transformée de Fourier et certains principes d’incertitudes.
Les principes d’incertitudes sont des énoncés qui limitent la concentration simultanée d'une fonc-
tion et de sa transformée de Fourier. Ainsi nous construirons d’abord la transformé de Fourier sur
différents ensembles de fonctions et notamment avec les polyndmes de Hermite pour I2(R), puis
nous énoncerons le principe d’incertitude le plus connus : 'inégalité de Heisenberg. Et pour fi-
nir nous étudierons le théoréeme de Logvinenko-Sereda qui caractérise les paires fortement annu-
lantes lorsque I'un des ensembles est borné.

1 Transformation de Fourier

La transformée de Fourier a d’abord été introduite dans le but de résoudre des équations aux
dérivées partielles telles que celle de la chaleur. En effet elle permet de transformer I'opérateur
dérivation en simple produit par un complexe. Ce qui, connaissant des transformée de Fourier
" classique " permet de remonter a la solution de I'’équation aux dérivées partielles.

1.1 Transformation de Fourier sur S(R)

On commence par définir la transformée sur une classe particuliére de fonctions lisses et a dé-
croissance rapide, a savoir la classe de Schwartz définie commme ci dessous.

Definition 1.1 (Classe de Schwartz).
S(R) :{fechO, Vi;neNx" o o o}
X|—00

C’est clairement un sous-espace vectoriel de C*°(R; K). Il s’agit également d’'une sous-algebre de
celui-ci en vertu la formule de Leibnitz et du fait que toutes les dérivées tendent vers 0 en I'in-
fini donc sont bornées. On va préciser ces propriétes via les crochets d’intégration. En particulier
toutes les intégration par parties (IPP) que nous seront amenés a faire sont légitimes.

Remarque 1 (Crochets d’'intégration). On remarque que pour tout f € S(R) et k € N, les dérivées
sont intégrables :
VieS®); VkeN; fPell(®).

En effet : | x* % (x) P 0| montre que les dérivées sont intégrables en +oo, la continuité sur R
X[—00

conclut la preuve.
De plus, pour tout P € C[X], f € S(R) et n € N par linéarité on a :

[P0 f™ ()] =0. (1)

Mais également pour tout P € C[X], toute fonction h € C® bornée, toutes fonctions f, g € S(R) et tout
k,neN:

[P0 W P w)] T =0, (2)

Ceci nous amene aux identités suivantes. Elles n’apparaitront pas telles qu’elles dans la suite mais
ressemblent fortement a de futurs calculs.

Lemme 1. On introduit,
VneNI,cN?; I, ={(u;v) eN*u+v=n

Pour toutes fonctions f, g € S(R) et tous couples (u, v), (k, p) € I, pour neN
ng(p)f(k) _ (—1)”"’ng(")f“’).
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Démonstration. On procede par intégration par partie. Toutes les intégrales sont définies car les
fonctions intégrées sont dans S(R). Les crochets d’évaluation sont nuls par (2). O

On va s’intéresser a une famille particuliere de fonctions de la classe de Schwartz (on modifie dé-
finition de [1]). Ces fonctions nous permettrons d’étendre la transformée de Fourier; notamment
grace a la relation de récurrence qu’elle vérifient.

Definition 1.2 (Fonctions de Hermite). Pour tout n € N, on définit :

2 dn
hn(x):=(-1)"exp (x?) R [exp(—xz)].

Elles vérifient :

Lemme 2 (Propriété des fonctions de Hermite). Pour tout n € N
. X
1. Il existe P, € R[X] tel que h,, = P, exp (—?) De plus d°P,, = n.

2.
VXER, h),— xhy =—hp41. (3)

_x2

En particulier la relation de récurrence (3) et la donnée de hy = x — e™2, détermine entiérement
notre suite.

Démonstration. Le premier point est évident en procédant par récurrence.
Pour le deuxiéme point on remarque en dérivant le produit que, Vx e R:

x2 n ) n+l )
h) = (-1)"exp (?) X (exp(=x7)) + s (exp(—x9))
/ n X § 2 n+1 x° d"! 2
hy, = x(-1) exp(?) P (exp(=x7))| - (=1) eXp(?) [dxnﬂ (exp(=x9))

hln =xhp—hpi

O

On définit maintenant la transformée de Fourier sur S(R) et allons étudier quelques propriétés de
celle-ci.

Definition 1.3 (Transformée de Fourier). Pour f € S(R) On définit la fonction :
WER; ZIIQ = FO) = [ fie

Remarque 2. Notre fonction est bien définie car S(R) < L' (R).

De plus, l'intégrande est C*°(R) en (. De plus toutes ces dérivée en { sont majorée par une focntion
du type y — y*|f ()| oit k € N. Or ces majorants sont intégrables par construction de Schwartz. Par
théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on en déduit que :

ViESMR); feCPM)

On va montrer qu’elle est également dans la classe de Schwartz, ce qui permet d’appliquer deux
fois la transformée de Fourier et d’en déduire la formule d’inversion de Fourier.



Théoreéme 1.1 (Stabilité de la classe de Schwartz et inversibilité de .%). Pour tout f € S(R). On a

feSm).
Cestadire:
F: ISR — S
f— 7

De plus : X

VIESMR); f(x) =21 f(-x) @)
Eln pagticulier F* = an?Idsw). Donc . est un automorphisme de S(R) dont U'inverse est donné par
w7

Démonstration. On commence par montrer que la classe de Schwartz est stable par la transfor-
mation de Fourier.
Pour cela nous allons avoir besoin des identitées suivantes.

Lemme 3. Pourtout f € SR); n,peNona:
1. V{eR; fP(Q) = (in)PfO)
2. V(eR; fIQ) = (O"f

Démonstration. On procede par récurrence sur n ou p. Il suffit donc de montrer que f' = —ixf et
f'=ilf : Comme f est dans la classe de Schwartz |—ixf| < |xf| € L' et x— —ixf(x) € €'. Doncle
théoreme de dérivation sous el signe intégrale donne :

f’(():di(‘[Re_i(xf(x)dx:‘[Rdi([e_i(xf(x)]dx:‘[R(—ix)e_i(xf(x)dx:—/i—)aC

Pour la deuxieme identité on procéde par intégration par partie, on a déja vu que les crochets
étaient nuls donc:

P= [ et pwds= ([ o o) = ic [ 1 s = e
R R R

Corollaire 1.1.1. La classe de Schwartz est stable par .7

Démonstration. Sin,peNPour{>1,ona

|(|pf(n) — '[(_;)_n?](l))

Or la deuxieme fonction est la transformée de Fourier d'une combinaison linéaire de produits de
polynomes et de fonctions de Schwartz. En particulier sa transformée de Fourier est bornée.

Donc(¢I? f™(() < CppeRYR, peN

En particulier :
Cn; p+1

—_—

p ) ~
= 1] 1¢1—o0

O

La preuve du théoreme (1.1) nécessite également le calcul d’'une intégrale Gaussienne dans le plan
complexe. Une démonstration possible se base sur I'étude d'un équation différentielle mais nous
allons plutot utiliser I'analyse complexe pour montrer que :
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Lemme4. YVa>0; beR,ona:

_ 132 _ 2.2 T
fe (ax+ib) :f e a“x® _ =
R R a

. . - . _z2
Démonstration. On rapelle que par composition, la fonction z — e™* est holomorphe sur C. En
particulier son intégrale suivant un chemin fermé et 4’! par morceau est nulle. On considére pour
M € Rle rectangle # = [- M; M] x [0, b]. En posant I" sa frontiere on a donc.

f e “dz=0
r

On découpe le contourdeI'en4: S; = [-M, M] x {0} ; So = [-M, M] x {b}; S3={-N} x[0,b]; S4 =
{N} x [0, b].
En paramétrant positivement les contours par rapporta %, ona:

2 M 2
e “dz= et dx
S -M
p M viny? M eriny?
e “dz= e dx=- e dx.
So M -M

Pour les intégrales sur les cOtés verticaux on traite seulement Sy.

—z2 b —(M+it)?
e “dz|= e dt| =
Sa 0

2 .
On montre de méme que |, s, €~ dz e 0. Et puisque :
—00

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
fezdz+fezdz+fezdz+fezdz:0,
S1 \Y) Ss3 Sa

M —x? M —(x+ib)? -z? -z?
e " dx— e dx| = e “dz- e~ dz|.
-M -M S3 Sa

Quitte a travailler a € prés on peut faire tendre M vers I'infini pour finalement obtenir :

2 2752
fe_x dx:f e~ OFID” gy
R R

Pour ajouter le a on effectue le changement de variable y = ax deux fois. O

et

IA

b b
A2 _9; 2 _aAf2 _ 42 _Af2 2
feMZItM+tdtSeretdt M e 0
0 0

M—o00

alors:

Corollaire 1.1.2. Pourtoute >0;xeR Ona:

. x2
fe—etze—ltxdt:f 2\/_[2\[ T dt—e 4ef (\/_H J d[—‘lze_ﬂ
R R R ¢

On peut alors faire montrer I'identité (4).

Soit x € R, on pose pour tout e > 0, ue(x): £ — e~ e 1% f(1).

Comme f est dans la classe de Scwhartz f I'est également et est donc intégrable. La majoration
|uc(x) ()] < | f | justifie que 'on puisse apphquer le théoreme de convergence dominée avec :

ue(t) — e itxf () Donchue(x)(t)f(t)dt—>f(x) Or:

fue(x)(t)f(t)dt:f(f e—itxe—iyte—eﬂf(y)dy s
R R\JR
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Etl'intégrande vérifie ‘ e i1Xe iVl g=¢t" £(3) ‘ < e~ | £()]. Qui est clairement intégrable sur R comme
produit de fonction intégrables en leur variables indépendantes.
On peut donc appliquer le théoreme de Fubini pour avoir :

fR ( fR ei[xe_iyte_etzf(J/)dy)dt: fR fR e e f(y) dydt
:ff(y) (f e—it(y+x)e—et2dt) dy
R R

= fuqe f \/§ e_% dy Par le corollairel.1.2]
:2\/§\/EfRf(2\/Ey’—x)e_y’2 Avecy — 2vey' — x
- 2VTf(-x) fuqa e Vd y Par convergence dominée, car la gaussienn
=27 f(-x)

Donc finalement f (x) =2mf(-x) O

Ceci montre que.# ' = 573, Or pour h € SR); x€Rona:

1 1 ~ 2T - 1 . 1 .
— 3 (x) = —.F*(h)(x) = — h(- :-f _”xh—tdt:—f X h(ndt
27 W=7 = pahta = | e Th-ndi= 5 | ¢ hin

Ce qui nous amene a définir la transformée réciproque :

Definition 1.4 (Fourier Réciproque sur S(R)).

F1.Is® — SR
[ — x— 3 el f(ndr

Qui vérifie évidemment F 1o .F = F o F 1 = ids(R)

1.2 Transformation de Fourier sur L!

On rappelle que la classe de Schwartz définie précédemment est dense dans (L}, [|.||;). Car elle
contient 'ensembles des fonctions €° a support compact. Avec la définition précédente on pré-
ssent que le caractere C*° a décroissance rapide est bien trop fort. En effet en vertu de la majoration
|e‘”x f (t)| < | f() |, on voit bien que le caractere L! d’une fonction suffit 4 définir sa transformée
de Fourier.

Definition 1.5 (Transformation de Fourier sur L'). Pour f € L! On définit la fonction :

V(eR; ZIA1O = f() = fR Fe ©dx

Ceci définit une application linéaire
F:|! — RC
En revanche nous allons devoir préciser I’ensemble d’arrivée de la fonction .# ainsi définie.

Proposition 1.1 (Riemann-Lebesgue). Pour toute f € L' ona f € 6 (R).
Ou %00 (R) est l'ensemble des fonctions continues bornées sur R tendant vers 0 en +oo
On a de plus la majoration :

71l <1171l (5)
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Démonstration. On commence par montrer la majoration, on montrera en méme temps que les
fonctions sont bornées.

Viel', V(eR |f©]= Uﬂq{f(x)e"’fxdx

= [ 1reoldz=[I7l;

La majoration permet également d’appliquer le théoreme de continuité sous le signe intégrale,

puisque { — f(x)e ¥ est continue pour tout x. On a déja vu que .# était un automorphisme de

S(R), en particulier pour tout h € S(R) , h(() I(I_) 0. Pour f € LY, soit n € N on choisit par densité
—+00

une suite (1) nen € SR)N telle que ||hn —f||1 < % VneN.Pour{€Rona:

PO -] <||7-m

< Hf— hin . Par[0l

Donc V(eR

—~ 1 —

FOl=—+ @)

_~ 1 —
limsup |f({)| = — +limsup hn(()‘
{|—o0 njfl—oo

~ 1 — —
limsup|f(()| < - Car limsup hn(()‘ = lim hn(()‘ =0
I{l—o0 n {l—o0 =00

Donc lorsque 1 — oo, on obtient lim sup |f(( )| = 0 et par encadrement :
{]—o00

foy — o

|{|—o00
D’ou O

Comme pour la classe de Schwartz on pourrait étre tenté d’introduire la transformée réciproque
1.1l faut simplement se méfier des fonctions que ’on considere.

Definition 1.6 (Transformation réciproque sur L'). Pour toute f € L' On définit la fonction :
1 .
V(eR; Z-11f1):= —f f(x)e’(xdx
21 Jr

Alors pour toute fonction f € L! telle que .7 [ f] € L' On a bien :
F Lo ZIfl=f
Réciproquement si g € L' est telle que F ' [f1 € L.
FoF lgl=g

Démonstration. La démonstration est la méme que sur la classe de Schwartz, en effet on a utiliser
que le caractére L! des fonctions de la classe de Schwartz O

Corollaire 1.1.3 (Injectivité sur L1).

Fo| WL — (% R);1]lloo)
f— 1

est linéaire continue et injective.



Démonstration. La linéarité est évident par linéarité de 'intégrale, la majoration (5) justifie alors
la continuité. Pour I'Injectivité, il suffit de montrer que ker.% = {0} car .% est linéaire. Or x — 0 € L!
doncsi f € L! est telle que :

Ff1=0
On peut apppliquer .% ~! des deux cotés pour obtenir :
f=0
Donc .Z est injective sur L. O

1.3 Convolution et transformation de Fourier

Dans cette sous-section nous allons présenter les résultats liées au produit de convolution et la
transformée de Fourier que nous utiliserons dans les preuves des parties suivantes.

Définition/Proposition 1.1. (Produit de convolution dans L'(R))
Soient f, g € L}(R), on définit la fonction f * g € L'(R), par :

VxeR, f*g(x) :ff(t)g(x— Hdt
R

Démonstration. Pour montrer que f * g est bien définie, on va utiliser le théoréme de Fubini-

Tonnelli.
f U f(Hg(x—vdt|dx sf f |f(hgx-0|dtdx
RIJR RJR
:f f |f(ng(x—1)|dxdt
RJR
=71 llelly
< 400
Ainsi f * g est finie presque partout donc bien définie et de plus f * g € L' (R). O

On peut maintenant étudier le lien entre le produit de convolution dans L' (R) et la transformée de
Fourier.

Proposition 1.2. Soient f,g € L'(R) alors f * g = f§.

Démonstration. Soit ¢ € R,

—

Frg= f f f(gx—1 dre *dx
RJR
= f f(t)e_”‘ff glx— Ne ' dxdt par le théoréeme de Fubini
R R
= f©8©.
On a donc le résultat voulu. O

Il nous sera utile de définir un produit de convolution entre une fonction L?(R) et une fonction
L2(R), ce qui est permis par la définition/proposition suivante.

Définition/Proposition 1.2. (Produit de convolution dans L*(R) x L' (R))
Soient f € L*(R) et g € L'(R), on définit la fonction f * g € L*>(R), par :

VxeR, f*g(x) :ff(x— ngdt
R

Etlona ||f* g||2 = ||f||2 ||g||1



Démonstration. On vatout d’abord montrer la bonne définition de f * g, pour on notera pour tout
t,xe R, F(t,x) = f(t)g(x—1), soit x € R, en appliquant I'inégalité de Holder avec la mesure associée
ala densité g| par rapport a la mesure de Lebesgue, on obtient que :

5 3 3
le(t,x)Idts(f |f(x—1)| |g(t|) U |g(t)|dt)
R R R

s(&ﬁ@—ﬂf&@)”ﬂﬁ

En mettant au carré et intégrant par rapporta x, ona:

2
f(f IF(t,x)Idt) ax<gl, [ [ 1ree- ol g aax
R\JR RJR

< ||g||1fRfR |f(x— t)|2dx |g(t\ dt parle théoreme de Fubini-Tonelli

<&l 171
< +00

Ainsi f * g est fini presque partout donc bien défini et f * g € L?(R).
De plus par croissance de la racine carré on a la majoration de la norme voulu. O

Remarque 3. Par un simple changement de variableonaque f xg=g* f

Plus généralement on peut faire des produits de convolution sur des d’autres ensembles de fonc-
tions mais ces résultats ne nous seront pas utiles ici.



2 Transformée de Fourier dans >

Nous allons proposer une construction de la transformée de Fourier reposant sur une base hilber-
tienne de L2(R;C). Elle s’appuie essentiellement sur 'ouvrage [1], qui propose trois constructions
de la transformation de Fourier sans faire appel au théoreme de prolongement des applications
continues. Pour cela nous allons dés a présent énoncé quelques résultats sur la géométrie de cette
espace.

Dans toute la suite de cette partie et sauf mention du contraire, les fonctions seront supposées L?

2.1 Géométrie del'espace L*(R,C)

On rappelle que I'espace L? := L?(R;C) est muni d'un produit scalaire canonique : (flg)=[afget

de la norme associée : || fll2 = y/ <f|f> qui le rend Hilbertien.
On rappelle également le théoreme de Pythagore et une identité de polarisation qui seront bien
utiles pour les calculs a venir. Si (fx)o<k<n €st une famille orthogonale on a :

n 2 n n n
Y fi =<ka| fk>= I (6)
k=0 k=0 k=0 k=0

vhger?, (f1g) = (Il7+8ll+117-gll). @

On va regarder quelques résultats généraux sur les bases hilbertiennes, rappellons en la définition.

Definition 2.1 (Base Hilbertienne). Une famille (e,)n € 12N est une base hilbertienne si :
1. Y(k;n) € N%; (erlen) =6,k
2. Vect((ey),) est dense dans [

L'adhérence d’'un partie est généralemnet plus difficile a déterminer que son orthogonal, notam-
ment lorsque I'on parle d’espace vectoriel. Ainsi il est souvent plus efficace d’utiliser la caractéri-
sation suivante.

Théoréme 2.1. Une famille de vecteurs (f,)n engendre un espace dense de L? si et seulement si
VfeL?[VneN(fulf) =0] = [f =01, ou plus synthétiquement ((fn)N)L = {0}

Démonstration. Pour le démontrer, on remarque que par linéarité du produit scalaire ona (( fn)N)L =
Vect(fn)y.

Puis, par Cauchy-Schwartz et bi-linéarité on voit que le produit scalaire est continu en ses deux
coordonnées. Par caractérisation séquentielle de la continuité, si (gi)x est une suite de G conver-
gente vers g € G et f € G1, alors (f]g) = 0. D’'ou1 G+ < G*.

Linclusion G c G donne G+ c G*. Dot :

Gt =Gt

(1) Comme Vect(f,,), est un sous-espace vectoriel fermé de L? on peut lui appliquer le théoréme
du supplémentaire orthogonal pour en déduire que :

12 =Vect(fn ®Vect(f)n
L? = Vect(fn): @ Vect(fu)n
2= ((f)n)" @ Vect(fo)n

Doncsi (( fn)n)L = {0} alors nécessairement Vect(fy), = L.
La réciproque est évidente avec (1). O
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Théoreme 2.2 (Densité des fonctions de Hermites). Soit (hy) e les fonctions de Hermite définies
dans notre premiéere partie, on a:

1. La famille (hy) ,en est orthogonale dans L?
2. ((h,,,)N)l = {0} Et donc Vect ((hy,) nen) est dense dans L?

Démonstration. On rappelle que les (hy),cn sont de la forme VneN, h;, = P,exp (—%2) ou P, est
un polynome de degré n. On note désormais Fy, := Vect ((hi) k=o,1...,)- Par combinaison linéaire et

omay = veer (o[-, )

1. Parlaremarque (o), pour établir 'orthogonalité des fonctions de Hermite, on peut se conten-
ter de montrer que pour tout n < m € N.

(o[- =o

On utilise la définition initiale des polynémes pour obtenir :

2

<x"e_x2_2|hm> = (—1)mfx" a” e 7
R dx™
dm—l x2
= (—l)m“nf ¥ ppT [6_7] Par IPP, les crochets sont nuls
R
_(_1\m+2 _ n-2 dm—Z -2
=(-1) nn-1) 1] x e e 2 Idem
R X
IPP en série
— ( 1)m+n n' dm_n e—%
- (n—-m)! Jpdxm—n
~ (=)™ n! dam-n-1 (e_%) oo
B (n—m)! [dxm—n-1 oo
=0 Car la fonction du crochet est de la classe de .

D’ou 'orthogonalité de notre famille.

2. La démonstration de la complétude utilise évidemment la caractérisation précédente (2.1)
mais est longue a détailler. Nous en donnons simplement les étapes principales. Fixons une
fonction f € L? telle que

[VeEN, (flhn)] = |[VeN, <f|x"e‘xz—2>

x2
(a) Lafonction g: x— f(x)e” = € L', par Cauchy-Schwartz

par (o).

(b) On peut donc considérer sa transformation de Fourier étendu au plan complexe selon
la formule analytique a savoir :

A

g:|C — C

[ — [ f)e T e ¥dx

(c) On montre par théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale que cette fonction est
holomorphe sur C. L'argument principal est que la gaussienne est dans la classe de
Schwartz et donc les dérivées en ( restent intégrables

11



(d) On en déduit que g est développable en série au voisinnage de tout point de C. En par-
ticulier par Taylor-Young, pour tout { "assez petit" :

. 5 0)
gW) = Z gT(

neN

(e) Or par théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on a pour tout n € N :

%2 .
") = U (—in)" f(x)e Te “¥dx
R

x2 :
R

(f) On vient de montrer que g s’annule sur un voisinnage de 0 donc par principe des zéros
isolés: £=0

(g) Puis par injectivité de la transformée de Fourier sur L!, on en déduit que g = 0. Et comme
la gaussienne ne s’annule pas :

F=0
O

On fixe pour la suite une base hilbertienne (e,,),, de L2. On va voir qu’elle agit de facon trés sem-
blable a une base d'un espace vetoriel de dimension fini. En ce sens que toute fonction f € L?
pourra s’écrire f =) ,cn Une, avec (Uy)y, € I2(N) = I2. On adoptera désormais cette notation.

Le lemme suivant met en évidence que I'orthogonalité de notre base permet de faire converger des
séries qui ne convergent pas normalement. En effet comme la famille est normée (||e,|| =1 Vn e N)
on serait tenté de dire qu'un série du type Y,y Un e, converge si u, € I'(N). Or cette condition est
évidemment suffisante mais non nécessaire, en effet :

Lemme 5 (Convergence des séries en 12). Pour toute suite (u,), € 1. La série Y. ,en Unen converge
vers une fonction f € L?

Démonstration. Du a I'absence d’expression d’une limite on va utiliser le critéere de Cauchy pour
montrer que cette série est convergente. Ona:

2 2

n+p n n+p n+p n+p

2 2 2 2
Y urer— Y uker|| =|| X uxer|| = X luelllexll®= Y lugl® < Ry(u®)
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=n+1

par Pythagore. Ot1 R,,(u?) désigne le reste d’ordre n de la série positive et absolument convergente
(u?),, en particulier ceci tend vers 0 en ne dépendant que de n. La suite des sommes partielles de
notre série de fonction est de Cauchy donc la série converge dans L? par complétude. O

On pourra désormais noté f;, =) ,cn Un ey, Sans ambiguité pour toute suite u de 12.
Réciproquement, & une fonction f de L? on associe une suite a valeur complexe, a priori sans
informations sur sa sommabilité. On appelle cette suite, la suite des coefficients de projections
relativement a (e,),, pour la suite on dira simplement coefficients de projection. On peut notam-
ment penser au projections sur la famille des (e‘”‘”)nEZ qui constitue les coeffcients de Fourier.
Mais ici nous projetterons plus tard sur les fonctions de Hermite, nous les appeleront donc les
coefficients de Hermite. Les résultats suivants restent généraux.

Definition 2.2 (Coefficients de projection). On appelle coefficients de projections d’'une fonction
f € 12 la suite définie par
VneN; c,(f) = f(n):=(flen)
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Cette suite de coefficient est particulierement liée a I’approximation de f par une combinaison
linéaire des (e;);, comme le précise le lemme suivant.

Lemme 6 (Minimalité des coefficients de projection). Pour tout f € L?, tout n € N et toute famille

Up; Uy;...; Uy, on a l'inégalité :

<

F=2 ur(fex
k=0

Hf— > ce(fer
k=0

Avec égalité si et seulement si uy = cx(f) Yk €{0;1;...; n}

Remarque 4. Ceci est un cas particulier du théoréme de projection sur un sous-espace vectoriel
fermé. 1l garantit l'inégalité par minimalité du projeté et le cas d’égalité est fourni par l'unicité de
celle-ci. On va quand méme en proposer une démonstration "a la main" afin d’utiliser notre base
orthogonale et de mettre en évidence que le cadre des coefficients de projection.

Démonstration. On rappelle la formule dans les espaces de Hilbert,
Va;be Hlla+ blI* = (alb) = ||all” + 2Re((alb)) + ||bII*.

Pour une famille ug; u;;...; u, donnée, on regarde :

2

Hf—z urer|| = ‘f— Y ce(Pex+ Y (ce(f) — urer
k=0 k=0 k=0

2

2 2

=2 ce(fer|| +
k=0

n

Y (k) — ur)ex

k=0

2 n n
+2Re(<f— Z cr(f)exl Z(Ci(f) - ui)ei>)
k=0 i=0

n
f=) urex
k=0

On s’intéresse au produit scalaire. Il s’écrit égalemnent :

n n n n
<f— Y cr(Nerl Y (ci(f) - ui)ei> =3 ci(f)—u <f— > Ck(f)ek|ei>-
k=0 i=0 i=0 k=0
Or les termes :
n n
<f— > Ck(f)ek|ei> =(fleiy= Y ck(f) exles) = ci(f) — ci(f) =0.
k=0 k=0

Et donc finalement :

Hf—Zukek :‘f—ch(f)ek +) () —upe|| =||f-D ck(Pex
k=0 k=0 k=0 k=0
Le cas d’égalité étant traiter par [|x|| =0 = x =0 et la liberté de notre base hilbertienne. O

Ceci nous donne une suite constante de coefficient de combinaison linéaire. En effet la densité
de notre famille ne nous garantissait pas que nos coefficients était les mémes pour tout n : des
familles du type u; u;...; u;. On a désormais une suite dont les premiers termes ne dépendent
pas de I'approximation choisie comme le montre le corolaire suivant.

Corollaire 2.2.1 (Convergence de la série des projections). Pour tout f € L?,

— 0.

n—+oo

n
‘f— Y c(fex
k=0
Ouencore: f =Y 1% cn(fen.
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Démonstration. Soit € > 0, par densité de notre famille, il existe n € N et une famille ug; uj;...; u,
telle que :

n n
F=Y cePer||<||f- D upec||<e
k=0 k=0
Ou la premiere inégalité est fourni par le lemme précédent. Ce qui conclut la preuve. O

On arrive finalement a une identité qui nous sera bien utile lors des calculs de la transformée de
Fourier. Elle nous fournit le caractere isométrique des coefficients de Fourier. A savoir.

Théoréme 2.3 (Identité de Parseval). Pour tout f € L2, alors (¢, (f)) nen € 12 et de plus :

+00
n (D neni] > = > len(fI = Irilk

Démonstration. Pour tout n, p € N, On écrit tout d’abord que :

2 2

n+p n n
Y ck(Pex— Y ck(Pex|| — 'f—ch(f)ek
k=0 k=0 p—oo k=0

Par continuité de la norme. Puis on remarque que :

2 2

n+p n n+p n+p n+p n
Y c(Pex— Y cxNex|| = X axDex|| = X lex(NP= Y lex(HIF =Y lee(NHIP
k=0 k=0 k=n+1 k=n+1 k=0 k=0
ntp 2 . 2 n 2
=1| 2 e(Pex|| — || X2 ex(Pex n:oollfll—Hch(f)ek
k=0 k=0 k=0

Par le corollaire précédent, on en déduit :

2 2

0=||f]l-

Y ce(fer |f—ch(f)ek
k=0 k=0

2.2 Transformée de Fourier des fonctions de Hermite

Nous venons de montrer que la transformée de Fourier était un automorphisme de S(R). On peut
préciser en munissant S(R) de la norme ||.||, induite par L?. Sa deuxiéme itération conserve la
norme a constante multiplicative prés. Remarquons tout d’abord que .# est normal. Sans se sou-
cier des interversions d’intégrales, on a en effet :

(ﬁ(f)lg>=fRfR%f(t)e‘”x=fRf(t)ng(x)eitxdxdt:<f|2nﬁ—1(f)>

Or .Z ! est un polynéme en .# donc lui commute.

Il est donc naturel de déterminer une base orthonormale de vecteur propre. Comme .#* = 47%1d
les valeurs propre doivent étre dans {v/27; —v/27; iv/2m; —iv/2m}. I1s'avere que les fonctions de Her-
mite définies plus haut sont effectivement vecteurs propres de .# avec la relation :

VneN; h, = (—i)*V2nh,

14



Pour I'établir on va montrer que les suites ((—i)" 1) pen €t (hy),, o Vérifie la méme relation de
récurrence.
On passe a la transformée de Fourier dans la relation de récurrence (3) , qui donne :

hpy = xhy = (=n+ Dhp,
iChy =i x =ixhy = (=n+ Dl
iRy =i x Tp = (—n+ D,
hn =Chy = (=D)(n+ Dhpoa.
Or en multipliant (3) par (—i)” on obtient également :
(—)"hy, = (=0)"xhy, = (=) (=) (n+ 1) ()" hps1.
(=D)"hyy = x(=0)" By = (=) (n+ D (=) B
Il reste a calculer la transformée de Fourier du premier terme a savoir :
— . x2 x2
ho :f e e T =\2me™ T =V 2mhy,
R

par (1.1.2), notre intégrale gaussienne dans notre sous partie sur S(R).
Finalement, comme les deux suites vérifient la méme relation de récurrence on a bien :

VneN; hy, = (-i)"V2rh, (8)

On a déja vu que cette famille était orthogonale et totale dans L. Pour en faire une base hilber-

tienne de L?, on la normalise via h,, = ||an|'
n

2.3 Transformée de Fourier sur 1>

Lextension de la transformée de Fourier est alors naturelle puisque comme pour toute fonction
f € L? on associe la suite (¢, (f)), .y € [* vérifiant :

Z Cn(f)ﬁn =f

neN

on définit la transformée de Fourier via l'identité de Wiener :
Definition 2.3 (Identité de Wiener). Avec les notations précédentes :

Fl2 — 12
f — YaenV2r(=i)cy(fhy,

En remarquant que :

Y calNhn= Y VZr(=i)"cn(f)Fin.

neN neN

Remarque 5. 1. Cette somme est bien convergente car on a déja vu que si (uy)), € 1> alors

Y n Unhy, convergeait.

2. On définit de fagon analogue la transformée de Fourier inverse :

Fl 2 — 12
f — ﬁZneNincn(f)hn.
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Cette définition peu commune a 'avantage de donner immédiatement 1'identité de Plancherel
ainsi que toutes ses conséquences.

Théoréme 2.4 (Plancherel sur L?). Pour toute fonction f € L?, ona
I/

Démonstration. Par Wiener et Parsevalon a :

1Fl= %

neN

=27 Y |en(DI?

neN

2:\/E||f||2' )

V2r(—i)"cn(f)

‘2

|| £] |§ =27 ||f] |§ Par Parseval 4 nouveau

Corollaire 2.4.1 (Conservation du produit scalaire). Pour toute fonctions f, g € L*

(f18)=2m(f1g),
ceci découle de l'identité de polarisation et de celle de Placherel.

Corollaire 2.4.2 (Convergence simultanée). Pour route fonction f € L et route suite (f,) —n €N de
1% ona

fo — [ sietseulementsi f, — f.
n—oo n—oo

En revanche, elle a le mauvais gofit de ne pas étre évidemment I'extension sur L!. Nous avons
réussi a éviter le théoreme de prolongement des applications continues jusque la, mais il nous
permet de montrer rapidement cette coincidence. Nous admettrons la continuité de la transfor-
mée de Fourier

Théoréme 2.5 (Prolongement et coincidence de la définition sur L!). .# se prolonge de maniere
unique sur L' et le prolongement obtenue est celui défini dans notre partie dédiée.
Démonstration. 1. Lapplication a premiérement été définie sur S(R) puis restreinte a Vect ((hy) nen)

2. Comme Vect ((hy,)qen) est dense dans L2, il Pest a fortiori dans S(R) donc les applications
correspondent sur S(R).

3. Or S(R) est dense dans L' donc I'application se prolonge a nouveau par continuité de facon
unique.

4. Or les définitions correspondaient sur L'NnS®)
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3 Principe d’incertitude de Heisenberg

Les principes d’'incertitudes sont des énoncés qui limitent la concentration simultanée d'une fonc-
tion et de sa transformée de Fourier. Le plus connu étant celui de Heisenberg que nous allons
énoncer et démontrer dans cette partie. On trouve son énoncé dans [2], ainsi que d’autres prin-
cipes d’incertitudes.

3.1 Lethéoreme

Théoréme 3.1. Inégalités de Heisenberg
Soit f € L2(RY) et (a, b) € R? alors pouri€|[l; d],

4
f (xi = a@)? |f(x)|2dxf - b2 o ae> ent Ll
R4 R4 4

De plus on a égalité si et seulement si, f est de la forme,
iBx: — )2
f(x) = g(xly-”)xj—lyxj-i—l! .. '!xd)e_lﬁx]e alx;=y)
oige RN, a>0 et y,feR

Remarque 6. Le facteur (2m)? vient du faite qu'on n'utilise pas la transformée de Fourier bien nor-
malisé, pour ¢a il faudrait ajouter un facteur (271)_‘51 dans la définition, la transformée de Fourier
devient alors une isométrie.

Démonstration. Nous allons faire la preuve pour d = 1 et dans un premier cas supposer que a =
b=0.

Tout d’abord si

f x2|f(x)|2dx: +00 ou f & |f(§)|2d€: +00

R R

I'inégalité est alors vrai, on peut donc supposer que i : x — x f(x) et g : § — & f (&) appartiennent
alL’

Nous allons poser f* = .%~!(~ig) ainsi par la formule de Plancherel, || f* |5 = = I-ig|3 on a
donc:

2 2 20212 g5 — 2 2 e A2
fo | f ()] dfof |£©)| d&—fo | f ()] dxfwlsz(m dé
—anRx | ()] dfoIf &) d¢

2
>2n (9% ( f xf(x)f* (x)dx)) par Cauchy-Schwarz
R

IV

L _ 2
Zn(ng(ff*+f*f)(x)dx) (10)
On commence par le cas ot f € S(R) :

On adonc f, € S(R) c L2(R) ainsi f’(f) = iff(f) =ig(¢) donc f' = f*.Onaalors:

‘[Rx(fF-i-f*?)(x)dx:fo(|f(x)|2)’dx
= lim Rx(|f(x)|2),dx
R

R—+o00J—
R R
:Rlirfoo([x|f(X)|2]—R_f_R|f(x)|2dx)
= lim R(|f@®F+|rRF)- |71
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Onen déduitque lim R (| fR+|f=R) |2) est fini et positive en notant ¢ > 0 cette limite, et par
—+00
intégration des relations de comparaisons cas divergent, on obtient :

R
fl|f(x)|2+|f(—x)|2de~ /| — — 400

—+00 1 X R—+o0

Ce qui contredit 'hypotheése f € L?(R), ainsi £ = 0 et on obtient donc :

f
[ #1refax [ &|f@f acz2n 171 ”2
Dans le cas général ol f € L?(R) :
Lobjectif est de trouver (f;,) nen € SR)N tel que f;, e fet f,; e f* dans L?(R). Par hypothéses

f,g € L2(R) donc & — /1 +&2f (&) € L2(R), ainsi par densité de S(R), il existe (g,) nen € SR tel
que:

) gn(&)
lim | (1+&8)2%|222—— F(©) dé:o 11)
n—+oo R E /1+ f

Comme g, € S(R), il est facile de voir que ¢ — 810 ¢ §(R). De plus .# étant une bijection de

Vieg

S(R) dans S(R), il existe (f,,) neny € SN tel que VE € R, (&) = ngéz_

Et en développant on obtient :
nLi@QJR |F© - F O dg + fR efn©-¢f @ de=0

- 2 2 A A2
En particulier, ”fn - f||2 T Oet ||§fn &)-<¢f &) ||2 i 0.
Or par le théoreme de Perceval, linéarité de .%# et comme f;, € S(R) on obtient que :

VR e I 12)
et
fu-f" ,= fn —||z€fn(<f)—z<ff(<f)||2 —. 0 (13)

On a donc obtenu la suite Voulu, maintenant montrons que :
R — _ —
lim lim Rx(fnf,; + fufn)(xX)dx = fo(ff* +f*Hdx

R—+o0on—+00

Pour commencer on montre une convergence presque siire de f;, vers f:

f \/—62

Fa©-F©)|dt =

i 1O f©|a

<( (1+62)) U(”’S

On obtient que ﬁ - f e LY(R), et par la formule d’inversion de Fourier dans L'(R), on a pour
presque tout x € R,

AGE f(f)( d«s) — 0 par(@D

n—+

a0 = f(0) = f (F&) - F&r) e ag
ainsi,

|fn0) - f0)| <

fu=7|

1 n—>+oo
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De plus pour R >0,

|

fu- I

sR(f_}; fol[fa-7 dx+f_i 7|7 -

i, [ e[ \7\%@”

Iu
(f_iivrdx)“ ;

n

R — —
x(fufa 7T 0

:

Or, grace a

*

— 0

2 n—+o00
Et pour 'autre terme dans la somme on a,
— A~ R !
T Fl, [ 1] ax< NI
-R
_f* 2+ _f“1£R|f*|dxn:m0

Ainsi on obtient :

R _ R —
lim f xf,;(x)fn(x)dx:f xf*(x) f(x)dx
n—+oo R R

En passant au conjugué,

R
lim xfn(x)fn(x)dx f xf*(x)f(x)dx
-R

n—+oo

or on sait que fuqe x(fF+ f*?)(x)dx < +oo par (I10), on peut donc conclure que :
R — _ _
lim lim x(fnf,'l+fnfn)(x)dx:fx(ff*+f*f)(x)dx
R—+oon—+o0 J_p R

De plus comme f,, € S(R) on peut raisonner comme dans le cas 1, car on a f;, — f presque
n—+oo

partout et | f, ||2 — ||f||2 par (12). Ainsi,

n—+oo
R :
Jim tim [ x(ffu+ ff)(0dx= Jim | lim | “x (1)

= lim lim
R—+o0o0n—+00

x| fu ()] ]_R—f_len(x)|2dx
= lim R(|f®+[fRF)- |1
De la méme maniére que dans le premier cas on montre que :
. 2 2\ _
Jim R+ lronf) =
Et on conclut donc que :

fR T+ Pwdx=—| f|

avec on obtient :

f 2| fwl? dxf«f IF© dé=2n ||f||2

Dans le cas a # 0 ou b # 0, on fait un changement de variable et on utlhse la relation :

(fC=are) @ =P f¢-b)
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3.2 Application a la physique

Cette inégalité est surtout utile en mécanique quantique, dans ce cadre elle s’énonce de la fagon

suivante : .
AX AP = >

ol AX correspond a l'incertitude sur la mesure de la position et AP de la quantité de mouvement
d’une particule quantique.

A chaque particule est associée une fonction d’'onde ¥ qui dépend de I'espace et du temps et
qui correspond a une amplitude de probabilité. La position de la particule X () est une variable
aléatoire qui a pour fonction de densité |¥(., 1)|?. Ainsi ¥(., 1) € L?(R) et elle est normalisé donc
IP( Dl2=1.

De plus la physique nous permet de définir une autre amplitude de probabilité ® qui n’est autre
que la transformée de Fourier normalisé de ¥ :

1
V2nh

® est alors I'amplitude de probabilité liée a la quantité de mouvement de la particule, P.

Ces variables aléatoires, donne la probabilité d’'une mesure de la position et de la vitesse de la par-
ticule. Leurs moyennes sont donc les valeurs les plus probables qui vont étre mesurées et I'écart-
type 'erreur attendues lors de ces mesures. Or les écarts-types des variables aléatoires X et P sont
définies par :

D(p, 1) = f‘[f(x, e 1 P dx
R

1/2 12
AX = (f (X*— < X>)|¥(x, 1) dx) et AP = (f (p*~<P>)|@(p, t)|2dp)
% R

Ainsi par I'inégalité de Heisenberg :

n p? _p 2 1Yol h?

2 2_ 1 2 2 P p 2 2 _ N

(AX)%(AP) _zﬂfR(x <X >)|¥(x, 0| dfo(hz <P>)"P(h,t)‘ dp=zh*——=7
On obtient donc le résultat voulu : "
AXAPEE

Et ce résultat montre bien I'impossibilité de mesurer précisément a la fois la vitesse et la position
d’une particule quantique.

Plus généralement en physique ce genre d’inégalité apparait lorsque I'on utilise la transformée

de Fourier et notamment dans I'étude des signaux. Pour avoir plus de détails sur la signification
physique de I'inégalités de Heisenberg voire [3].
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4 Théoréme de Logvinenko-Sereda

Dans cette section, nous allons énoncer le Théoréme de Logvinenko-Sereda, qui établit un autre
type de princioe d’incertitude. Les trois premieres sous-sections introduisent les notions qui in-
terviennent dans ’énoncé et la preuve du théoreme.

4.1 Mesure de Poisson et opérateur &

Lintérét de cette mesure est de pouvoir caractériser les ensembles épais, qui seront introduits
dans la section 4.2, en dimension 1. Ce que nous montrerons avec la propositions [4.4] Mais tout
d’abord montrons les résultats importants liées a cette mesure et cette opérateur.

Definition 4.1. Mesure de Poisson
Soit x € R, on définit une mesure de probabilités sur B(R) (classe des boréliens deR) par :

VSCABR),I1 (S)—flL
- T 1+ (x—-02°

Démonstration. Il est clairement une mesure sur 9(R), de plus pour x e R:
f 1 dt B
RT1+(f—x)2

Cette mesure nous permet de définir 'opérateur 2.
Definition 4.2. Pour f € L2(R), on définit la fonction P (f) € L2(R) par,
I f

71+ (f—x)2

+00

=1

1
—arctan(t — x)
T

—00

VXeR, P(f)(x) :f
R

Remarque 7. En posant dy : x — lﬁ e MR NIL2R), ona que: P (f) = f *dp. La définition du

b/
produit de convolution dans L*([R) x L' (R) dans la sous-partie 1.3, nous permet d'affirmer que :

— 2P(f) est bien défini que 2 (f) € L*(R)
— Lopérateur & est continue car linéaire et pour tout f € L>(R), ||9‘(f) ||2 < ||f||2 Il drlly

On peut maintenant étudier la transformée de Fourier de 22(f).
Proposition 4.1. Pour f € L*(R) on a que :
FHO = fE©

Démonstration. Tout d’abord nous allons calculer la transformée de Fourier de dj.
Pour ¢a on va utiliser la formule d’inversion de Fourier dans L' (R) car on a en posant g : x — e~ ¥/,
onapour¢eR:

gt01= [ e
R

:f e_(i5+1)tdt+f e Ue=Digy
R+ -

o (iE+ D1 T e (i&-1170
T TEer |, Tl e ]_oo
1 1
TiE+1 iE-1
2
_1+_€2
=2mdn(S)
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Par la formule d’inversion, comme d; € L! (R), on a dans presque pour tout x € R,

g(x) :fRdn(é*)e"x‘rdf

Or dy et g sont a valeur réel, donc en passant au conjugué,
gx) = fR dn(§)e”**d¢ = dn(x)
Montrons maintenant le résultat suivant ﬁﬁ =dqf.

Si f € S(R), alors f € L' (R), le résultat a donc été montré dans la sous-partie 1.3.
Sinon par densité de S(R) dans L*(R), il existe (f5,)

plus,

neN

Vnel\l,m:d}[fn

Or par continuité de & et de la transformée de Fourier,
7 — 20
dans L?(R). Pour 'autre membre de I'égalité on a que,

||cinfn—cinf||§sz]e"f'fn(é)—e"‘f'f(f)jdfsIIfn—fIIZ — 0

n—+oo
Ainsi par passage a la limite dans|4.1} on a I'égalité voulu dans L?(R).
On peut maintenant obtenir une majoration de la norme de f par celle de 22.

Proposition 4.2. Soit f € L2(R) tel que supp f < [-¢,¢] alors :

I£1.=e 12!l
Démonstration. On sait que : A -
f@eO=e"2(H©
Or suppf < [~¢,¢], ainsi pour tout § e R: | (&) = e! ‘ﬁ(\f)(f)’

donc 5
An2 —
171.= < [27],
Par Plancherel-Perseval

171z = 120l

d’oui le résultat.

€ (SM)N tel que f;, —_[dans L*(R). De

(14)

O

Lobjectif maintenant est d’obtenir une majoration de | 22(f)|,. Pour cela, on va utiliser I'inégalité

de Jensen, donné par le théoreme suivant.

Théoreme 4.1. Inégalités de Jensen
Soit f € L*(R) tel que suppf < R*, alors :

VxeR, In(|2(H(x)|) =2 (In|f]) x).

Démonstration. Nous ne détaillerons pas la preuve ici, mais celle-ci utilise les polynémes trigo-
nométriques et les distributions tempérées (le dual topologique de S(R)) et elle se trouve dans

(4].
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Il ne nous manque plus qu'un lemme pour pouvoir avoir notre majoration.

Lemme 7. Soit S mesurableet f € L*(R) tel que f >0, ona:

fsf(x)dx:fR(fsdex)dx.

Démonstration. Ona:

f@(ﬂgf)(x)dx:fffdnxdx
R RJS
:fff(t)dn(t—x)dtdx
RJS

= f f(t)f drn(t—x)dxdt par Fubini-Tonelli, cas positif
S R

= f fdt I'intégrale étant calculée dans la définition 4.1
S

Ainsi on obtient cette majoration pour la norme de Z(f).

Proposition 4.3. Soit S mesurable, et 1 >y > 0 tel que inf{I1,(S), x € R} =y, alors soit f € [2(R) tel
que supp f < R* alors on a,

Y
2l =2 [ Ireofds) 1712

Démonstration. On pose S =R\S.
!
Soit x € R, on définit les mesures I' et I', par, soit A mesurable :

M(ANS) . TL(ANS)
x: - et Fx:: -
I, (S) I1,(S)

Elles sont bien définies car I1,(S) =y >0 et si Hx(S’) =0 le résultat est évident.
Soit f € L?(R) tel que supp f < R* alors par

2In(|22(H(0)]) sf1n|f|2dnx+f,1n|f|2dnx
S S
:nx(S)L1n|f\2drx+nx(s’)L In|f|*dr,
<II(S)In (f |f|2de) +Hx(S')1n (f/ |f|2dl"’x) par concavité du In
S S

) +T1,(S) In (f Tk dl‘[x) +T1,(S)In (f Tk dn’x)
S S

= Hx(S)ln( )+Hx(s')1n(

1
I (S) ,(S)

Or par concavité deIn, on a: I1,(S)In (ﬁ) + Hx(S,)ln (n 18,)) <In2. Ainsi:

2In(|22(f)(x)|) <In2+7yIn f|f|2dl‘lx +(Hx(S)—y)ln(f|f|2de)+Hx(S,)ln(f,|f|2d1'[,x)
S S S

<In2+yIn f|f|2d1'lx +(Hx(5)+nx(s')—y)1n(f |f|2d1'lx)
S R

<In2+yln f|f|2dl'lx +(1—y)ln(f |f|2dl'lx)
S R
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Par croissance de I'’exponentielle,

EZGE] Sz(fs|f|2d“x)y(fu%|f|2dnx)l_y

On intégre par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, eton a:

||?}’(f)||§ssz(fS|f|2de)y(fR|f|2d1'lx)1_ydx

s(fR([Jf\dex)%dx)y(fﬂ(fR|f|2de)ﬁdx)l_

par I'inégalités de Holder avec p = % etqg=

1
=
Puis par le lemme

0] Sz(fs|f(x)|2dx)y(fR|f(x)|2dx)l_y

D’otu1le résultat. O

4.2 Ensembles épais

Dans cette sous-section, nous introduisons la notion d’épaisseur, qui est une condition centrale
dans le Théoreme de Logvinenko-Sereda.
Dans ce paragraphe on notera |S| la mesure de Lebesgue d'un ensemble mesurable.

Definition 4.3. Ensemble épais
Soit S < R* mesurable, S est un ensemble épais si il existe K un cube deR% ety > 0 tel que :

VxeR% 1SN (K+x)| =y

En dimension d = 1, on peut donner une caractérisation de ces ensembles grace a la mesure de
Poisson avec cette proposition.

Proposition 4.4. Soit S une partie mesurable deR, on a l'équivalence :
S est un ensemble épais <= inf{I1,(S),x € R} > 0.

Démonstration. Sens direct :
On suppose que S est un ensemble épais et on pose K = [-L, L].
Soit x € R,

Hx (S) = f de
SN(K+x)

1 xX+L dt
== 1g() —
nfx_L S()1+(t—x)2

1 x+L
T(1+1%) Jx-1
>|Sﬁ(K+x)|
T oa(l1+12?)
.Y

a1+ L?)

1s(t)dt

Sens indirect :
On suppose qu'’il existe 0 > 0 tel que Vx e R, I1,(S) = 0.
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Soit L€ R, on pose K = [-L, L], et pour x € R, on pose a(x) = |Sn (K + x)| alors on a une partition
de R,

x+2'L, x+201L

R:(K+x)U(g )U(g[x—zf“L,x—ziL])

Or,
7w<f1] (1) dt
k1T (- x)2
d +00
< T1s(t) ——— + 1s(t) ————
fmx SO e i;)f[x+2iL,x+2i+1L] SO 2

dt
+ 15(f) ——m8Mm8 —
;)f[x—ziﬂL,x—ziL] S 1+ (t—x)2

+00

Par changement de variable,

”U<a(x)++Zoo 150+ 02 ++Zoo Ty + 0 —2
- i=0J[21L,21+1 L] st 1+y?  J2ivip-2ip sty 1+ (y)2

+00 +00
<a(x)+ 2_2iL_2f Te(y+x)dy + 2‘2iL‘2f To(y+x)d
i;) [ZiL,ZH'lL] § y y Z;O [—2i+1L,—2iL] S y y

+00 X .
<a(x)+2) 2727220
i=0

<a(x)+ 8
B L
donc a(x) = o — %, ainsi pour L assez grand, on aura pour tout x € R,
no
ISN(K+ x)|=a(x) 27

S est donc un ensemble épais. O

4.3 Paires annulantes

Cette sous-section, vise a présenter la notion de paires annulantes qui est une manifestation des
principes d’incertitude.

Definition 4.4. (Paire annulante)
Soient S,X < R? des sous sous-ensembles mesurables.

1. (S,2) est une paire faiblement annulante si :
Si pour tout f € L*(R?) tel que supp(f) < S et supp(f) c = alors f =0

2. (S,Z) est une paire fortement annulante si :
Il existe C = C(S,X) > 0 tel que pour tout f € L*(R%),

f |f(x)|2dxsc(f 0 Pdx+ f |f(x)|2dx)
R4 RA\S RA\Z

Remarque 8.  — Toute paire fortement annulante est faiblement annulante.
— Les paires annulantes nous permettent de caractériser la concentrations de f et de sa trans-
formée de Fourier. Pour les paires fortement annulantes si f se concentre sur S et f surX alors
f sera nécessairement petit. Leur caractérisation revient donc a un principe d’incertitude.
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On peut donner un exemple de paire faiblement annulante en dimension 1, ceci nous donnera un
autre théoréme d’incertitude.

Théoreme 4.2. Soit S et X des parties mesurables et bornées, alors (S,ZX) est une paire faiblement
annulante.

Démonstration. Soit f € L*(R) tel | que supp(f) c Sc[-M, M) et supp(f) < =. Comme suppfc S
borné, f € L'(R), de méme pour f. On utilise la transformée de Fourier dans L' (R),

VxeR, f(&) :ff(t)e‘”fdt
S

On pose B ={ze€C;|IJm(z)| <1} et on définitsur B, h: z— fsf(t)e_mdt, ona:
— VteS,z— f(t)e **! est holomorphe sur B.
— Vze B, Ve Sc[-MM],|f®e | =|f0)]e™@ < |f(0)]e™@M < |f(n)]eM or f e
L'(R).
Ainsi par le théoréme d’holomorphie sous 'intégrale, h est bien défini et holomorphe sur B. Or
h(R\ S) =0 et B est connexe donc par le principe des zéros isolés & = 0 ainsi f = 0 donc par injec-
tivité de la transformée de Fourier, f =0. O

Pour étudier la caractérisation des paires fortement annulantes, la proposition suivante établit une
caractérisation plus simple de ces paires une définition équivalente plus simple des ces paires.

Proposition 4.5. Caractérisation des paires fortement annulantes
Soient S,~ <R des sous-ensembles mesurables, (S, ) est une paire fortement annulante si et seule-
ment si il existe D = D(S,Z) > 0 tel que pour tout f € L2(RY) avec supp(f) <z,

[£1l:= D1 f1as]l,-

Démonstration. Le sens direct est évident, montrons le sens indirect.
Soit f € L*(R%), ona:

1712 = 1 tmas o + ||f“s||§

- ”fﬂRd\S"; 27 )d Hf SH

D’apres la formule de Plancherel-Parseval. Or par linéarité de la transformée de Fourier, fﬁ =
f = fTga\g et en utilisant I'identité

VYa,beR,(a+b)?<2a®+2b°

ona:

|73 < ||f||2 W, | Frans,

(27T)d
2

<
2n

@2n )d

grace a la formule de Plancherel-Parseval.
Ainsi :

2 A2
171 <30 s+ = 71

2 A 12 2 o 2
<3l e+ o sl =
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On applique 'hypothese 2 .%Z ~1(f15) on a donc :
|77 F ), < DI F 7 (F19)Taass

Et en appliquant encore le théoreme de Plancherel-Parseval :

2
(2m)4

2
@m)d

|71:] = =0 |77 F1Tgas

On utilise encore que ﬁ_l(fﬂz) =f- ﬁ_l(fﬂwd\z), ainsi :

1.2 1A 2
|7 l(fﬂznu@d\s”52||f“uiad\s”§+2”y ' lpave) Tpavs 2
1o 2
<2|| flgasls + 277 Flpa)|5

A 2
52||f“uqed\s”§+ Flgavs |l

2m)d

en utilisant une nouvelle fois la formule de Plancherel-Parseval.
On obtient donc:

2 4D? 2 2 4D* . . 2

15 =@+ _(Zn)_d) |/ Tl + (—(ZJT)d + —(27[)201) gz
Ainsi il suffit de prendre C(S,X) = max (3 + égzd, (2721) -+ (;73211 ), et on a que (S,X) est une paire for-
tement annulante. O

Remarque 9. Cette caractérisation nous permet de montrer que si Z est de mesure nul, alors pour
toute partie mesurable S, (S, ) est une paire fortement annulante.

4.4 Théoreme de Logvinenko-Sereda

Nous pouvons a présent énoncer le théoreme de Logvinenko-Sereda qui donne une description
compléte des ensembles mesurables formant une paire fortement annulante avec un ensemble
mesurable borné.

Théoreme 4.3. Logvinenko-Sereda
Soit S = R% un sous-ensemble mesurable et ¥ < R? un sous-ensemble mesurable, borné de mesure
non nul, alors on a l'équivalence :

R\ S, %) est une paire fortement annulante < S est un ensemble épais.

Remarque 10. La caractérisation ne dépend pas de l'ensemble Z, ainsi si il existe un sous-ensemble
mesurable borné X tel que (S,X) soit une paire fortement annulante alors pour tout ensemble
bornée, (s,X) est une paire fortement annulante.

Démonstration. Sens direct :
Si T est de mesure nul Soit f € L2(R%) tel que suppf < Z et || f ||2 = 1. Une telle fonction existe car

il suffit de prendre f = I—élﬁ_l (1) (Z borné).

On peut donc définir pour 6 > 0: w7(6) = sup {fE |f(0)|* dx | E mesurable et |E| < 6}.

Montrons que  f(5) P 0.

Soit £ > 0, par densité de C° dans L*(R?) il existe g € C° tel que || f - g||5 < £.
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De plus g € C°, ainsi il existe M > 0 tel que g(R) < [-M, M], donc pour 6 > 0 et E un sous-ensemble
mesurable tel que |E| <6 :

2 2
fE|g(x)| dx<8M 5—»o+0

w 6 —_ 0

Ainsi il existe 6o > 0 tel que pour tout 0 < 6 < 8y, wg(6) < %.
Donc pour 0 < § < dy, soit E mesurable tel que [E|<dona:

fE|f(X)|2dx=fE|f(x)—g(x)+g(x)|2dx
st |f(x)—g(x)|2dx+2f |g(x)|2dx carVa,beR,(a+ b)* <24’ +2b*
E K ()

<2|f-g|+2wg(5)

<€

doncw¢(6) <e.
Soit h € RY, on pose: fp(x)=f(x—h) e L2(R%) Alors soit § < 0 et E mesurable tel que |E| <6,

fE|fh(x)|2dx:fE h|f(x)|2dx car |E—h| = |E|
<wy(El)

Par hypothese (R4\ S, ) est une paire fortement annulante donc,

1= fd |f0 dx< Df | £(x)|” dx o1 D estla constante de la proposition[&.5] (15)
R s

En notant K(¢) = [-¢,¢]%, comme f € L*(R%), ona que :

f |f(x)|2dx — 0
RIANK(£) {—+o00

donc on peut trouver un cube K tel que :

) 1
ﬁl;d\K|f(x)| dxsﬁ

de plus:
2 2 2 1
(x) dx:f (x) dx:f )| dx<— (16)
fRd\(Mh) |fh | RANK)+h |fh | RANK |f | 2D

Or pour & € R?, f,(&) = f(&)e'" donc suppfj, c Z, ainsi par :
1 st | 0| dx
S
sD(f |fh(x)|2dx+f |fh(x)|2dx)
SN(K+h) SN(RIA\(K+h))
1
sD(wf(ISn(K+h)|)+E) par (16)

donc pour he RY, ws (ISN (K + R)) = 55.
Ainsi il existe 6(f,S,Z) > 0, tel que pour tout h € R, SN (K+h)| = 0(f,S,%). Donc S est un en-

semble épais.
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Sens indirect : Pour ce sens on va utiliser la mesure de Poisson et 'opérateur &2, on va donc faire
la preuve pour d = 1.
Soit f € L2(R) tel que suppf <K c]0,L],onaparla proposition

|71, = e 12!l

Puis on utilise la proposition (4.4} ainsi il existe o > 0, tel que Vx € R,I1,(S) = o, sans perte de
généralité on peut supposer que o < 1 et grace a la proposition[4.3}

2l =2( [ Lroof ax) 173"

Ainsi, "
I =2 [[1P) 1o

donc

1
I713= @e)* [ |reof da

Si suppf c K c [-L, L], on applique le résultat a la fonction ¢ : x — f(x)e‘”“”x carp € L2(R) et
supp ¢ < [1,2L+1]. De plus | ()| = |p(x)|*, on a donc le résultat souhaité pour f.

1
Ainsi (R?\ S, %) est une paire fortement annulante et on a DR\ S, %) = (2¢?L)% . O

La constante que ’on trouve dans la preuve a été améliorée par Kovrijkine dans cette article [5] en
2015 mais la preuve utilisé n'utilise pas les mémes concepts.
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