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Chapitre 2

Notions de base de théorie des anneaux

1 Définition d’un anneau, notations, régles d’écriture et de calculs

Ezemple 2.1.1 Z; R; Q; R[X]; C[X]; R(X); C(X); Z/nZ,(n € Z);

Z[l]:{skMEZ,keN}cQ, ne Z\{0}.

n

Z[1/10] est 'anneau des nombres décimaux.

Définition 2.1.2 (Anneau) On appelle anneau un triplet (A,*, 1), ot A est un ensemble et x, L des lois de
composition interne sur A telles que

1. (A, %) est un groupe abélien,

2. L est associative, commutative et posséde un élément neutre,

3. L est distributive par rapport a *, i. e.
Vo,y,2€ A, x L (y*xz)=(x Ly)*(z L 2).

Remarque 2.1.3 Dans ce cours, on appelle anneau ce que 'on appelle réguliérement anneau commutatif unitaire.

Notation :
1. La loi * est notée +.

La loi L est notée x.
On note —a le symétrique de a pour +.
On note 0 le neutre de +.

CUk W

On note 1 le neutre de x.
6. On note « Soit A un anneau »plutot que « Soit (A, 4+, X) un anneau ».

Reégles de priorités d’écriture : Soit A un anneau, X est prioritaire sur +.

Reégles de priorités de calcul élémentaires dans un anneau : Soit A un anneau.
e Pour tous n € Z et a € A, on peut définit la « somme itérée n fois de a », que ’on note na.

e Pour tous n € N, a € A, on peut définir la « puissance n®™¢ de a », que 1’on note a™. Les régles de calcul usuelles
des puissances s’appliquent.
Proposition 2.1.4 Soit A un anneau, alors
eVace A, ax0=0xa=0.
e V(a,b) € A%, ax (=b) = (—a) x b= —(a x b).
e V(a,b) € A%, (—a) x (=b) =a x b.
e V(a,b) € A2Ym €Z, (ma)xb=ax(mb)=m(axb).
PREUVE.
eax0=ax(0+0)=ax0+ax0,doncax0=0.
e ax(=b+(axb)=ax(-b+0b)=0.
o (—a)x (=b)=ax(=(=b)) =axb.
e maxb=(at+a+---+a)=axbtaxb+---+axb=m(axb).
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O

Ainsi, pour un ensemble I fini, on peut donner un sens naturel a ), _; a; et a [[,.; a; avec les propriétés attendues.

Si I =0, on adopte la convention .. ;a; = 0 et [I;c; @i = 1. On a par exemple la régle de développement : Soit .J
un autre ensemble fini, alors

icl

(Zai> Shil= > aib;

el jeJ (i5)€lxJ
Théoréme 2.1.5 (Bindéme de Newton) Soit A un anneau, a,b € A, n € N, alors

(a+b)" = En: (Z) akonk,

k=0

PREUVE. Par récurrence sur n € N.
e [’initialisation est vraie.

e Soit n € N tel que (H,,) est vraie, alors

(a4 b)"" =a(a+b)" 4+ bla+b)"

= M\ ettt | N= (P kpnt1ok
= (k>a b + Z (k) akFpm
k=0 k=0
n+1 n n .
= kpnt1-k kpn+l—k
Z(k_l)ab JFZ()ab
k=1 k=0
n+1 n+1 " n n anal—k
a +b +Z{<k—1 _|_<k>:|ab
k=1
n+1 n
— (k> akb7z+1—k
k=0
Donc (Hp41) est vraie.
O
Proposition 2.1.6 Soient A un anneau et n € N, alors
n—1
V(a, b) S AQ7 a’ — b = (a _ b) Z akb”_l_k,
k=0
PREUVE.
n—1 n—1 el
(a — b) Z aFpr—1-F — Z gFtipn—1-k + Z akpr—k — gn _
k=0 —0 =
O

2 Sous-anneaux d’un anneau

Définition 2.2.1 (Sous-anneau) Soit A un anneau, un sous-anneau de A est une partie B de A telle que
e B est un sous-groupe de (A,+),
e B est stable par x,
e leB.

Proposition 2.2.2 Soient A un anneau et B un sous-anneau de A, alors les lois + et x de A induisent sur B des
lois + et x et muni de ces lois, B est un anneau.
PREUVE. Evident. O

Intérét : Dans la pratique, ceci permet de munir un ensemble d’une structure d’anneau en l’identifiant a un sous-
anneau d’un anneau « connu ».

Ezxemple 2.2.3
e On considére les anneaux Z, R, Q, C, R[X] et C[X]. Toute inclusion de I'un de ces anneaux dans 'autre (comme
Z C C[X]) fait du premier un sous-anneau du second.
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e Soit I un intervalle de R. Alors R’ est muni d’une structure nautrelle d’anneau, et 'ensemble des éléments de
R! constitué

— des fonctions continues,
— des fonctions dérivables,
— des fonctions de classe C*°,
est un sous-anneau de R’.
e Soit A un anneau, notons B := {nly | n € Z}, alors B est un sous-anneau de A.

Proposition 2.2.4 Soient A un anneau, E un ensemble et (Be)ccr une famille de sous-anneauz de A. Alors NecpBe
est un sous-anneau de A.
PrReEUVE. Voir TD 1, exercice 1.2. O

Proposition 2.2.5 Soient A un anneau et S une partie de A. Il existe un unique sous-anneau minimal B de A
contenant S (au sens de l'inclusion) pour cette propriété (contenir S).

Définition 2.2.6 (Sous-anneau engendré) Awvec les mémes notations, Uanneau B s’appelle le sous-anneau en-
gendré par S.

PREUVE. (esquisse) B est nécéssairement l'intersection de tous les sous-anneaux de A contenant S, et cette intersection
est un sous-anneau de A contenant S. |

Ezemple 2.2.7 Soit A un anneau, le sous-anneau de A engendré par {04} ou {14} ou {01,14} est {nly | n € Z}.

3 Groupe des éléments inversibles d’un anneau

Définition 2.3.1 (Elément inversible) Soit A un anneau. Un élément de A est dit inversible dans A s’il posséde
un symétrique pour la seconde loi, i. e. il existe b € A tel que ab = 14.
On note A* l’ensemble des éléments inversibles de A.

Remarque 2.3.2
e Avec les mémes notations, si a € A est inversible, ’élément b de I’énoncé est unique. On I'appelle 'inverse de a
et on peut le noter a~!.
e 14 est un élément de A%, d’inverse lui-méme. En particulier, A* n’est jamais vide.

e A* ne désigne pas ensemble A\ {04}. Parfois, A\ {04} est noté A*, mais souvent, A* désigne aussi A*.
Ezemple 2.3.3 R* =R\ {0}; K* =K\ {0} ou K désigne un corps; Z* = {1, —1}.

Théoréme 2.3.4 Soit A un anneau. Alors l’ensemble A* est stable par multiplication. Muni de la loi de composition

interne induite, A* est un groupe (commutatif).

PREUVE. Montrons que A* est stable par multiplication. Soient a,b € A*, montrons que ab € A*. On a

(ab)(b~ta=1) = 1, donc ab est inversible, d’inverse b—ta 1.
Montrons que (A%, x) est un groupe. Soit I’application

A — A4
a — (beAr—ab)’

On montre les points suivants.

1. Sia e A*, ¢(a) est une bijection de A, d’inverse p(a™1).

2. Sia,a’ € A, p(aad’) = p(a) o p(a’).

3. (p(lA) = idA.

Cela montre en particulier que ¢(A*) est un sous-groupe du groupe S, (groupe des bijections de A). Par ailleurs,
@|ax est injective. Donc ¢ induit un isomorphisme de (A*, x) sur le groupe p(A*), ce qui montre que (A*, x) est un
groupe. O

Ezxemple 2.3.5
e RIX]*=R*.
e Plus généralement, si A est un anneau intégre, A[X]* = A*.
e Soit n > 1 un entier, (Z/nZ)* est un groupe fini.

4 Morphismes d’anneaux, noyau, image, notion d’idéal

Définition 2.4.1 (Morphisme d’anneaux) Soient A et B des anneaux. Un morphisme d’anneauz est une appli-
cation ¢ : A — B vérifiant les propriétés suivantes.
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1. ¢: (A,+4) = (B,+p) est un morphisme de groupes, i. e.
V(a,a') € A%, pla+ad) =p(a)+5ed).

2. ¥(a,a') € A%, p(axad') = p(a) xp p(d).
3. p(1a) = ¢(1p).
Ezxemple 2.4.2
1. Si A est un anneau, id4 est un morphisme d’anneaux.
2. Si on considére Z, Q, C, R[X], C[X] et parmis ces anneaux, deux anneaux A et B tels que A C B, alors
I’application A — B induite par I'inclusion est un morphisme d’anneaux.
3. La conjugaison complexe.
4. Si A et B sont des anneaux, alors 'application
i — B
PPB 0 b) — b
est un morphisme d’anneaux.
5. Si A est un anneau et a € A, alors 'application d’évaluation en a,

AX] — A
P +~—— P(a)

est un morphisme d’anneaux.
Remarque 2.4.3 FEtant donnés deux anneaux A et B, il n’existe pas toujours de morphisme d’anneaux de A vers B.
Exemple 2.4.4 Si A:=Q et B :=7Z, on ne peut pas trouver de morphisme d’anneaux de Q vers Z.

Proposition 2.4.5 Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz.
1. Si A" est un sous-anneau de A, alors p(A’) est un sous-anneau de B.

2. Si B' est un sous-anneau de B, alors p~(B') est un sous-anneau de A.
PREUVE. Voir 'exercice 1.4 du TD 1. O

Définition 2.4.6 (Noyau d’un morphisme d’anneaux) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau de @,
noté Ker ¢, est le noyau de ¢ comme morphisme de groupes (A, +) — (B,+). En d’autres termes, Ker ¢ = p~1{0p},
1. e.

Kero={a€ A|p(a) =0p}.

Exemple 2.4.7
1. Si A est un anneau, Keridg = {04}.
2. Si ¢ :Z — R est le morphisme déduit de 'inclusion Z C R, alors Ker ¢ = {0z}.
3. Si ¢ est la conjugaison complexe, alors Ker ¢ = {0c}.
4. Soient A, B des anneaux, ainsi que I’application

_AxB — B

PP (qb) +— b -
Alors Kerprg = A x {0p}.

5. Soient A un anneau, a € A et

Alors Kerev, = {(X —a)Q | Q € A[X]}.

Proposition 2.4.8
1. Si ¢ est un morphisme d’anneauz bijectif, alors lapplication réciproque est encore un morphisme d’anneauz.

2. La composée de deuz morphismes d’anneauzx (si elle est définie) est un morphisme d’anneauz.
3. Un morphisme d’anneaux est injectif si et seulement si son noyau est {0}.
4. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz. On a
(a) Vne Z,Na € A, ¢(na) =np(a),
(b) ¥n e N,Va € A, ¢(a™) = p(a)™.
5. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. Alors o(A*) C B* et Uapplication induite  : A* — B* est un
morphisme de groupes.
PREUVE. Voir exercice 1.4 du TD 1. (]
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Théoréme 2.4.9 Soit A un anneau, il existe un unique morphisme d’anneauxr ¢ : Z — A, c’est Uapplication
ne—=nly.
PREUVE. L’application ¢ : n — nly est un morphisme d’anneaux (propriétés des sommes itérées).

Soit ¢ : Z — A un morphisme d’anneaux, soit n € Z,

o(n) = np(lz) =nplz = nly.
Ainsi, ¢ = 1. a
Définition 2.4.10 (Isomorphisme d’anneaux) Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneauz. On dit que ¢ est un

isomorphisme d’anneaux s’il existe un morphisme d’anneaux ¥ : B — A tel que p o =idg et Yo =idy4.
Deuz anneaux sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme de l’'un sur Dautre.

Proposition 2.4.11 Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. Alors ¢ est isomorphisme si et seulement si ¢ est
une application bijective.
PREUVE. Voir exercice 1.4 du TD 1. (]

Définition 2.4.12 (Idéal) Soit A un anneau. Une partie I de A est un idéal de A si
1. I est un sous-groupe de (A, +),

2. Yael,Vbe A, abel.

Exemple 2.4.13 Soit A un anneau.
o Aet {04} sont des idéaux de A (dits « triviaux »).

e Siac A, aA = {ab|be A} est un idéal de A (« idéal principal »).

Proposition 2.4.14 Soient A un anneau et I un idéal de A. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. I =A.
2. 14 €.

3. INAX#0.
PrREUVE. Voir 'exercice 1.2 du TD 1. O

Proposition 2.4.15
1. Le noyau d’un morphisme d’anneauz est un idéal de l’anneau de départ.

2. Plus généralement, l'image réciproque d’un idéal par un morphisme d’anneauz est un idéal de ’anneau de départ.
3. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Alors l’image d’un idéal de A par ¢ est un idéal de B.

En outre, Uapplication T — p(I) est une bijection de l’ensemble des idéaux de A contenant Ker ¢ sur l’ensemble
des idéaur de B, de bijection réciproque J — o~ 1(J).
PREUVE. Voir l'exercice 1.4 du TD 1. 0

Définition 2.4.16 (Somme d’idéaux) Soient A un anneau, I et J des idéauz de A.
1. La somme I + J de ces idéauz est une partie de A définie comme

I+J={a+blacl,be J}.

2. Le produit IJ de ces idéauzx est une partie de A définie comme [’ensemble des sommes finies d’éléments de la
forme ab, ouna€cl etbe J.
Plus généralement, soit (I.)ecr une famille d’idéaux de A indexée par un ensemble E.
1. La somme de cette famille d’idéaux est la partie de A définie comme

Z I, = {Z ae | (Ge)ecE € H I, famille presque nulle, i. e. {e € E | ae # 0} est ﬁm} .

eckE ecE eckE

2. Le produit de cette famille d’idéaux est la partie de A définie comme [’ensemble des sommes finies d’éléments de
A de la forme [[.cpae, 0U (ac)e € [[.cp Lle- On peut le noter [],cple C A.

Proposition 2.4.17 Soit A un anneau et (I.).cg une famille d’idéaux indexée par un ensemble E. Alors Necple,
Yecple et (si E est fini) [[,cp e sont des idéaux de A.
PREUVE. Voir l'exercice 1.2 du TD 1. O

Remarque 2.4.18
1. Si I est un idéal de A, en général, I + I est distinct de 21.
2. 27 + 3Z # 5Z.
=z
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Proposition 2.4.19 Soient A un anneau et S une partie de A. Il existe un unique idéal de A contenant S et minimal
(au sens de Uinclusion) pour cette propriété. On le note S - A, ou (S), et on Uappelle l'idéal engendré par S.

L’idéal S - A est minimum (au sens de inclusion) parmis les idéauz contenant S.

On a

S-A= {Z ass | (ag)s € A® presque nulle} )
seS

SiT et une autre partie de A, on a S-A+T-A = (SUT)-A et (S-A)(S-T)=(ST)-A, o ST = {st|se S, t €T}.

PREUVE. On note Zg ’ensemble des idéaux de A contenant S. Un élément I de Zg est minimal (pour Iinclusion) si

VJels, JCIl = J=1.

11 est minimum (pour I'inclusion) si
vJels, ICJ

Montrons 'unicité d’un élément de Zg minimal pour l'inclusion. Soient I et J deux tels éléments. Alors I N J est
un idéal qui contient S donc par minimalité, INJ =Tet INJ = J, donc I = J.
Montrons 'existence. Soit
Ii= () JeZs.

JELs

Alors par définition,
vVJeZs, ICJ

Donc I est minimum, donc minimal.
Montrons que S - A est égal a ’ensemble décrit par I’énoncé. Pour simplifier, supposons S fini, de cardinal n € N.

Notons S := {s1,..., 8, }, ainsi que
£ = {Zaisi | (ai)i S An}

i=1
On veut montrer que &£ est 'idéal engendré par S. Il suffit de montrer que
1. £ contient S,
2. & est un idéal de A,
3. tout idéal de A qui contient S contient £.
On vérifie donc ces points.
1. Soient i € {1,...,n} et (a;); € A™ tels que

A = 1A
a; = OA si 1 7é io
Alors Z?:l a;S; = S;,, donc s;, € £. On a bien montré que S C £.
2. Montrons que £ est un sous-groupe de (A, +). Soient (a;); € A™ et (b;); € A™, on a

n n

_ Zaisl- = Z(—aisi) = Z(fai)sia

=1 i=1

or (—a;); € A", donc — Y7 | a;s; € £. De plus,

n n n
Z ais; + Z bisi = Z(ai + b;)si,
i=1 i=1 i=1
mais (a;+b;); € A" donc >0, a;si+ >y bis; € E. Comme 04 = > ; 045, 04 € &, donc € est un sous-groupe
de (A,+).
Soient z € € et y € A. Soit (a;); € A™ telle que z = Y7, a;s;. Alors

n

vy =y (Z ai3i> = (aiy)si,
i=1 i=1
or (a;y); € A™ donc zy € £. Donc £ est un idéal de A.

3. Soit I un idéal de A contenant S. Montrons que I contient €. Solent z € £ et (a;); € A™ telle que x = >_" | a;5;.
Par hypothese, sii € {1,...,n},onas; € I. Comme a; € A et que I est un idéal de A, on a a;s; € I. Or I est
un sous-groupe de A donc est stable par somme finie. Donc z = Y_." | a;s; € I. On a donc bien £ C I.
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Ces trois points montrent que £ = 5 - A.

Pour montrer l'égalite S-A+T-A = (SUT) - A, on peut utiliser la description précédente, ou montrer que
S-A+T-A

1. est un idéal,

2. contient SUT,

3. est contenu dans tout idéal qui contient S UT.
Montrons 3. Soit I un idéal contenant SUT'. Montrons que I contient S-A+T-A. Comme I contient SUT, il contient
S, et comme I est un idéal, il contient S - A. De méme, I contient T"- A. Donc I contient la somme des idéaux S - A
et T A.

Meéme genre de raisonnement pour (S - A)(T - A). O
Remarque 2.4.20 Si un idéal I d’un anneau A contient deux idéaux J et K, il contient J + K.
Notation : Si S = {ay,...,a,} est une partie finie de cardinal n, I'idéal S - A peut étre noté {(as,...,a,), et on a (cf.
remarque)

S-A=aA+--+a, A=) aA
=1

Définition 2.4.21 (Idéal premier) Soient A un anneau et I un idéal de A. On dit que I est un idéal premier de
A si
1. T est un idéal propre (différent de A et de {04}),

2.Vre AVye A, azyel —= xc€louyel.

Définition 2.4.22 (Idéal maximal) On dit que I est un idéal mazimal de A si
1. I est prore,

2. pour tout idéal J contenant I, on a J =1 ou J = A.

Proposition 2.4.23 Soient A un anneau et I un idéal maximal de A, alors I est un idéal premier de A.

PrREUVE. Comme I est maximal, I est propre. Soient x,y € A tels que xy € I. Montrons que « € I ou y € [.
Supposons que x ¢ I et montrons que y € I. Comme x ¢ I, 'idéal J engendré par I et x est un idéal contenant
strictement I. Comme I est maximal, on a J = A. Or J =1+ xA, donc 1 € I + xA, d’ou I'existence de z € I et de
w € A tels que 1 = z + zw. Ainsi, y = 2y + zyw. Comme z € I, zy € [ et zy € I, donc xyw € I, dou y € I. O

Exemple 2.4.24
e {0} est un idéal premier de Z, mais ce n’est pas un idéal maximal de Z. En effet, si n € Z\ {0,1, —1}, alors nZ
est un idéal propre de Z qui contient strictement {0}.
e L’idéal XZ[X] est un idéal premier non nul de Z[X], mais ce n’est pas un idéal maximal de Z[X] : I'idéal engendré
par (2, X) est un idéal propre de Z[X] qui contient strictement X Z[X].

Théoréme 2.4.25 Soit A un anneau. Alors tout idéal propre de A est inclus dans un idéal mazximal. En particulier,
tout anneau non nul posséde au moins un idéal premier.
PrREUVE. Théoréme admis. (]

Remarque 2.4.26 Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. card(A) = A.
2. 04 =14.

En particulier, de tels anneaux sont tous isomorphes, on les appelle l’anneau nul.

Proposition 2.4.27 L’image réciproque d’un idéal premier par un morphisme d’anneaux est un idéal premier de
lanneau de départ.
PREUVE. Voir l'exercice 1.4 du TD 1. ([l

Proposition 2.4.28
1. Soit I un idéal de Z, alors il existe n € Z tel que I = nZ.
2. Soient n,m € Z. Alors nZ C mZ si et seulement si m|n. En particulier, nZ = mZ si et seulement si |m| = |n|.
3. Un idéal de Z est premier si et seulement s’il s’écrit nZ, ou n € Z est tel que n = 0 ou |n| est un nombre
premier.
4. Un idéal de Z est maximal si et seulement s’il s’écrit nZ, ow |n| est un idéal premier.
PREUVE.
1. Si I = {0}, on prend n = 0. Sinon, on considére AN (N \ {0}) qui est non vide (car —I = I), et on prend ng le
plus petit élément de cet ensemble. On a ng € I, donc ngZ € I (car noZ est 'idéal engendré par Z).
Montrons l'inclusion I C ngZ. Soit m € I, on a ny # 0 donc on peut noter la division euclidienne de m par ng,
m=ngq+r,avecq€ Z,avec0<r<mng—1.Onaméeletnggel,doncr=m—nggel.Or0<r<ng—1,
et no = min(I NN\ {0}), donc r =0 et m € nyZ.
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Remarque 2.4.29 nZ est 'ensemble des multiples de n.
2. Exercice.

Remarque 2.4.30 Pour n € Z, nZ est I'idéal nul si et seulement sin = 0, et nZ = Z si et seulement sn € {—1,1}.
3. Soit n € Z tel que nZ est propre, i. e. n ¢ {—1,1}. La condition « Un produit d’élément de Z est dans nZ si et
seulement si 'un des deux facteurs est dedans »se traduit par : n divise un produit de deux entiers relatids si et
seulement si n divise I'un des facteurs. Elle est vérifiée si et seulement si |n| est premier (lemme d’Euclide) ou si
n=0.
4. Soit n un nombre premier. Montrons que nZ est maximal. Il est en tout cas propre. Soit J un idéal de Z tel que
J =mZ. On a donc m|n, or n est premier, donc |m| =1 ou |m| = n. Ainsi, mZ = Z ou mZ = nZ.
O

Remarque 2.4.31 Un idéal de Z est toujours engendré par un élément et un idéal premier de Z est soit nul, soit
maximal.

Définition 2.4.32 (Caractéristique d’un anneau) Soit A un anneau. La caractéristique de A est l'unique entier
positif ¢ tel que 'unique morphisme ¢ : Z — A ait pour noyau cZ.

Ezemple 2.4.33

Z; R; C; R[X]; C[X] sont de caractéristique 0.
Soit n € N, alors Z/nZ est de caractéristique n.
Z /27 x Z/4AZ est de caractéristique 4.

Z /27 x Z/3Z est de caractéristique 6.

Proposition 2.4.34 Soit K un corps.
1. Soit I un idéal de K[X], alors il existe P € K[X] tel que I = PK[X].
2. Soient P,Q € K[X]. Alors PK[X] C QK|[X] si et seulement si Q divise P. En particulier, PK[X]| = QK[X] si
et seulement s’il existe o € K* tel que P = aQ).
3. Un idéal de K[X] est premier si et seulement s’il est engendré par un polynome nul ou irréductible.

4. Un idéal de K[X] est mazimal si et seulement s’il est engendré par un polynome irréductible.
PREUVE. Exercice. O

Remarque 2.4.35 Les mémes que pour la proposition analogue sur Z. Z[X] ne vérifie pas ces proprités.

Rappel : Soit K un corps. Un élément P € K[X] est dit irréductible s’il est non nul, non constant, et pour toute
décomposition P = QR, avec Q, R € K[X], Q ou R est constant.

5 Produits d’anneaux, anneaux de polynomes et séries formelles a coeffi-
cients dans un anneau

Proposition 2.5.1  Soient E un ensemble et (A.). une famille d’anneauz indexée par E. On munit le produit

cartésien B =[] cp Ae des lois + et x définies par

(be)e = (ae +be)e
(be)e = (aebe)e

Alors B muni de ces lois est un anneau d’élément neutre (0.). pour +, et (1c)e pour X.
PREUVE. Voir 'exercice 1.3 du TD 1. g

Yoot n { (o)

Terminologie : B s’appelle 'anneau produit de (Ag)e.

Proposition 2.5.2  Sous les mémes hypothéses que précédemment, le groupe des inversibles d’un anneau produit est
le groupe produit des groupes des éléments inversibles des composantes. En d’autres termes,

<HAe>X =I[ Ex.

ecE ecE

Proposition 2.5.3 Sous les mémes hypothéses et notations que précédemment, si f € E, alors la projection

[14. — 4
Tf: ecE
(@e)e +— af
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est un morphisme d’anneaux.
Soit C un anneau, alors l'application

Homanneauz <37 H Ae) — H Homanneauz(ca Ae)

ecl eck
¥ — (Te 0 p)e

est une bijection.

Notation : Si (¢c)e € [[.cpHomanncaux(C; Ae), on note [],cp e 1'élément de Homanneaux(C, [[,cp Ae) qui lui
correspond via la bijection précédente.
PrREUVE. Voir l'exercice 2.2 du TD 2. O

Slogan : « Se donner un morphisme d’anneaux vers un produit, c’est se donner un morphisme d’anneaux vers chacune
des composantes du produit. »

Notation : (Somme pseudo-infinie) Soit A un anneau et (a,), € AN une suite presque nulle d’éléments de A, i. e.
{n € N | ay, # 0} est fini. Soit N € N tel que (ay), soit nulle & partir du rang N. Alors sa somme Zgzo a, ne dépend
pas du choix d’un tel V. On la note :i% A, OU D N O

Proposition 2.5.4 Soit A un anneau.
1. On munit Uensemble AN des lois suivantes :

“+o0 n
V(@n)n, (bn)n € AN, (an)n X (bn)n = Z Cn, o0 VYneN, ¢,:= Z arb; = Zakbn_k.
=0 kleN k=0

k+l=n

2. L’ensemble AN) des suites presque nulles d’éléments de A est un sous-anneau de AN. On note X Uélément de
AM) définie par
X(1) = 14

vn €N, {X(n) = 04 sin>1

3. Le sous-ensemble de AN constitué des suites nulles pour tout indice n sauf n = 0 est un sous-anneau de AN,
isomorphe a 'anneau A.

4. Pour tout entier naturel N, XV est la suite qui vaut 04 pour tout indice n sauf pour n = N, ot elle vaut 14.
5. Soit (an)n € AN Alors (anX™), est une suite presque nulle d’éléments de A™N) et on a

+oo
(an)n = Z an X™.
n=0

PREUVE. Voir l'exercice 1.5 du TD 1. O

Notation : Soit A un anneau, un élément (a,), € AN vu comme élément de 'anneau (AN, +, x) défini dans la

o L . +o0 n
proposition précédente, sera noté ) '~ a, X".

On utilise systématiquement ce genre de notations. On a par exemple 'identité suivante : soient N € N et

+oo N
2o anX7, avec (an), € AT, on a

—+oo +oo +oo
XY ap X" =D an X" = 3 g, X
n=0 n=0 n=N

On note A[[X]] I'anneau AN muni des lois définies précédement. On I'appelle I'anneau des séries formelles en une
indeterminée a coefficients dans A. On note A[X] le sous-anneau AN) de A[[X]]. On I'appelle 'anneau des polynomes
en une indéterminée & coeflicients dans A.

On va adopter les conventions classiques suivantes :

e Vne NU{-cx}, n>-—o0,

e Vne NU{—-00}, (—00)xn=—c0.

Définition 2.5.5 (Degré d’un polyndme) Soient A un anneau et P € A[X], noté P = ::5 a, X™, avec
(an)n € AN On définit
deg P :=sup{n € N | a,, # 0}.

10
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Remarque 2.5.6 On a degP € NU{—o0o}. Sideg P € N, le coefficient dominant de P est aqeg p-

Proposition 2.5.7 Soit A un anneau.
1. Si P € A[X], deg P est bien défini et on a deg P = —oco si et seulement si P = 0.
2. Soient P,Q € A[X].
(a) On a deg(P + Q) < max(deg P,deg Q), avec égalité si deg P # deg Q.
(b) On a deg(PQ) < deg P + deg @ avec égalité si P =0 ou si P # 0 et le coefficient dominant de P n’est pas
un diviseur de 0.
3. Morphisme d’évaluation : Soient « € A et P = "~ OanX” € A[X]. Alors P(a) := : o ana™ est bien défini
comme élément de A, et lapplication
AX] — A
P +— P(a)

€Vq *

est un morphisme d’anneau.

4. Si A est intégre, A[X] est intégre.

PREUVE.
1. Soit P = Zn “panX™ € A[X].
{neN]a,#0}CN

est non vide si et seulement si P # 0. Elle est par ailleurs bornée (car (a,), € A™). Ainsi, si P # 0, sa borne
supérieure existe et est un maximum. Si P = 0, cet ensemble est vide, et sa borne supérieure est alors —oo

2. L’énoncé sur le degré de la somme est laissé en exercice.

Soient P, € A[X], 'énoncé sur le degré du produit est clair si P = 0 ou @ = 0. Supposons P # 0 et Q # 0.
Soient n := deg P et m := deg Q. Ecrivons

n—1

P o= a X"+) aX'
=

Q = baQm+ > biX'
=0

On a

m—1 n—1
PQ = a,bn X" 4 an X7 S X+ b, XY 0 X+ (Z ;X > (Z biX! )

=0 =0

=:R
On vérifie que R a un degré inférieur & m+n—1 (ce qui revient & démontrer en général deg(PQ) < deg P+deg Q).
On a a, # 0 et b,, # 0. On peut avoir en général a,b,, = 0. Si on fait '’hypothése que a,, n’est pas diviseur de
zéro, comme b, # 0, on a a,b,, # 0. Ainsi, deg(PQ) =n+ m = deg P 4 deg Q.
3. Comme (a,), € AN ona (a,a™), € AN donc Z 0 @n0™ a un sens (comme somme pseudo-finie). Montrons
que ev, est un morphlsme d’anneaux. Sment PQ € A[ ] et N € N tel que N > max(deg P,deg@). On peut

écrire P =) P ap, X" et Q = ::E) b, X"™. Montrons que ev, est un morphisme revient & montrer que
+oo +oo +oo
(Z anX”> + (Z an"> = (an+by)X",
n=0 n=0 n=0
et

400 +o0 2N
(Z anX"> <Z an”> = Z cna”,
n=0 n=0 n=0

ou ¢, est le produit de Cauchy de (ao,...,an,0,...,0) et de (by,...bn,0...,0), ce qui est vrai. Par ailleurs, si
P = 14x], P est le polynéme constant égal a 14 et ev(P) = 14, ce qui conclut.

4. Si A est intégre, A n’est pas Panneau nul, donc 14 # 04, et comme A est un sous-anneau de A[X], A[X] n’est
pas l'anneau nul. Soient P,@Q € A[X]\ {0}. Il faut montrer que PQ # 0. Comme A est intégre, tout élément
non nul n’est pas diviseur de zéro, donc deg(PQ) = deg P + deg Q. Comme P # 0 et Q # 0, on a deg P € N et
deg @ € N. Ainsi, deg(PQ) € N, donc PQ # 0.

([l

On adopte les conventions classiques suivantes.

o VYne NU{+o0}, n<+o0.

o Vne NU{+x}, n+ (+o0)=+00.

11
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Définition 2.5.8 (Valuation et composante angulaire) Soient A un anneau et P = :,r:a an X" € A[[X]]. On
définit

v(P):=mf{n € N |a, #0 € NU{+c0}}
la valuation de P. On appelle la composante angulaire de P (si v(P) € N) I’élément a,(p).

Proposition 2.5.9 Soit A un anneau.
1. Soit P € A[[X]]. Alors v(P) est bien définie et v(P) = 400 si et seulement si P = 0.
2. Soient P,Q € A[[X]].
(a) On av(P+ Q) > min(v(P),v(Q)) avec égalité si v(P) # v(Q).
(b) On av(PQ) > v(P)+v(Q) avec égalité si P =0 ou si P # 0 et la composante angulaire de P n’est pas un
diviseur de 0.
3. Si A est integre, A[[X]] est intégre.
PREUVE. Voir l'exercice 1.5 du TD 1. (|

Proposition 2.5.10 (Division euclidienne dans un anneau de polyndémes en une indéterminée) Soit A un
anneau. Soient Py, Py € A[X] avec Py # 0. On suppose que le coefficient de Py est inversible. Alors il existe un unique
couple (Q, R) d’éléments de A[X] vérifiant

1. P =QP,+ R,

2. deg R < deg P5.
PREUVE. Supposons 'existence de deux tels couples (Q, R) et (Q, ]?) On a QP;+R = QP,+R, soit (Q_Q)PQ =R—-R.
Or, comme le coefficient dominant de P» est inversible, donc on a deg(R — E) = deg(Q — Q) + deg P». Mais

deg(R — R) < max(deg R, deg R) < deg P;.

Donc deg P + deg(Q — Q) < deg P,. Comme deg(Q — Q) € NU{—00}, donc deg(Q — Q) = —o0, d'ott Q —Q = 0. Par
conséquent, @ = @ et R = R.

L’existence se fait par récurrence sur le degré de P;. L’hypothése de récurrence est (H,) : « Pour tout polynéome
Py de degré au plus n, il existe une division euclidienne de P; par Ps. »

Sin < deg(Py), (Hy) est vraie. Pour Py de degré au plus n, on prend (@, R) = (0, P1). Soit n > deg P tel que
(Hy—1) est vérifiée. Soit P; de degré n. Ecrivons P; = a, X" + P, avec deg P; < n, ainsi que P» = Qgeg P, Xdeg P2 4 Py
avec deg P < deg P». Par hyopthése, ageg p, € A*. On considére

D . -1 n—deg P

Pl = Pl—an xadegsz & 2P2.
On a deg P; < n — 1. Par hypothése de récurrence, P; admet une division euclidienne par P». Soit (Q, R) un couple
adéquat correspondant, alors le couple (Q + anagelg p,X n—deg P2 R) définit une division euclidienne de P, par Pp. [
Remarque 2.5.11 L’hypothése de linversibilité du coefficient de P, est essentielle. Contre exemple : dans Z[X],
P =X,P=2X.
Remarque 2.5.12 Si A est un corps, ce résultat permet de montrer que tout idéal de A[X] est engendré par un
élément. L’idéal (2, X) de Z[X] n’est pas engendré par un élément.
Définition 2.5.13 (Racine d’un polyndéme) Soient A un anneau et P € A[X]. Un zéro (ou racine) de P dans A
est un élément o € A tel que P(a) =0, autrement dit tel que P € Ker(evy).

Corollaire 2.5.14  Soient A un anneau, P € A[X] et « € A. Alors o est racine de P si et seulement s’il existe
Q € A[X] tel que P = (X — a)Q.
PREUVE. Supposons qu'il existe Q € A[X] tel que P = (X — «)Q. Alors
evo(P) = evy (X — a)Q) = evo (X — a)ev,Q = (o — a)ev,@Q = 0.

Supposons que « est racine de P. Comme X — « a un coefficient dominant inversible, il existe (Q, R) € A[X]? tel

que P=(X —a)Q+ Ret degR < deg(X —a)=1.0na
eVa(P) = evq (X — a)eve(Q) + eva(R) = R(«).

Donc R(«) = 0, mais deg R < 0. Donc R € A et R(a) =0. Ainsi, R =0 et P(X — a)Q. O
Corollaire 2.5.15  Soit A un anneau intégre. Soit P € A[X] un polynéme non nul. Alors P a au plus deg P racines
dans A. En particulier si P € A[X] a une infinité de racines dans A, alors P = 0.
PREUVE. Soit n € N, n > 1, tel qu’il existe n éléments aq,...,a, de A deux & deux distincts qui sont des racines
de P. Montrons que n < deg P. Comme a; est racine de P, il existe Q; € A[X] tel que P = (X — a1)Q;. On a
P(az) = 0 = (a2 — a1)Q1(az). Or az —a; # 0 et A est intégre, donc Q1(az) = 0. De proche en proche, il existe
Q€ AlX]tel que P = (X —a1)(X —az2)...(X —a,)Q. Mais les X — a; sont unitaires, donc

deg P = Zdeg(X —a;)+deg@ =n +degQ,
i=1

ce qui conclut car deg P # —oo par hypothése. (Il

12
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Remarque 2.5.16 Si A n’est pas intégre, méme un polyndéme unitaire peut avoir une infinité de racines.

Théoréme 2.5.17  Soit A un anneau. Soit ¢ : A — A[X] le morphisme d’anneau injectif naturel. Soit B un anneau.

Alors Uapplication
Homanneauz(A[X]7 B) — Homanneamv(A; B) x B

@ — (poc,p(X))
est une bijection.
PrREUVE. Voir TD 1. (]

Slogan : « Se donner un morphisme d’anneaux de A[X] vers B, c’est se donner un morphisme d’anneaux de A vers
B et un élément de B. »

Remarque 2.5.18 Prenons A = B et a € A. L’image réciproque de (id4,a) par la bijection de I’énoncé est le
morphisme ev,.

Soient A un anneau et N > 2. Il y a essentiellement deux fagons de définir 'anneau A[X7, ..., Xn].
1. De proche en proche :
A[Xy, X = (A[X])[XS]

A[X1, X0, X3] = (A[Xq])[X2, X3]

2. On considére AN™) Pensemble des applications presque nulles NN — A, i. e. {n € NN | p(n) # 0 est fini}. On
définit ’addition et la multiplication de maniére ad hoc.
Par la construction 1), il est facile de voir que si A est intégre, alors A[X7,..., Xy]| est encore intégre.

13



Chapitre 3

Etude des anneaux quotients Z/nZ et
K[X]/PK|X]

1 Etude de Z/nZ

1.1 Eléments inversibles de Z/nZ
Notation : On désignera par [m], 'élément de Z/nZ dont un représentant est m.
Théoréme 3.1.1  Soit n un entier strictement positif, [’application

{meZ|0<m<n-1pgedim,n)=1} — (Z/nZ)*
L m — [m]

est une bijection.
De maniére plus générale, si m € Z, on a [ml,, € (Z/nZ)* si et seulement si pged(m,n) = 1.
Remarque 3.1.2 Ce résultat ne dit rien sur la structure de groupe de (Z/nZ)*.
PREUVE. Montrons la deuxiéme assertion. Soit m € Z, alors les propriétés du morphisme d’anneaux surjectif
canonique 7 : m € Z — [m],, € nZ montrent que
[m]n € (Z/nZ)” <= Jx € Z/nZ, z[m],=1z/z
— IrecZ, [rlumln=I[1n (surjectivité de )
<~ dneZ, [nm-1],=]0], (propriétés de morphisme de )
<~ dn,keZ, nm-—1=nk (le noyau de 7 étant nZ).

D’aprés le théoréme de Gauss, on a donc
[m]n € (Z/nZ)* <= pged(m,n) = 1.

Montrons la premiére assertion. Soit y € Z/nZ, il existe m € Z tel que y = [m],,. On note m = ¢gn + r la division
euclidienne de m par n. On a
[mln = lgn +7ln = [gln [ln +[r]n = [r]n.
~~

=0z/nz

Or0<r<n-—1ety=I[r], =¢(r). Donc ¢ est surjective. De plus, soient m,m’ € Z tels que 0 < m,m’ <n —1,
et p(m) = @(m'). On a (m) = ¢(m’), donc [m],, = [m'],, donc [m —m'],, = 0z/,z. Ainsi, n divise m —m/, mais
m —m/| <n—1, doum —m’ =0. La fonction ¢ est donc surjective, donc bijective. O

Remarque 3.1.3 On a montré en particulier que Z/nZ est fini, de cardinal n.

1.2 Endomorphismes de Z/nZ

Théoréme 3.1.4 Soit n un entier positif. Soient A un anneau quelconque et ¢ sa caractéristique. Alors Hom gnnequs(Z/nZ, A)
est non vide si et seulement si ¢ divise n, et dans ce dernier cas, cet ensemble est un singleton. En particulier,

Hommmeaum(z/nza Z/nZ) = {le/nZ}

14
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PREUVE. Soit ¢4 : Z — A l'unique morphisme d’anneaux de Z vers A. On a Ker(p4) C ¢Z. Par la propriété
universelle de Panneau quotient, ’'ensemble Homapneaux(Z/nZ, A) est en bijection avec 'ensemble

{¢ € Homupneaux(Z, A) | nZ C Ker ¢}.

Mais par ailleurs Homanneaux(Z, A) = {¢a}, donc cet ensemble est non vide si et seulement si nZ C Ker ¢ 4. Dans ce

cas, c’est un singleton. Mais comme Ker p4 = cZ, la condition nZ C Ker ¢4 est équivalente a la condition ¢ divise n.
O

Ezemple 3.1.5 Soient m,n € N, la caractéristique de Z/mZ est m. On suppose que m divise n. Soit my, » 1'unique
élément de Homanneaux(Z/nZ, Z/mZ). Soit x € Z/nZ, soit r € Z tel que z = [r],, alors mp m(z) = [F]m.

1.3 Les carrés dans Z/pZ, ou p est premier

Définition 3.1.6 (Carré) Soit A un anneau et a € A. On dit que a est un carré dans A s’il existe b € A tel que
a="b%
Théoréme 3.1.7  Soit p un nombre premier impair.
1. L’application
(2/pZ)* — (Z/pZ)"
x — z?

est un morphisme de groupes de noyau de cardinal 2 égal & {[1],, [—1]n}
2. Soit x € (Z/pZ)*. Alors x est un carré dans Z/pZ si et seulement si xP~1/2 =1,

3. Il y a exactement (p+ 1)/2 carrés dans Z/pZ.
Enongons le théoréme suivant, plus général, duquel découle le théoréme précédent.

Théoréme 3.1.8  Soit K un corps de caractéristique différente de 2.

1. Ona ]-K 7& *]—K'

2. L’application

K* — K~
r s 22
est un morphisme de groupes de noyau {1k, —1k}.

3. Si K est fini, de cardinal q impair, il y a exactement (q+1)/2 carrés dans K, et si x € K*, x est un carré dans
K si et seulement si z(471/2 = 1«

PREUVE.

1. Dire que 1x = —1k équivaut a dire que 2 € Ker gk, 'unique morphisme d’anneaux de Z vers K. En particulier,
si c’est vrai, ce noyau contient 2Z, or 2Z est maximal et le noyau n’est pas Z car K étant un corps, il n’est pas
I’anneau nul. Donc le noyau est 2Z et la caractéristique de K est 2.

2. Soient z,y € K*. On a

plzy) = (vy)* = 2°y* = p(2)p(y),
donc ¢ est un morphisme de groupes. Si x € K, on a par intégrité de K,

r€Kerp «— 2?2

=1k < (z—1lk)(z+1k) =0k < =1k ouz=—1k.

3. K* est un groupe fini de cardinal ¢ — 1, donc ¢(K*), qui est isomorphe & K>/ Ker ¢, est de cardinal (¢ —1)/2.
Or o(K*) est ’ensemble des éléments non nuls de K* qui sont des carrés. Par ailleurs, Ok est toujours un carré,
doncilya(¢—1)/2+1=(¢+1)/2 carrés dans K.

Montrons la derniére assertion. Soit # € K* qui est un carré. Montrons que z(?1/2 = 1y Tl existe y € K* tel
que = = y2, donc D’apreés le théoréme de Lagrange dans le groupe K*, de cardinal ¢ — 1, z(4=1/2 = ya—1 = 1.
Soit P = X(=1/2 — 1 € K[X]. On a montré que p(K*) C {z € K | P(x) = 0}. Or K est un corps, donc

qg—1

card{r €e K | P(z) =0}) < deg P = 5

Or card(p(K*)) = (¢ — 1)/2, donc p(K*) = {z € K | P(z) = 0}.

Ezemple 3.1.9 Les carrés dans Z/7Z sont [0]7, [1]7, [4]7 et [2]7.
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2 Etude de K[X]/PK[X]

Soit K un corps. Soit ¢ : K — K[X] le morphisme déduit de l'inclusion naturelle de K dans K[X]. Ce morphisme
munit K[X] d’une structure de K-algebre, donc de K-espace vectoriel. Par composition ave le morphisme quotient, il
induit aussi, pour tout P € K[X] une structure de K-algebre, donc de K-epace vectoriel sur K[X]/PK[X].

Théoréme 3.2.1  Soient K un corps et P € K[X] un polynéme non constant. Soit x := [X|p. Alors le K-espace
vectoriel K[X]|/PK|[X] est de dimension finie, et égale a deg P. De plus, {1,xz,..., 248 =1} en est une base. En
particulier, application
. {Q e K[X]|deg@Q < deg P} — K[X]/PKI[X]

. Q — [l
est bijective.
PREUVE. Montrons que la famille {1,z, ..., 29 P~1} est génératrice. Soit y € K[X]/PK[X]. Soit S € K[X] tel que
y = [S]p. Soit S = PQ + R la division euclidienne de S par P (P est non constant, donc non nul). En particulier,
deg R < deg P. Ecrivons R = Y2047 "! 4, X%, avec (a;); € K%8P. On a

y = [Slp = [PQ+ R|p = [P]p[Q]p + [R]p = [R]p.

Finalement, on a y = [R]p. Ceci montre déja que l’application ¢ de ’énoncé est surjective. De plus,

deg P—1 deg P—1 deg P—1
y=[Rlp= Y lalpXlp= ) alXp= ) aa"
=0 i=0 =0

Donc la famille {1,z, ...,z =1} engendre le K-espace vectoriel K[X]/PK[X]. Montrer que cette famille est libre
est équivalent & montrer que ¢ est injective. Soit (a;); € Kdeg P telle que

. deg P—1 ;
Soit R:=3> %" a; X", ona

donc P divise R. Or deg P < deg R, donc R = 0. Ainsi,
Vi€ {0,...,degP —1}, a; =0,

ce qui conclut. ([l

2.1 Endomorphismes de la K-algébre K[X]/(P)

Rappel : Soit K un corps, A une K-algébre et a € A. On note ev, I'unique morphisme de K-algébres de K[X] vers
A qui envoie X sur a.

Théoréme 3.2.2  Soient K un corps et A une K-algébre. Alors lapplication

A — I‘IOIIlK_algébre(I([)q7 A)

a — evg
est une bijection qui induit pour tout P € K[X| une bijection de {a € A | evg(P) = 0} sur Homgk _qigenre(K[X]/(P), A).
Slogan : Se donner un morphisme de K-algebres de K[X]/(P) vers A, c’est se donner une racine de P dans A.

PREUVE. La premiére assertion n’est qu’une reformulation de la propriété universelle de la K-algebre K[X].
Soit P € K[X], la propriété universelle des K-algébres quotient dit que Homk aigenre (K[X]/(P), A) sont en bijection
naturelle avec
{¢ € Homg_aigebre (K[ X], A) | (P) C Ker ¢}.

Soit ¢ € Homk algebre (K[X], A). Dire que (P) C Ker g est équivalent a dire que P € Ker ¢ (par définition de I'idéal
engendré par P). Soit a € A tel que ¢ = ev,, alors

PeKerp < ev,(P)=0 < P(a)=0.
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Définition 3.2.3 (Elément algébrique) Soient K un corps et A une K-algébre. Soit a € A. On dit que a est
algébrique sur K si Kerev, # {0}. De maniére équivalente, ev, n’est pas injectif, ou a est racine d’un polynéme non
nul de K[X].

Définition 3.2.4 (Polynéme minimal) Sia est algébrique sur K, l'unique polynome unitaire de K[X] qui engendre
Ker(ev,) est appelé polynome minimal de a sur K.

Définition 3.2.5 (Elément transcendant) Si Kerev, = {0}, a est dit transcendant sur K.

Ezemple 3.2.6 Le nombre /2 est algébrique sur Q, de polynéme minimal X2 — 2 sur Q, mais il est aussi algébrique
sur R de polynome X — /2. Si K est un corps, I’élément X de K[X] est transcendant sur K. Le nombre 7 est
transcendant sur Q.

Proposition 3.2.7 Soit K un corps et A une K-algébre qui est un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors tout
élément de A est algébrique sur K.

Ezemple 3.2.8 K[X]/(P) avec P € K[X] \ {0}.

Proposition 3.2.9  Soient K un corps, P € K[X] \ {0} unitaire, x limage de X par le morphisme quotient
K[X] — K[X]/(P). Alors = est algébrique sur K de polynéme minimal P.

Proposition 3.2.10 Soient K un corps et A une K-algébre intégre. Soit a € A algébrique sur K. Alors le polynome
manimal de a sur K est irréductible.

Définition 3.2.11 (Extension de corps) Soit K un corps. Une K-extension (ou une extension de K) est une
K-algébre L, qui est un corps. Le degré d’une telle extension, noté [L : K| est la dimension de L comme K-espace
vectoriel.

Ezxemple 3.2.12 C est une extension de R de degré 2. C est une extension de Q de degré infini. Soit K un corps,
P € K[X] irréductible, K[X]/(P) est une extension de K de degré deg P.
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Chapitre 4

Corps finis, applications en cryptographie et
en théorie des codes correcteurs d’erreur

1 Introduction, premiéres propriétés

Proposition 4.1.1 Soient K un corps fini, n > 1 un entier et P € K[X] un polynoéme irréductible de degré n. Alors
L :=K[X]/(P) est un corps fini, de cardinal card(K)™.

PREUVE. Comme P est irréductible, la K-algébre K[X]/(P) est un corps. Sa dimension en tant que K-espace vectoriel
est n. En particulier, L est isomorphe comme K-espace vectoriel & K™. Donc L est fini, de cardinal card(K™) =
card(K)™. O

Proposition 4.1.2 Soit A un anneau intégre fini. Alors A est un corps fini.
PREUVE. Voir la feuille de TD 1. O

2 Caractéristique et cardinal d’un corps fini

Notation : Soit p un nombre premier, on note F,, le corps Z/pZ.

Théoréme 4.2.1  Soit K un corps fini, alors la caractéristique de K est un mnombre premier p. En particulier, il
existe une unique structure de Z/pZ-algebre (autrement dit de Z/pZ-extension) sur K, qui fait de K un Z/pZ-espace
vectoriel de dimension finie, notée n. En particulier, K est de cardinal p"™. En particulier, le cardinal d’un corps fini
est une puissance d’un nombre premier.

PREUVE. Soit gk : Z — K I"'unique morphisme d’anneaux de Z vers K. Si Ker px = {0}, alors K contient un sous-
anneau isomorphe a Z, or Z est infini, et K est fini. C’est absurde, donc il existe ¢ € N\ {0} tel que Ker px = ¢Z. Par un
théoréme d’isomorphisme, K contient un sous-anneau isomorphe a Z/cZ. Or K est un corps, donc K est intégre, donc
tout sous-anneau de K également. Donc Z/cZ est intégre, d’ou ¢ est premier. On sait alors que Homapneaux(Z/pZ, K)
est réduit & un élément. K est un Fp-espace vectoriel fini, donc K est un F-espace vectoriel de dimension finie. Soit
n € N sa dimension, alors K est isomorphe, comme F-espace vectoriel, a F}}. Donc card K = card F); = p". O

3 Un exemple de calcul explicite dans un corps fini qui n’est pas de car-
dinal premier

Prenons p := 2. Le polynéme P := X2 + X + [1], est irréductible dans Fy[X]. En effet, P([0]2) = [1]2 # [0]2,
et P([1]2) = [1]2 # [0]2, donc P n’a pas de racine dans Fs. or deg P = 2, donc P est irréductible dans Fy. Donc
K := F5[X]/(X? + X + [1]2) est un corps fini de cardinal 22 = 4.

Remarque 4.3.1 7Z,/4Z n’est pas un corps de cardinal 4.
Notons x I'image de X par le morphisme quotient Fa[X] — F2[X]/(P). On a P(x) = [0z, soit 22+ z + [1]z = [0]2.
on sait que {[1]2,z} est une base du Fy-espace vectoriel K, et que

F2 — K
(0,8) — a+px

est une bijection. Soient (a, 3) € F3 et (o/, 8') € F3, alors

(a+Bzx) + (o + p'z) = (a+a') + (B4 ).
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On peut alors dresser les tables d’addition et de multiplication dans K.

+ [0]2 | [1)2 T 1]z +z
02 | [0]2 | [1]2 T 1o+ 2
[1 2 [0]2 [1]2 + X T

z [0]2 [1]2

1]z += [0]2

X [0]2 [1]2 X [1}2 +x
[0]2 | [0]2 | [0]2 | [O]2 [0]2
[1]2 [1]2 T 2+ =

z o +z | [1]

1o+ x

4 Le morphisme de Frobenius
Théoréme 4.4.1  Soient p un nombre premier et A un anneau de caractéristique p. Alors application

A — A

Fy
AT P

est un morphisme d’anneauz, appelé morphisme de Frobenius de A. Si K est un corps fini, Fx est un automorphisme
du corps K, i. e. un isomorphisme d’anneaux de K dans lui-méme.
PREUVE. Soient z,y € A. On a

Fa(zy) = (zy)? = 2"y” = Fa(z)Fa(y),

et Fu(la) = 14. L’anneau A étant de caractéristique p, pour tous a € A et n € Z tels que p divise n, on a na = 04.
De plus,

p—1
Fa(w+y)=(@+y)P =aP + 9"+ <p>:v’“y”,
k
k=1
or pour tout 1 < k <p—1, p qui divise (i) Donc Fa(z +y) = 2P + yP, donc c¢’est un morphisme d’anneaux. Si A est

intégre, F4 est injectif. En effet, Ker Fy = {x € A | 2P =0} = {04}. Si K est un corps fini, alors Fk : K — K est une
application injective, donc surjective. Donc Fk est bijective, et est donc un automorphisme de corps. ([
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