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Chapitre 1

Dérivabilité complexe

1 Définition de la dérivabilité des fonctions d’une variable complexe

Soit D un ouvert de C.

Définition 1.1.1 (Limite) Soit f : D — C et ¢ € D. On dit que f admet A € C pour limite en c et on écrit
limg, ) f(z) = A si
Ve>0,30 >0,Vze€ D, |z—c|<d = |f(z)—A|<e.

Définition 1.1.2 (Fonction C-dérivable) On dit que f: D — C est C-dérivable en ¢ € D si la quantité

i £ = ()

z—cC Z—C

existe. On la note alors f'(c).

Ezemple 1.1.3
1. Les fonctions constantes sont dérivables sur C.

2. La fonction f: C — C définie par f(z) := z n’est dérivable en aucun point. En effet, soit z € C,

f(z)—fle) zZ-—¢ { 1 si z—c€eR

z—c z—c -1 si z—c€eiR °

Ainsi, la quantité (f(z) — f(c))/(z — ¢) n’admet pas de limite quand [z — ¢].
3. Les fonctions z — R(z), z — J(z), z — |z| ne sont dérivables en aucun point de C.
4. Soient la fonction f:z€ C— 2™, oum € N*, ce€ C, z :=c+ h, alors
Z <TIZ> hkcm—k’ —cm
_ h)™ — m — m
)= fle) _ (e+h)™—c™ k=0 2_: (7:) pE—1 =k

z—c h h —

Ainsi,

lim = lim
z—c z—c h—0
k=1

f(Z) — f(C) - (TZ) hk—lcm—k: — Tncm—l7
donc f est dérivable sur C et pour tout 2z € C, f'(z) = mz™m"1.

Théoréme 1.1.4 Soit f: D — C. Si f est dérivable en c € D, alors f est continue en c.
PREUVE. Exercice. U

Notation :
1. f: D — C, on pose u :=R(f) et v:=T(f). Alors f = u + iv.
2. On identifiera parfois z = z + iy € C avec (z,y) € R?.



HOLO CHAPITRE 1. DERIVABILITE COMPLEXE

2 Equations de Cauchy-Riemann
Soit c=a+ib e C. Si f: D — C est dérivable en ¢, alors

flet+h) = f(c) fletih) — flo)

/ IRT e
fi(e) = }llli% 0 — ;1111)% -
En effet, si h € R, alors
f/(C) _ hm U(C + h) — l'U(C + h) — U(C) — IU(C)
h—0 h
_u(e+h) —u(e) +ifv(c+h) —v(e)]
= lim
h—0 h
= lim w +1ilim w
h—0 h h50 h

En assimilant « a une fonction de deux variables, i. e. u(z) = u(R(z),JI(2)), on remarque que

lim u(c+ h) — u(c) — lim u(a + h,b) — u(a,b)
h—0 h h—0 h

= uy(c),

d’ou f'(c) = uz(c) + ivg(c). De méme, f'(c) = vy(c) — iuy(c).

Proposition 1.2.1 (Equations de Cauchy-Riemann) Si f : D — C est dérivable en ¢ € D, alors les dérivées
partielles de u et v par rapport & x et y existent en ¢ = (a,b) et

{Uaz(c) = vy(c)

uy(c) = —v,()

PREUVE. Conséquence directe du paragraphe précédent. O

3 Lien avec la différentiabilité

A= a1 ai2
az1 a2

Elle définit une application R-linéaire T : C — C par

Soit A une matrice réelle 2 x 2,

T(z)=T(x+1iy) == A (;) =a112 + a1,2y +i(ag 1z + az2y).

En particulier, T(1) = a11 + a1 et T(2) = a1,2 +ias

Lemme 1.3.1 T est C-linéaire si et seulement si a11 = az2 et aj2 = —ag,1.
PREUVE. (=) : Supposons T linéaire. Alors T'(i) =iT'(1), donc a; 2 +1iag,2 = ia11 — ag,1 et on identifie les parties

réelles et imaginaires.
(<= : Supposons que
a —p
A= < . ) .

Alors

T(z) =T(x+iy) = ax — Py +i(Bx + ay) = (a + i) (z + iy),
donc T(cz) = (a +if)ecz = ¢T'(2). O
Rappels :

Définition 1.3.2 (Application différentiable) Une fonction f : D C R? — R? est différentiable en ¢ = (a,b) € D
si pour une application linéaire T : R? — R2,

o e h) = £(0) — T(h)

70 7| =0

On dit alors que T est la différentielle de f en c, et on la note Df,,

Wem,pmm_GW)%@)

vz(€)  vy(e)

3
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On identifie C 4 R2. Si f : D — C est dérivable en ¢ = a + ib, alors
_ _ I
L et h) — f() — (b

0.
h—0 h

La fonction f, vue comme une fonction de deux variables réelles, est différentiable et sa différentielle est C-linéaire.

Théoréme 1.3.3  Soit f: D — C. Les énoncés suivants sont équivalents :
1. f est C-dérivable en c € D.

2. f est différentiable en c et la différentielle Df. : C — C est C-linéaire.

3. f est différentiable en c et satisfait les équations de Cauchy-Riemann.
PREUVE. Exercice. O

On voudrait obtenir une condition suffisante pour la C-dérivabilité. Si u et v, les composantes de f, satisfont les
équations de Cauchy-Riemann en un point ¢, f doit étre différentiable (comme fonction de D — R?). Il faut que
u,v : D — R soient différentiables.

Ezemple 1.3.4 Soit la fonction

e y>~>{ s S @ #00)
0" s (x.y)=(0.0)

On a bien u,(0,0) = u,(0,0) = 0, mais u n’est pas continue en (0, 0).

Théoréme 1.3.5  Soient D C R? et u,v: D — R. Si u et v possédent des dérivées partielles continues et u, = Uy
et uy = —v,, alors f = u+iv est C-dérivable en tout point de D.

Exemple 1.5.6
1. Soit f(z) := a3y? +iz%y3. Alors
o u(z,y) = 2%y’
v(z,y) = 2y,
Ug;(fL', y) = 3$2y2,
Uy((t, y) = 25U3y,
Uw(xuy) = 21,3/3’
o vy (z,y) = 32y>.
f est différentiable, u, = v, et

uy(z,y) = —v,(7,y) <= 2zy(@* +y*) =0 < z=0o0uy=0.

Ainsi, f est C-dérivable sur {z € C | i(z) = 0 ou J(z) = 0}.
2. Soit e* := e® cosy + ie” siny. Alors
o u,(x,y) =e*cosy,
o uy,(z,y) = —€"siny,
o uu(2,y) = e*siny,
o v, (z,y) = e” cosy.
Ainsi, la fonction z +— e* est C-dérivable sur C.

Ezercice 1.3.7 Soit f(2) := |z]3/2. Trouver les points ot f est C-dérivable.

4 Fonctions harmoniques

Définition 1.4.1 (Fonction harmonique) Une fonctionu: D C R? — R est harmonique si elle satisfait I’équation
de Laplace
Ugg + Uyy = 0.

Soit f : D — C une application C-dérivable, alors u, = vy et u, = —v,. On suppose que les dérivées partielles
secondes Ugy, Uyz, Ugs, ... €XiStent et sont continues. Alors u et v sont harmoniques car
{w7 i Uy {um i Vyg
Uy = —Ug Uyy = —Uyg

Ainsi, ugzy + tyy = 0. De la méme maniére, on montre que vy, + vyy = 0.

Ezercice 1.4.2 Soit u : C — R harmonique. Montrer qu’il existe f : C — C C-dérivable telle que u = R(f).

4
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5 Fonctions holomorphes

Définition 1.5.1 (Fonction holomorphe) Soient D un ouvert de C et f : D — C. [ est holomorphe en un point
c€ D si f est C-dérivable dans un voisinage de c.
f est dite holomorphe sur D si f est holomorphe en tout point de D.

Ezemple 1.5.2 La fonction z — 23y2 4 iz?y3 n’est holomorphe en aucun point.
Remarque 1.5.3 L’ensemble des points ot une fonction est holomorphe est ouvert.

Proposition 1.5.4 (Régles de dérivation) Soient f,g: D — C des fonctions holomorphes.
1. Pour tous o, 8 € C, af + Bg Uest aussi et (af + Bg) = af’ + Bg'.
2. Le produit fg est holomorphe et (fg) = f'g+ fq'.
3. Si g ne s’annule pas sur D, le quotient f/g est holomorphe et

(f)' _fa—19g
g 9@

4.8 f:D—D etg:D — C, la composée go f est holomorphe et (go f) =g o f x f.

Théoréme 1.5.5 Soit f: D — C, alors f est holomorphe et f' =0 si et seulement si f est localement constante.
PREUVE. (<= ) : Evident.

(=) : D’aprés les équations de Cauchy-Riemann, u, = v, =0 et vy, = —v, = 0. Ainsi, du = dv =0, donc u et v
sont constantes. O

Exemple 1.5.6 Soit f: D — C holomorphe.
1. Si D est connexe et |f| est constante, alors f est constante.
2. Si f(D) C Rou f(D) C iR, alors f est localement constante.
PREUVE.
1. u? 4+ v? est constante, donc on montre par le calcul que u, = u, = 0, et de méme pour v.

O
Soit A une matrice réelle, notée
<01,1 a1,2)
az1 G22)’
qui définit une application R-linéaire T : C — C par
R(h)
Vh e R, T(h)= (%0t @12 .
( ) <a2,1 a2’2 j(h)
Lemme 1.5.7 Il existe \,u € C tels que T'(h) = \h + ph.
PREUVE.
T(1) +iT(i)
T(1) = A+ip — Hoo= 9
T@) = A—ip \ = T(1) —iT(i)
B 2
([l

Remarque 1.5.8 p =0 si et seulement si T est C-linéaire.

Soit f : D — C différentiable en ¢ € D, alors

De plus,

——
N
~
—
o
<
=
|
S
8
—
o
S—
_l_
—-
<
8
—
o
<

On définit

(¢).1 = uy + iv,,

(€)d=uy +ivy,
fale) —ify(c)

3. folc) =0, f(x) =)A= — s

AGESTAC)
2

>
I
—

()
~

Il
D
I3l
&

\

\
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Alors T f(c).h = f.(c)h + fz(c)h.
Soit z € C, notons . = (z + 2)/2 et y = (z — Z)/(21). Alors

of _ofox  9foy _10f 9] 1<8f 8f>
2

9z 0Ox 0z Oy oz 20x 20y

— 1

oz dy

o of ofox dfoy 10f 10f 1(of  .0f
2(a+ )

0z Oz 8z+8y82 5%_587/ dy

6 Equations de Cauchy-Riemann

Uy = U . )
{ Y = ifa=fy = fo=—ify,
Uy = —Ug
car ify = iuy — vy = —Uz + iUy = uy +ivy = fy.
Théoréme 1.6.1 Soit f : D — C différentiable, alors f est holomorphe si et seulement si pour tout ¢ € D,
f-(c)=0 -
PREUVE. f = w — iv est holomorphe si
Uy = —Uy
Uy = Vg
dOnC . . . . .
fo—1ify  up +ivg —i(uy +ivy) Uy + vy +1i(vg — uy)
fz = = = =0.
2 2 2
f est holomorphe si et seulement si f, = 0. O

Exercice 1.6.2 Montrer que f'(c) = fz(c).

7 Conservation des angles

Pour w, z € C, on note

Alors
(w, z)

cos p = , 0 <.
|2||wl

Définition 1.7.1 (Conservation des angles) Une application T : C — C R-linéaire conserve les angles si

(T(w), T(z)) _ (w,2)

ITEIT(w)]  |z]lw]’

Rappel : T(z) = Az + puz.

Lemme 1.7.2  Soit T : C — C R-linéaire, alors T conserve les angles si et seulement si

{A#O’OU{A
p o= 0 1%

(T(w), T(2)) = R(T()T (w))
= R((Az + p2) (Ao + pw))
= (A + )R (z0) + 2% (Mawz)
= (AP + 1)z, w) + 2% (Nawz).
En prenant z := 1 et w := ¢, alors si T' conserve les angles,
(r), 7)) _ (1,9
TONTE LE

Comme (T'(1),T(1)) =0, (1,i) = 0, donc R(Aawz) = 0, donc R(AEi) = 0, d’ou A\ € R.
En prenant z := 1+1iet w =1—1, qui sont tels que (z,w) = 0 et zw = 2, on obtient aprés des calculs similaires
que Al € iR. Ainsi, Az =0, donc A =0 ou p = 0. (]

0
0

RN

PREUVE.




HOLO CHAPITRE 1. DERIVABILITE COMPLEXE

Proposition 1.7.3  On suppose que f : D — C différentiable est telle que f conserve les angles en ¢ € D et T f(c)
conserve les angles.
1. Si f est C-dérivable en c € C et f'(c) # 0, alors Tf(c) est en fait Uapplication z — f.(c)z, donc conserve les
angles. Par conséquent, f conserve les angles en tout point.

2. Si f: D — C est C-dérivable en c, alors f'(z) # 0 et f'(c) = fz(c) = fi, alors f conserve les angles.
Définition 1.7.4 (Fonction anti-holomorphe) Si f est holomorphe, on dit que f est anti-holomorphe.

Proposition 1.7.5 f: D — C différentiable est holomorphe si et seulement si fz(c) =0 pour tout ¢ € D. De plus,
fz(c) = f'(c).
Théoréme 1.7.6  Soit f : D — C, ot D est un ouvert connexe. Les dérivées partielles uy, uy, vy, vy existent et

sont continues. Les propositions suivantes sont équivalentes. ~
1. f est holomorphe dans D et f' ne s’annule pas, ou f est anti-holomorphe dans D et f' ne s’annule pas.

2. f conserve les angles dans D.
PREUVE. 1) = 2): Ok. )
2) = 1) : f est différentiable en tout point de D. Soit ¢ € D, alors T'f(c).h = f.(c).h ou Tf(c).h = fz(c)h. On

considére la fonction
f2(c) = fz(c) { I si fz(c)=0

T O ) L -1 st fa(o)

g est continue, D est connexe, donc g =1 ou g = —1. [

Soit f: D — C dérivable. Soient v : [a,b] — C et ty € [a,b]. Notons ¢ := 7(to). v = x + iy est différentiable en ¢y
si 2/(to) et 3/ (to) existent, et v/ (to) = 2'(to) + iy’ (to)-
Supposons f = u + iv est différentiable en ¢. f o~ : [a,b] — C et

vt e fa,bl,  for(t) =u(xt),y(t)) +iv(x(t), y(t))-
De plus, fo~(ty) = f(c) et

(f o) (to) = ua(e)-2’(to) + uy(e).y'(to) + i[va(c).2"(to) + vy(c)-y (to)]
_ (uale) uy(e) ' (to)
= (0 ) ()
— Tf(e) (to).

c
va(c)  vy(c)
Maintenant, on prend deux chemins ~; et o différentiables tels que v1(t1) = v2(t2) = ¢. Alors on désigne ’angle
entre 71 et 2 en c par la quantité
(11 (t1), 72 (t2))-
Si f est holomorphe en c avec f'(c) # 0, ou si f est holomorphe avec f'(c) # 0, alors I'angle entre v, et 2 en c est
égal a 'angle entre f(v1) et f(v2) en f(c).

8 Applications biholomorphes
Soit D C C un ouvert. On note
O(D) :={f:D — C | f holomorphe}.

Définition 1.8.1 (Application biholomorphe) On dit que f € O(D) est une application biholomorphe de D dans
D' := f(D) si D' est un ouvert et si f : D — D' admet une fonction inverse f=1: D' — D € O(D").

On peut établir des liens entre les matrices complexes 2 x 2 et les applications biholomorphes. Notons une matrice

A:(ZL Z) a,b,c,d € C, (¢,d) # (0,0).

Définition 1.8.2 (Transformation linéaire fractionnaire) La matrice A définit une application

az+b

hyg:z+— ——
ATE cz+d’

appelée transformation linéaire fractionnaire.

Remarque 1.8.8 Plus communément, ces fonctions sont appelées homographies.
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Proposition 1.8.4 Sic#0, alors hy : C\ {—d/c} — C est holomorphe. De plus,

d , _a(cz+d) —claz+b)  ad—bc
e e

(V2 € C, hy(2) =0) <= (det A=0) < (ha = c*).

Ainsi,

Remarque 1.8.5
1. hy = id si et seulement si A est une homotéthie.
2. hap =haohg.
3. Sic=0, hy est polynomiale de degré 1 et est biholomorphe.
4. Sic#0et A€ GLy(C), alors
1 1 d b
A ~ det A <—c a)'

On en déduit que hy : C\ {—d/c} — C\ {a/c} est un biholomorphisme, de réciproque hy-1.

Ezemple 1.8.6 Notons H := {z € | J(z) > 0}, ainsi que E := {2z € C | |z| < 1}. Montrons qu’il existe une application
biholomorphe H — E. Notons
1 —i
()

z—1
z+1i
holomorphe sur C\ {—:¢}. Soit z = 2 + iy € H, alors y > 0. On a alors

cette matrice induit une application

ha:zr—

x4+iy—1i xz+ily—1) s T4 (y—1)2
h = = t h = —-—71
A= T T e o MO = Ty

Etant donné que y > 0, on a |y — 1| < |y + 1|, donc |ha(2)|> < 1. Par conséquent, h4(H) C E.

De plus,
1 /1 i
-1 _ *
4 _21(—1 1)’
donc
C\{1l} — C
ha-1: ; - iz+i € O(C\{1}).
—z+1
Soit z =z +iy € E, alors |z| < 1 et
i(r+iy) +i -2y —i(2?+y%-1)
hA—l(Z):_ " = — 3 )
(x+iy)+1 (x—1)2+y

On a donc Im(hy-1(2)) > 0, d’out hy—1(E) C H.
Enfin, hy ohy-1 :idg et hy-1 0 hy : idg, donc h4 : H — E est un biholomorphisme. Dans la littérature, on peut
la trouver notée simplement i et nommeée application de Cayley.

9 Automorphismes

Soit D C C un ouvert.

Définition 1.9.1 (Automorphisme) Une application f: D — D biholomorphe est un automorphisme de D. On
note Aut(D) lensemble des automorphismes de D.

Ezercice 1.9.2 Montrer que (Aut(D), o) est un groupe.

Ezxemple 1.9.3
1. Toute application de la forme z — az + b, ot @ # 0 et b € C, est un automorphisme de C. En fait, on montrera
plus tard que ce sont exactement les automorphismes de C.

2. Quels sont les éléments de Aut(H) ? Soit

A= (i Z) € GLI(R) = {M € GLs(R) | det A > 0}.

On vérifie par le calcul que si z € H, alors ha(z) € H.
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Théoréme 1.9.4  Pour tout A € GLF (R), ha € Aut(H).
Ezemple 1.9.5 Automorphismes de E : si f : D — D’ est biholomorphe, alors pour tout g € Aut(G),

fai=fogoft:D D€ Aut(D").

1 —i
B':(l i)’

ainsi que h Papplication qu’elle induit (c’est I'application de Cayley). Soit A € GL5(R), ha : H— H € Aut(H). Alors
g:=hohioh™! € Aut(E) et g est définie par une matrice

._ -1_ (& B
¢ nan— (5 ).

(07

Notons la matrice

Toute matrice de cette forme définit un automorphisme de E.



Chapitre 2

Séries entiére

1 Modes de convergence

1.1 Suites complexes
Définition 2.1.1 (Convergence de suites) Une suite (c,), € CN converge vers c si

Ve >0,IN e N,Vn > N, ¢, —c| <e.

Proposition 2.1.2  Soient (¢ )n, (¢))n € CN, qui convergent respectivement vers ¢, c’.
1. Pour tous a,b € C, ac,, + be,, — ac+ bc’.

2. cpcl, — cc.

3. cpfc, —c/c sid #0.

4. len| = |-

5. ¢, = C.

6. ¢, — c si et seulement si R(cy,) = R(c) et I(cn) = I(c).

7. Critére de Cauchy : (¢p,), converge si et seulement si c¢’est une suite de Cauchy, i. e.

Ve >0,IN e N,Vn,m > N, |c, —cm| <e.

1.2 Séries complexes

Définition 2.1.3 (Convergence de séries) La série Y a, est dite convergente si la suite de ses sommes partielles
(X h_oak)n converge.
Proposition 2.1.4

1. Y an converge si et seulement si Y R(an) et > I(an) convergent. Dans ce cas,

+oo +oo —+o0
D an =D Ran)+ ) Ian).
n=0 n=0 n=0

2. Critére de Cauchy : > a, converge si et seulement si

Ve >0,IN e N,Vn>m < N, |ame1+ - +an| <e.

3. Si > ay converge, aors |a,| — 0.
4. Y ayp est absolument convergente si y_ |a,| converge. La convergence absolue implique la convergence, et on a

+oo —+oo
> | <3 ool
n=0 n=0

5. Sl existe (tn)n € (RT)N telle que Z::E) t, < 400 et pour tout n € N, |a,| < t,, alors la série > a, converge
absolument.

6. Si ) a, covnerge absolument, alors pour tout o € Xy, la série ) ay(,) converge absolument et
+oo +oo
D om) = D an:
n=0 n=0

10
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1.3 Suites et séries de fonctions
Soient X C C et (f,)n € (C*)N.

Définition 2.1.5 (Convergence simple d’une suite de fonctions) On dit que (f,)n converge simplement vers
f dans AC X si
Vi A fulz) —— f(2).

n—-+oo

Définition 2.1.6 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions) On dit que (f,), converge uniformément
dans A C C vers f: A — C si

Ve > 0,dAN. e N,Vn > N.,Vz € A, |fn(z) — f(2)] <e.

Définition 2.1.7 (Convergence uniforme d’une série de fonctions) La série Y f, converge uniformément
dans A C C vers f: A — C si la suite de ses sommes partielles converge uniformément dans A vers f.

Soit A C X C C, on définit pour f : X — C la quantité

[[f]l.a := sup £ ()]
z€EA

On note

Vi={f: X=>C||flla < +oo}.
C’est un espace vectoriel, et || - |4 est une semi-norme sur V, i. e. elle vérifie tous les axiomes d’une norme sauf la
séparation.

Remarque 2.1.8 (fn)n converge uniformément vers f dans A si et seulement si || f, — f||la — 0.

Proposition 2.1.9 Soient (fn)n et (gn)n deux suites de fonctions convergeant uniformément reespectivement vers

fetg.
1. Pour tous a,b € C, (afn + bgn)n converge uniformément vers af + bg.

2. Si|lglla < 400, alors (frngn)n converge uniformément vers fg.

1.4 Convergence localement uniforme

Définition 2.1.10 (Convergence localement uniforme de suites) On dit que (f,), converge localement uni-
formément dans X si pour tout x € X, il existe U, € V(x) tel que (fn)n converge uniformément dans U,.

Définition 2.1.11 (Convergence localement uniforme de séries) La série > f, est localement uniformément
convergente si la suite de ses sommes partielles est.

Remarque 2.1.12 Clairement, si (f,,), converge uniformément dans X, alors elle converge localement uniformément.
Théoréme 2.1.13

1. Si (fn)n converge localement uniformément dans X vers f, alors f € C(X).

2. Si (fn)n est telle que la série Y fn converge localement uniformément dans X, alors sa somme est continue sur
X.
PREUVE. Exercice. U

1.5 Convergence sur les compacts

Lemme 2.1.14  Si (f,)n converge localement uniformément dans X, alors (fn)n converge uniformément sur tout
compact de X.

PREUVE. La suite (f,), converge uniformément localement dans X, donc elle converge simplement dans X. On note
f sa limite simple. Par convergence localement uniforme, pour tout = € X, il existe r, > 0 tel que

Ve > 0,3IN, € N,Vn > N,,Vy € é(m,rw), Ifn(y) = fy)] <e.

Soit K un compact de X, du recouvrement
K C U B(x,ry)

rzeEK

un recouvrement ﬁnl
No

K cC U l';’(xi,rmi).

i=1

11
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Soit € > 0, notons N := max;<;<n, IV;, alors

VYn > N,Vie {l,...,n},Vy € l%(xi,rwi), |fr(y) = f(y)]-
i. e. VyeK

Ceci montre la convergence uniforme de (f,), vers f dans K. |

Définition 2.1.15 (Convergence sur les compacts) On dit que (fn)n converge compactement (ou sur les
compacts) si (fn)n converge uniformément sur tout compact K C C compact.

Remarque 2.1.16 On a montré que la convergence uniforme implique la convergence compacte. La réciproque est
vraie si X est localement compact.

1.6 Critére de convergence

Définition 2.1.17 (Suite de fonctions de Cauchy) On dit que (f,)n est une suite de Cauchy sur A C X si

Ve > 0,dN. € N,Vm,n > Ng, ||fm_anA<€'

Théoréme 2.1.18 (Critére de Cauchy pour les suites) Soit A C X non vide et (f,,)n une suite de fonctions
de X — C. Il y a équivalence entre
1. (fu)n converge uniformément dans A,

2. (fu)n est de Cauchy dans A.
PREUVE. 2) == 1) : Notons pour tout z € A, f(2) := lim(,_,4c) fn(2). Alors si m,n € N, on a

On majore le membre de droite par définition de f(z) et par le caractére de Cauchy de (fy,)n- O

Théoréme 2.1.19 (Critére de Cauchy pour les séries) La série > f, converge uniformément dans A si et
seulement si
Ve >0,3IN, >0,Yn>m >N, Vz €A, |fmt1(z)+ -+ fn(z)] <e.

Théoréme 2.1.20 (Critére de Weierstrass de convergence uniforme) Soit (f,), une suite de fonctions de
X — C, soit A C X non vide. S’il existe (M), € (Ry)N telle que

+oo
VneN, |fulla <My, et > M, <-+oo,

n=0

alors la série Y fn converge uniformément dans A.
PREUVE. On a par inégalité triangulaire

S h

k=m+1

n

< Y flla< D My

A k=m+1 k=m+1

Si la somme des M, est finie, alors

Ve > 0,3IN. € N,Vn >m > N,, Z M, < e.
k=m+1

Par critére de Cauchy, la série Y f,, converge uniformément dans A. O

1.7 Convergence normale des séries

Définition 2.1.21 (Convergence normale) On dit que la série Y f,, converge normalement dans X si

+oo
Vze X, U, €V(2), Y |lfalv. < +oo.

n=0

Proposition 2.1.22 La convergence normale implique la convergence uniforme.

12
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Théoréme 2.1.23  Soit (fy,)n € C(X), si la série Y f, converge normalement, alors sa somme est aussi continue
sur X.

Théoréme 2.1.24  Si la série ) f, converge normalement, alors pour toute bijection 7 : N — N, la série ) f-m)
converge normalement et

+oo +oo

Z fT(n) = Z fn

n=0 n=0

Théoréme 2.1.25  Soient (f)n, (gn)n € CX. Si les séries Y. fn et > gn convergent normalement dans X, et que
l’on note f et g leurs sommes respectives, alors la série Z(n k)EN2 fngr converge normalement vers fg.

2 Séries entiéres

Soient (a,), € CN et 2y € C.

Définition 2.2.1 (Série entiére) Une série entiere de variable z centrée en zy est une série de terme général
n
(an(z — 20)")n.-

Lemme 2.2.2 (Abel) Supposons qu’il existe s, M > 0 tels que

Vn € N, |an|s" < M.

Alors la série y anz™ converge normalement dan l%(O, s).

PREUVE. Soit r €]0, ],

o < bl (5 4 (2)

Comme la série > M (r/s)™ converge, la série Y a, 2™ converge normalement. O

Corollaire 2.2.3  Si la série 3. a,z" converge en ¢ # 0, alors elle converge normalement dans B(0, |c|).
PREUVE. Le terme général (a,2"), tend vers 0, donc est borné. On conclut avec le lemme d’Abel. O

2.1 Rayon de convergence

Théoréme 2.2.4  Soit Y a,z" une série entiére. La quantité

R :=sup{t > 0] sup |a,t"| < +o0}
neN

est bien définie. De plus, la série Zanz”
1. converge normalement dans B(0, R),
2. diverge dans C\ B(0, R).
On appelle R le rayon de convergence de la série.
PREUVE.
1. Conséquence du lemme d’Abel.
2. Soit w € C\ B(0, R), alors sup,, |a,w"| = +occ. Donc la série > a,w™ diverge.
(Il

Proposition 2.2.5 (Formule de Cauchy-Hadamard) Le rayon de convergence d’une série Y a,(z — zo)™ est

1

" lim sup,, |an [/

Ezxemple 2.2.6
1. > n"2", R =1/(limsup, n) = 0.
2. 32" R=1.

La formule de Cauchy-Hadamard n’est pas trés utile.

Théoréme 2.2.7  Soit > an(z — 20)™ une série entiére, notons R son rayon de convergence. Si (ay)y est nulle sur
un ensemble fini seulement, alors

lim inf [an| < R < limsup [n] .
n |an+1| n ‘an-&-l‘

13
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Ezemple 2.2.8

1. exp(z) = + 202"/, an/ans1 =n+ 1, donc R = +4o00. La ) 2"/n! converge normalement dans C.
2. cos(z) = :(Xé( 1)"227/(2n)!. On a |ag,| = 1/(2n)! et az,+1 = 0, donc
1/2n
lim sup |an|1/” = lim sup ((2n)'> =0.
Donc R = +o00.

3. Pareil pour sin(2) = 3770 (=1)"22"*+1 /(2n 4 1)L
4. Mz) =32 (=1)""12"/n. R =1, pour tout = € R, A\(z) = In(1 + x).

n=1

Proposition 2.2.9 (Formule d’Euler) Pour tout z € C, exp(z) = cos(z) + isin(z).

PREUVE.
2m+1( n m m N 22k+1
i 1) ——.
2w e T e

3 Holomorphie des séries entiéres

Théoréme 2.3.1  Soit Y a,(z—20)" une série entiere de rayon de convergence R. Alors les séries Y nay,(z—z9)"
et S an(z — 20)" ™ /(n + 1) ont aussi un rayon de convergence égal G R.
PREUVE. Notons R; et Ro les rayons de convergence respectifs de ces deux séries.
Si (napt™), est bornée, alors (a,t™), l'est aussi, donc R > R;. Soient r < R et r < s < R, alors
roon NN
lan|r™ ™ n = |ap|—s" = = |an|s" (7) —.
ST T = \S T
borné

Par croissances comparées, r < R', donc R < R, dou R = R/. O
Théoréme 2.3.2  Soient une série enticre ) an(z — 20)" de rayon de convergence R > 0 et f : B(z0,R) — C

sa somme. Alors f est C-dérivable un nombre inifni de fois dans B(zO,R). En particulier, f est holomorphe dans
B(ZO,R). De plus,

vk > 1,Vz€[;’(z0,R), Zk'( ) (z — 20)" "

PREUVE. On peut supposer zp = 0. On considére la fonction
—+oo
g:z— Z nan,z"

n=1

D’aprés le théoréme précédent, g est définie sur B(0, R). Montrons que f’ = g. On fixe b € B(0, R).

Vz e B(0,R), f(z) Z an(z" — ")
n=0
+oo n—1
= Z an(z —b) (Z zkb”_l_k>
n=0 k=0

Ainsi,
f(z_b Zan<zzkbnlk>

Notons pour tout n € N,

n—1

fnizr—an Z ZRpn=1=k,
k=0
e Les fonctions f, sont continues.
e La série Y f,, converge normalement sur B(0,7), avec |b| < r < R, car

Vn e N,Vz € B(0,r), |fa(2)| < n|an|7“"_1,

donc || fallo.r < nlanlr™!
Par conséquent, la somme Y n = 07 f,, est continue sur B(0,7), donc en prenant la limite quand [z — b], on obtient

que (f(z) = f(0))/(z = b) = (=) 9(b), dott f'(b) = g(b). O

14
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3.1 Fonction exponentielle

Définition 2.3.3 (Fonction exponentielle) On définit sur C la fonction

+o00 P
exp : z — Z o
n=0
Proposition 2.3.4
1. exp’ = exp.
2.¥VzeC, efe?=1.
1
3. e =—.
eZ
PREUVE.
1.
too Zn—l
1Y — _
Vze C, exp'(z)= z:l = exp(z).
n=

2. Soit la fonction h : z — e*e~%. Alors
Vze C, N(z)=e%e *—e’e * =0,

donc C étant connexe, h est constante sur C. La conclusion découle du fait que h(0) = 1.

Théoréme 2.3.5  Soit G un ouvert connexe de C et soit f : G — C holomorphe sur G. Alors

V2 e G, f(z2)=ae” < VzeC, f(2)=0bf(2).

PREUVE. Laissée en exercice. (I

Proposition 2.3.6 Pour tous z,w € C, on a e*e® = e*Tv,
PrREUVE. Fixons w € C,
VzeC, exp/(w+z)=e""?

donc d’aprés le théoréme précédent, il existe a € C tel que e¥t? = ae?. L’évaluation en z = 0 montre que a = ¢¥. 0O
Proposition 2.3.7

1. V2 € C, €% =cosz+isinz. En particulier, pour z =z +1iy € C, e* = e*(cosy + isiny).

2. exp: C — C* est une surjection.

3. exp est 2im-périodique.

3.2 Fonctions sin et cos

Définition 2.3.8 (Fonctions sin et cos) On définit sur C les fonctions

ainst que
too 2n41
. (_1) " 2n+1
e nzzomz

Proposition 2.3.9
1. Ces fonctions sont holomorphes sur C.
2. cos’ = —sin et sin’ = cos.
3. Pour tous w,z € C, on a
cos(w+z) = cos(w)cos(z) — sin(w) sin(z)
{ sin(w+z) = sin(w)cos(z) + sin(z) cos(w).

4. Pour tout z € C, cosz = (e'* + e7#)/2 et sinz = (el — e71%) /2.
5. cos(C) =sin(C) = C.

15
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6. Ces fonctions sont 2mw-périodiques.

7. sin s’annule sur w4.

8. cos s’annule sur w/2 + wZ.
PREUVE.

5. Soient z,w € C, alors

W=cosz &= —— = < ¥ —2we¥ —1=0.

Cette équation admet une infinité de solutions.
7. Soit z € C, ‘ . ‘
sinz =0 <= €% —e =0 < % =1

3.3 Fonctions logarithmes

Définition 2.3.10 (Fonction logarithme) Soit D un ouvert de C. Une fonction | : D — C est une fonction

holomorphe vérifiant
Vze D, exp(l(z)) = z.

Ezemple 2.3.11 La fonction | : z — log \/x2 + y2 +iarctan(y/z) est une fonction logarithme sur DN{z € D | R(z) >
0}. On vérifie que pour tout z € E, I'(z) = 1/=.

Soient z = z +iy # 0 et w = u+iv € C tel que e = z. Alors e*"? = x +iy. Si Pon note z = |z]e!¥,
et = /a2 + y2 = |z|, donc u = log |z|. De plus, eV = z/|z| = €'¥, d’ott v = arg z.

Ainsi, si l(z) :=log |z| + iarg z, on a bien exp(l(z)) = z pour tout z € C.
Rappel : Arg: C* —] — 7, 7| est la fonction qui & un complexe associe son unique argument dans | — m, 7].
Définition 2.3.12 (Branche principale du logarithme) La branche principale du logarithme est la fonction
définie sur C\] — 00,0] par Logz := log|z| + iArgz. Elle est continue sur son ensemble de définition et vérifie
exp o Log = id.
Ezxemple 2.3.13

Log(1 +1) = log |1 +i| + i Arg(1 + i) = log\@Jri%.

Théoréme 2.3.14  Soient D un ouwvert de C et f: D — C* continue vérifiant expof =id. Alors f est holomorphe

dans D et 1
VzeD, f'(z)=-.
z

PREUVE. Soir zy € D. Montrons que
f(z0 + h) — f(20) 1
h h—0 Zo
Notons w : h + f(z0 + h) — f(z0), par continuité de f, w(h) — -0y 0. La fonction exp étant dérivable en 0,
exp(w(h)) — 1
h h—0

1

)

donc il existe € : C — C telle que £(h) —,—0) 0 et
exp(w(h)) — 1

=1 .
Vh e C, (A +e(h)
Soit h € C,
exp(w(h)) =1
B) —
(h) 1+¢(h)
Etant donné que
ew(h) = 720—"-}7/ :1+£7
20 20
on a L
h) = ,
T )
d’ott
flzo+h) = fz0) _ 1 L
h ZO(1+€(h)) h—0 ZO.
La fonction Log est bien holomorphe sur C\| — 00, 0]. O
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3.4 Fonctions puissances

Définition 2.3.15 (Fonction puissance) Soient a € C etl: G — C une fonction logarithme. On définit

G — C
z — 2% :=exp(al(z)).

Po :

Proposition 2.3.16 La fonction p, est holomorphe dans G et

Ve G, pl(z)=az*t.

Ezemple 2.3.17 Pour | := Log, G := C\| — 00,0] et a =i,

.1 eiLogi

il = 0+im/2) — e—TI'/Q.

= ei(

3.5 Fonction zéta de Riemann
Soit n > 0, la fonction z — n* := e?1°8™ est holomorphe sur C.

Théoréme 2.3.18  La série ) 1/n* converge uniformément dans {z € C | R(z) < 1+ e}, pour tous ¢ > 0, et
converge normalement dans {z € C | R(z) > 1}.
PREUVE. |n?|=n% doncsiz>1+c¢,

+oo 1 +oo 1
D ] < 0 e < 40
n=1 n=1
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Chapitre 3

Intégration sur les chemins de C

1 Intégration sur les intervalles de R

Soient I = [a,b] et f =u+iv: I — C continue. Alors on définit pour tous ¢,d € T

/Cdf(t)dt - /cdu(t)dt +i/cdv(t)dt.

Proposition 3.1.1 (Reégles de calcul)

L /if+g)e=/f+e/g.

2. /Cder/d fp/cf,
3./cf=—/d‘f.
p([1)=[sna([f1)=[a
s | [ [

2 Primitives

Rappel : Fonction réelle continuement dérivable : Une fonction f : I — C, ou I = [a,b], est continuement dérivable
si f est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, de dérivée continue sur Ja, b[, et si f’ admet une limite & gauche de b et
a droite de a. On dit aussi que f est lisse.

Définition 3.2.1 (Fonction complexe continuement dérivable) Soit f : I — C. Elle est continuement dérivable
siu et v le sont, et alors
df

Viel, E(t) =u'(t) + iV (¢).

Lemme 3.2.2 (Formule de composition) Si~y:I — D C C est dérivable et f : D — C est holomorphe, alors
fovy:I— C est dérivable et

Vtel, (fo)(t)=f ()Y ®).

PREUVE. Soit t € I, en notant v = = + iy, on a

fon(t) =u(z(t) +1iy(t)) +iv(z(t) +iy(t)),

donc
(f o) (t) = ua (v ()2 (t) + uy (v(1)y' () + i[vs (v ()2 (8) + vy (v(£))y' ()] = ' (v())' (¢).
O

Définition 3.2.3 (Primitive d’une fonction réelle) Une fonction F : I — C continue est une primitive de
f:I— C si F est dérivable et F' = f.

18



HOLO CHAPITRE 3. INTEGRATION SUR LES CHEMINS DE C

Théoréme 3.2.4  Soit f une fonction continue.
1. @+ [T f(t)dt est une primitive de f.

2. 8i F est une primitive de f, alors [° f(t)dt = F(s) — F(r).

Théoréme 3.2.5 (Changement de variable) Soient J C R un intervalle et ¢ : J — I une fonction dérivable &
dérivée continue. Alors pour toute fonction f : I — C continue,

w(s)

Vs e /Sf(w(t))g/(t)dtz/() Fu)du.

PREUVE. Si F est une primitive de f, alors

w(s)
/ T = P(s) ~ F(o())

Mais
Foy(t) = F'(p(t)¢'(t) = fle(t)¢' (1),
d’ou
[ #e0)¢ @)t = Flo(s) - Plott),
ce qui conclut. O

Proposition 3.2.6 (Intégration par parties) Soient f,g: 1 — C continuement dérivables, alors

b b
Vabel, / F(Hg (Ot = [F(DgB)], = / F (gt

3 Intégration sur les chemins dans C

Définition 3.3.1 (Intégration sur un chemin continuement dérivable) Soient I = [a,b] un intervalle de R,
v : I — C continuement dérivable, f : D C C — C, avec y(I) C D, continue sur v(I). On pose

Lf(z)dz = /ab FOy()Y (t)dt.

Ezemple 3.3.2 Exemples de chemins :
1. chemin constant, v = c,

2. segment [21, 2], Y(t) := 21 + t(21 — 22),
3. portion de cercle autour de zg, y(t) := 2o + re't

Définition 3.3.3 (Intégration sur un chemin continuement dérivable par morceaux) Soit v un chemin
Cl NC° On notey =1 +...9, ot les ~; sont continuement dérivables. On pose

[yf(z)dz = i/{ f(z)d=.

Définition 3.3.4 (Chemins équivalents) Deux chemins v : 1 — C et 7 : I — C continuement dérivables sont
dits équivalents s’il existe une bijection ¢ : I — I continuement dérivable, vérifiant ©' > 0, telle que ¥ = v o .

Théoréme 3.3.5 Si~y et 7 sont deux chemins équivalents, alors

Lf(z)dz:Lf(z)dz.

PREUVE. On pose I = [a,b] et I = [a,b]. Le changement de variable u = ¢(t) montre que

Lf(z)dz/;f(“?(t))’?/(t)dt/abf(’y(u))*y’(u)du[/f(z)dz_
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Exemple 3.5.6 Soit (t) := c+ re’, avec ¢ € C, r > 0. On pose I := [0, 27], alors

2m .
/(z —o)"dz = ir" ™! / et = { 0 si nz-l
v 0

2ir si n=-1

Proposition 3.3.7 (Régles de calcul) Soient v un chemin lisse par morceauz, D un ouvert de C et f,g: D — C
continues telles que v(I) C D.

1. /(f+9)(z)dZ=/f(z)dz+/g(z)dz.

v ¥ v
2. Vee C, f(z)dz = f(2)d=.
c Lc(z)z c/7 (z)dz

8. Soit v = 1 + 2 un chemin lisse par morceauz, alors

/Wm2 f(z)dz = 5 (z)dz + Lz F(2)dz.

4. On considére v~ le chemin vy parcouru dans le sens inverse, alors

L F(z)dz = —Lf(z)dz.

5. Soient D un ouvert de C, g: D—C holomorphe, de dérivée continue, et v : 1 — D. En posant v :=goy, on a
[ #61az= [ 1) ).
v gl

Proposition 3.3.8 (Majoration standard) Soient I = [a,b], v : I — C lisse par morceauz, D un ouvert de C
contenant y(I), f : D — C continue sur y(I). Alors

[yf(z)dz

b
/|7'(t)|dt si vy est lisse
a

<Nl L),

o1l

L(7) =
L(v;) si y=v1+4--+ vy est lisse par morceau..

H'M:
I,

PREUVE.

b b
/ @)y (#)dt S/ LF @Y (D1t < (1l L(v)-

Lf(z)dz

4 Intégrales et passage a la limite

Théoréme 3.4.1  Soient v : I — C un chemin lisse par morceaux, (fy,), une suite de foctions continues sur v(I),
qui converge uniformément sur v(I) vers f :~(I) — C. Alors

L Fu(2)dz ———> /W F()d=.

n——+oo

PREUVE. f est continue sur v(I), donc f,y f(2z)dz existe. Par majoration standard,

< fa = fllyay L(y) ——0.

n—-+oo

Aua—ﬁ@mZ

On considére deux chemins, v; et v2. Quand f,y f(z)dz = f'Yl f(2)dz, on généralise la notion de primitive.
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5 Primitives et indépendance vis-a-vis des chemins

Théoréme 3.5.1  Soient D un owvert de C, f: D — C continue et F' : D — C. Les propositions suivantes sont
équivalentes.
1. F est holomorphe dans D et F' = f.

2. Pour tous z1,z2 € D, v : I = [a,b] — D chemin lisse par morceaux tel que y(a) = z1 et v(b) = 22, on a
/f(z)dz = F(z2) — F(z1).
v

PREUVE. 1 = 2: Soient 21,29 € D et v: I — C reliant 2; a4 z5. On suppose que v est lisse, alors

b b b
/ f(2)dz = / FO ) (B)dt = / F'(4(0) (0)dt = [F())]’ = Fz2) — F(z1).

Siy=7v1 44, est lisse par morceaux, alors

n

l fd =Y / F(2)dz

=1 g

[

et le cas précédent conclut. )
2 = 1: Soit ¢ € D. D étant ouvert, il existe r > 0 tel que B := B(¢,r) C D. Soit z € B,

w ~ f(e) = i / (f(2) = f(e)dz,
z—c 27 C e
car f(c) = (f[c,z] f(e)dz)/(z = ¢). Ainsi,
EEE] Lt = Ol L) = 1 = FOlfess — 0

O

Définition 3.5.2 (Primitive d’une fonction complexe) Soit f : D — C une fonction continue. On dit que
F . D — C est une primitive de f si l’équivalence précédente est vérifice.

Ezemple 3.5.3 Soit n € Z\ {—1}. La fonction z + 2"*1/(n + 1) est une primitive de z — 2".
La fonction z — 1/z n’a aucune primitive sur les ensembles de la forme B(0,7) \ {0}. En effet,

1
/ —dz = 2ir.
aB(0,r)

Corollaire 3.5.4
1. Soient D un ouvert connexe de C et F: D — C. Si F' =0, alors F est constante.

2. Soient D un ouvert connexe de C et f: D — C. Si F et F sont des primitives de f sur D, alors F — F est
constante.
PREUVE.
1. Soient z1, 29 € D et v un chemin reliant z; & 2o, alors

/F’(z)dz = F(23) — F(21) = 0.

O

Définition 3.5.5 (Fonction exacte) Soient D un ouvert de C et f: D — C. Si f posséde une primitive dans D,
on dit que f est intégrable (ou exacte) dans D.

Remarque 3.5.6 Si f: D — C est intégrable dans D un fermé de C, alors pour tout chemin v : I = [a,b] — C lisse
par morceaux fermé, i. e. y(a) = v(b), on a
/ f(z)dz = 0.
y
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Théoréme 3.5.7 (Critére d’intégrabilité) Soient D un ouvert connezxe de C et f : D — C une fonction continue.
Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est intégrable dans D.

2. Pour tout chemin ~y fermé et lisse par morceaut,

De plus, pour zg € C fizé,

F(z) = / £(6)de

z

est une primitive de f, avec v, un chemin quelconque reliant zg G z.
PREUVE. 1 = 2 :Si F est une primitive de f dans D, alors d’aprés la remarque précédente, pour tout chemin
fermé ~ lisse, f f(z)dz = 0.
2 = 1: 801‘5 zo € D. Par connexité de D, pour tout z € D il existe v, un chemin reliant zg & z. On définit

7=

Soient z1,29 € D et vy : I = [a,b] = C un chemin lisse par morceaux reliant z1 a z2 tel que v(I) C D. L’existence est
assurée par les propriétés des connexes de C établie dans le TD 1. Alors

F(z) = F(zn) = [ [+ [ f(§)dE.

Vzo Vzg

Posons 7 := 7., +7 + 7z, C’est un chemin fermé, donc par hypothése,

0= / =] s / F(€)de — /  J(eae = / F(E)AE — (F(z2) — F(21)).

Lemme 3.5.8 (Lemme de Goursat) Soient D un ouvert de C et f : D — C wune fonction holomorphe. Alors
pour tout triangle T C D,

(]

f(2)dz =

orT

PREUVE. On sait que
max |z —w| < L(0T),

z,weT

et que si l'on divise T" en quatre triangles semblables, orientés dans le sens trigonométrique, 7T;, 1 < i < 4, T3 étant le
triangle du haut, T5 celui de gauche, T5 celui de croite, et Ty celui du milieu, on a L(0T;) = L(9T)/2. De plus,

de(f)d§= FOAE+ -+ [ f(E)dE.

oT, 0Ty

Soit k1 € {1,2,3,4} tel que

f(&)d¢| = max
8Tk1 ( 1<i<n
alors

s <a| [ s,

aT Ty,

Puis on divise de la méme maniére Tj, en quatre triangles T, ;, 1 <4 < 4. On choisit alors k € {1,...,4} tel que

fe)e| = max | [ fie)ag).

/ @ = e [ 5@

et donc
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En itérant ce procédé, on obtient une suite (T, . k,)n de triangles décroissante pour l'inclusion vérifiant

/6 L e,

s R

,,,,,

Vn € N,

f<§)d5] <

oT

On en déduit que
+oo
m Tklwuykn = {C},
n=1

ou ¢ € C est un point. On définit la fonction

f(z) = f(z)

g9(z) = P —f'lc) si z#e¢c

0 si z=c
Elle est continue, car f est holomorphe, et vérifie pour tout z € C,

f(z) = f(e) + f'(e)(z = o) + 9(2) (2 — o).

/8Tkl,,,,,kn f(z)dz = /aTk1 k f(c)dz—i—/aTk1

Par majoration standard,

De plus,

/ 9(2)(z — )dz

lcn”Z_C”BTkl,...,knL(aTkl ----- kn)
k LL(aTklv-uvkn)Z

1
<llgllots,  x. WL@T)Q

seees

< ngaTkl,...,kn + L(aT)2

D’apreés ce qui précéde,

orT

1
48| < 4" G LODPllors,.-

Mais la fonction g est continue et g(c) = 0, donc ||gllor,, ., —(n—sto0) 0- O

Théoréme 3.5.9 (Théoréme de Cauchy) Soient G un ouvert connexe étoilé centré en c et f : G — C holomorphe
dans G. Alors f est intégrable dans G et la fonction

F(z) = f(§)dg

[e:2]

est une primitive de f dans G. En particulier, pour tout chemin 7y lisse par morceauz et fermé,
[ st =o.
.

PREUVE. Montrons que F' est bien une primitive de f dans G. On fixe 2y € G, G étant ouvert il existe r > 0 tel que

o

B(z0,7) C G. Soit z dans cette boule, alors

F(z) = F(20) = f(§)dg - f(&)de = — f(§)dg - f(§)dg,

[C’Z] [C,Zo] [216] [5720]

mais f étant holomorphe, d’aprés le lemme de Goursat,
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Ainsi,
F(z) — F(z0) 1 1
| = 2 [ e 2 [ st
1
S FEe ICORSENEE
<|f- f(ZO)”[ZU,Z]m|Z — 2
P 0.

Par conséquent, F est dérivable en zg et F'(z9) = f(20). La fonction F est donc holomorphe sur G et est une primitive
de f. |

Lemme 3.5.10 (Lemme de Goursat renforcé) Soient D un ouvert de C, c € D et f: D — C continue sur D,
holomorphe dans D\ {c}. Alors pour tout triangle T de D ayant ¢ pour sommet,

f(&)dg = 0.
orT

PREUVE. Pour tout ¢ > 0, il existe une fagon de découper T en 17, T5 et T3 tels que ¢ € T3, ¢ ¢ Ty, Ts et L(9T3) < €.
Alors par le lemme de Goursat précédent,

fede+ [ fede+ f(&)df‘

f@ﬁ4
oT oTy 0Ty oTs
< |intar, f(§)d¢|
< Iflom, L(OTS)
<ellfllom-
O

Théoréme 3.5.11 (Théoréme de Cauchy renforcé) Soient G un ouvert connexe étoilé centré enc et f : G — C
continue, holomorphe dans G\ {c}. Alors f est intégrable dans G et

F@%[]f@mg

est une primitive de f.

Théoréme 3.5.12 (Formule de Cauchy pour lesodisques) Soient D un ouvert de C. f: D — C holomorphe
dans D. Soient ¢ € D, r > 0 tel que, en notant B := B(c,r), on ait B C D. Alors

VzeB, f(z)= 1/ f(’f)dg.

2 oB§— %

PREUVE. On fixe 2y € B et on définit la fonction g : D — C par

f(2) = f(z0)

si z# 2
92 =3 " oo 70
1'(20) si z = 2.

Cette fonction est continue sur D et holomorphe sur D\ {z}. Soit s > 7 tel que B’ := B(c, s) C D. D’aprés le théoréme
de Cauchy, g est intégrable dans B’. En particulier, pour tout chemin ~y lisee par morceaux et fermé, on a

Ag@M€0

Posons v := 0B, alors
F(O) — £(z0)

B §— 20

1 _ [
f(z0) /63 §— Zodf B /BB §— Zodg’

F(z0)2im = /8 i ,gf_(i);odg

d¢ =0,

donc

d’oll
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Corollaire 3.5.13 (Formule du maximum) Soient D un ouvert de C et f : D — C holomorphe. Soient ¢ € D,
> 0 tel que, en notant B := B(c r), on ait B C D. Alors

Vze B, [f(z) <|fllos-

PREUVE. Si € := ¢, par formule de Cauchy,

1 fG),

2im Joap 2 — ¢

fle) =

Comme OB est le chemin (t) := ¢+ re't, t € [0,27], on a

27 it 2
fle+ret), 4 1 "
— —— ire’dt = — Mydt.
% J, reit ¢ o ), fletred)

fle) =
Ainsi,
[f(e)] < *HfllaBZW =fllos-

Plus généralement, si & € B,

1 f(z)
< — d
1< 5| [ I
r
< | flos sup | —
2€0B | % _f
r
< ||f||aBr_7|§|
Cette inégalité est aussi vraie pour f*, k € N*, et
k k k r
S ) < .
IO < 1 os— \él \lfIIaBT_|§|
Ainsi,
1/k
o< slon (g) -
En passant a la limite quand [k — 400], on obtient que |f(£)| < ||fllos- O
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Chapitre 4

Développement en séries entiéeres

1 Analycité des fonctions holomorphes

Définition 4.1.1 (Développement en série entiére au voisinage d’un point) Soient D un ouvert de C et
J:D — C. On dit que f est développable en série entiére au voisinage de ¢ € D s’il existe 7 > 0 tel que B(e,r) C D
et s’il existe (a,), € CN telle que la série enti¢re Y a,(z — ¢)™ converge ponctuellement dans B(c,r) vers fiBeer)-

Lemme 4.1.2 (Critére de développabilité en série entiére) Soient v : I — C un chemin lisse par morceauz
et f:y(I) = C continue. On définit

C\y(I) — . ©
F:

Alors la fonction F' est holomorphe sur C\y(I) et en tout c € C\y(I), F est développable en série entiére au voisinage
de c. De plus, les coefficients (a,), € CN de son développement sont définis par

_ f(§)
vneN, a,:= ﬂ , (5 — C)"+1

de.
La fonction F est en fait infiniment dérivable sur C\ v(I), et

Vk € N,Vz € C\ (1), F®() = % / (’Sﬂf))’““dg'
Y

PREUVE. Soient ¢ € C\ y(I) et r > 0 tel que B(c,r) C C\ y(I). Soient & € v(I) et z € B(c,r). Alors

1 1 1 1 1 XR/z-c¢\" & Gz-on
§-z E-c—(z-0) Z—C:é—cz(f—c> “ L g

5—581_ n=0 n=0

Donc

On fixe z € B(c,r). Alors

| —

<l

I (€ n

ol |g| < 1. Ceci justifie 'interversion série-intégrale, d’out

+oo +00
F(z) = i Z_;)/7 g_fg,)ﬁl(z —o)"dé = Zan(z —o)".
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Théoréme 4.1.3 (Analycité des fonctions holomorphes)  Soient D C C un owvert, c € D, f : D — C
holomorphe. Alors [ est développable en séries entiéres au voisinage de c. Plus précisément,

+oo
V[;’(c,r) cD,vVz e l';’(c, r), f(z)= Zan(z —o)",
n=0

avec

vneN, a,:= ! &df.

B E 8B(c,r) (§ - C)n+1

PREUVE. D’aprés la formule de Cauchy,

vz e Ble,r), f(z)= ! / 1(©) d¢.

 2in oB(er) §— €

Par le critére de développabilité en série entiéres, f est développable en série entiére au voisinage de c et, en notant V'
un tel voisinage,

+oo
VeV, f(2)= an(z—0o)",
n=0

ou

1 /()

vn € N,a, = — LA
2im 0B(c,r) (f - C)n+1

de.

Remarque 4.1.4 On a montré que les fonctions holomorphes sur D C C ouvert sont infiniment dérivables sur D.

Théoréme 4.1.5 (Théoréme de prolongement de Riemann) Soient D C C un ouvert et f : D — C holomorphe
sur D\ {c}. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1. f se prolonge en une fonction holomorphe f: D — C.

2. f se prolonge en une fonction continue f: D — C.

3. f est bornée au voisinage de c.

4. lim,_,.(z —¢)f(z) =0.
PREUVE. Les implications 1 = 2 = 3 = 4 sont triviales.

4 = 1 : On peut supposer que ¢ = 0. Soit la fonction g définie par

La fonction g est continue en 0. On définit maintenant h : D — C par h(z) := zg(z). Alors

h(z) —h(0) _ zg(z) _ g(z) — 0.
P z z—0

La fonction h est donc dérivable en 0 et est holomorphe sur D \ {c}. Ainsi, h est holomorphe sur D et est donc
développable en série entiére au voisinage de 0. On note

“+o0
h(z) = Z anz".
n=0
Comme h(0) = h'(0) =0, on a
“+o0
h(z) = 2* Z Qpy22"”.
n=0

Notons
D — C

400
F: h(z
z %:Zanwz"’
n=0

holomorphe au voisinage de 0. Pour z # 0, f(z) = h(z)/z2, donc f se prolonge en une fonction holomorphe sur D. 0]
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Théoréme 4.1.6 (Théoréme des zéros isolés) Soient D C C un ouvert conneze et f,g: D — C holomorphes.
Alors il y a équivalence entre
1. f=g sur D,
2. 8:={z2e D] f(z) =g(2)} aun point d’accumulation dans D,
3. il existe c € D tel que
VkeN, f®(c)=g" (o).

PREUVE. 1 = 2: Trivial.

2 = 3 : Soit ¢ € D un point d’accumulation de S. Soit h := f — g. Alors h est holomorphe dans D. S’il existe
m € N tel que h™ (¢) # 0, on choisit m le plus petit entier vérifiant cette propriété. Alors sur une certaine boule
B :=B(c,r), on a

—+oo +oo
K (¢ R(k) .
h(z) =Y k'()(z—c)k”':(z—c)mz?(z—c)k :
k=m : k=m :
=:hpm(2)

Mais h,, est holomorphe dans B, et

Vze B, hm(z)z{ 0 sizeBNS\{c}

#0 siz = c.
C’est impossible car h,,, est continue en c. Ainsi,
VEeN, h®(c)=o.

3 = 1: 1l existe ¢ € D tel que pour tout k € N, f*)(c) = g®*)(c). Posons h := f — g. Montrons que h = 0 sur
D. Définissons pour tout k € N,
S :={we D|h¥(w) =0},

qui est un fermé de D. Ainsi, S := NgenSk est un fermé non vide de D, car ¢ € S. Mais soit z5 € S, il existe r > 0
tel que B(zg,r) C D, donc

+oo
h(z) := Z an(z — 20)",
n=0

avec a,, = 0 pour tout n € N, car 29 € S. Donc h = 0 sur l’;’(zo, r), donc l’;'(zo, r) C S, d’ou S est ouvert. Par connexité
de D, S =D donc f =g. O
Corollaire 4.1.7  Soient D C C un ouvert et f : D — C holomorphe, non localement constante. Alors pour tout

a € C, f~1({a}) est un ensemble discret.

Corollaire 4.1.8 Soient D C C un ouvert connezxe et ¢ :|a,b[C D — R. Alors il existe au plus une fonction
holomorphe f : D — C telle que f =0 sur ]a,b|.

2 Sur le concept d’holomorphie

Définition 4.2.1 (Fonction localement intégrable) Soient D C C un ouvert et f : D — C continue. On dit
que f est localement intégrable dans D si D peut s’écrire comme U, Vy, ot les V,, sont des ouverts sur lesquels f est
intégrable.

Théoréme 4.2.2  Soit f: D — C continue. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. f est holomorphe dans D.

2. Pour tout triangle T C D,
f(§)dg =0.
ar

3. f est localement intégrable dans D.
4. Pour tout B disque ouvert tel que B C D,

Vze B, f(z)= %/@B gf(_g)zdé“.

5. f est développable en série entiére au voisinage de tout ¢ € D.
PREUVE. 1 = 2 : Lemme de Goursat.

2 = 3 : Critére d’intégrabilité.

3 = 1 : Une primitive F' est holomorphe, donc est infiniment dérivable, d’ou f est holomorphe.

1 = 4 : Formule de Cauchy.

4 = 5 : Analycité des fonctions holomorphes.

5 = 1 : Toute série entiére Y a,(z — z9)™ est holomorphe. O
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Corollaire 4.2.3  Soient D un ouvert de C, v : I — C un chemin lisse par morceauz, et g : v(I) x D — C continue.
Alors pour tout w € y(I), g(w,-) est holomorphe dans D et la fonction h définie par

h(z) = / g€, 2)de

est holomorphe dans D.
PREUVE. Soit T' C D un triangle. Par le théoréme de Fubini,

/aT (/ﬁ(&z)%) dz = /7 (L,Tg(g”z)dZ) A =0,

par lemme de Goursat. U

Théoréme 4.2.4 (Formule de Gutzmer) Soit une série entiére f(z) := :i% an(z—c)", de rayon de convergence

R > 0. Notons pour 0 <r < R, M(r) := max|,_¢— | f(2)|. Alors
+00 1 27 )
> lanfrtn = 5 [ Ifte s re? g < MGy
=0 21 0

PREUVE. Ecrivons z = ¢+ ¢?. Alors

+oo +oo
flz)= anz —cC' = Z aprte” e
n=0 n=0

et

+oo
|f(Z)‘2 = f(z)f(z) = Z afnr”f(c + Teiw)e_i¢7l,

n=0

Par conséquent,

21 +o0 2

1 2 . 1 . . 1 I . .
|f(c+re'?)|dp = o / Z an" f(c+re'?)e ¥ dy = o Z anr’ fle+e¥)e ¥ dy,
0 n=0 n=0 0

2m Jo
par convergence normale. De plus, pour tout n € N,

27 i 27
1 f(g) L f(c_‘_r(p)eiei“"dgp:ii f(C—FTin)ei‘pnng,
0

= 9ix oB(c,r) (€ —c)ntt ¢ 2im Jo  (rele)ntl 27 rm

d’ou )
2mr"a,, = / fc+re®)e ¥mdyp.
0
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