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MATHEMATIQUES 1

Proposition de corrigé par Thomas Harbreteau. Pour toute question ou remarque éventuelle, vous pouvez me contac-
ter a l'adresse mail suivante : tharbreteau@protonmail.com.

EXERCICE I

Q1. La fonction f est continue sur J0, +oo et par croissances comparées, f(t) =te™ /(1 —e™") = 01100 (1/t?).
Par comparaison a une intégrale de Riemann, elle est intégrable sur [1,+oo[. De plus, comme f(t) ~u_0)1, f est
prolongeable par continuité en 0 donc est intégrable sur |0, 1], donc sur ]0, +o0[.

Le développement en série entiére de la fonction ¢ — 1/(1 — ¢) montre que

+oo
t
vt €]0, 00|, i f(t) = Zte—(n-&-l)t.
n=0

Notons pour n € N, f,, : t = te~ ("Dt
e Les f, sont continues sur |0, 4+oo].
e Les f, sont prolongeables par continuité en 0 et pour tout n € N, f,,(t) = o(tﬁ+oo)(1/t2). Par comparaison a une
intégrale de Riemann, les f,, sont intégrables sur |0, +o0].
e Le calcul précédent montre que la série de fonctions Y f,, converge simplement vers f, continue sur ]0, +o00].
e Soit n € N et un réel x > 0, par intégration par parties,

/I|f | = *tei(nﬂ)t ”” + : /Z e~ (Dt gy — 7mef(n+1)$ + 1 — e (ntz
Jo nl — n+1l |, n+1J N n+1 (n+1)2 )

ce qui montre l'intégrabilité de f,, sur |0, +oo[. Par passage a la limite quand x — +o00, f,, étant positive,

[ Tinl= [ hs

L . —+oo L. . N .
La série Y ([, fn) est donc une série de Riemann de parameétre 2, par conséquent elle converge.
Par théoréme d’interversion série-intégrale,

00 ¢ —+o00 +o00 +o0 1
/0 Y </0 f”> "L G

n=0 n=0

donc d’aprés le résultat admis, cette intégrale vaut w2 /6.

EXERCICE II

Q2. La suite (p,) étant bornée, d’aprés le lemme d’Abel, la série entiére > p,t™ a un rayon de convergence
supérieur ou égal & 1. De ce fait, sa somme Gy est définie sur | — 1, 1].
Par produit de Cauchy de deux séries entiéres absolument convergentes sur | — 1,1,

+oo

Vte] - 1,1, Gx,(t)Gx,(t) = Z (Zn: P(X;1 =k)P(Xs=n— k:)) t".
k=0

Par indépendance de X; et X5 et par probabilités totales,

VneN, P(S=n)=) P(Xi+Xs=n,Xo=n—k)=>» P(X1=FkX,=n—kk)=)Y P(X;=kP(X,=n—k),
k=0 k=0 k=0
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d’ou Gx,Gx, = Gs.

Pour tout t €] — 1,1[, Gs(t) = E(tX1t%2) et par indépendance de X; et Xs, les variables aléatoires tX1 et
tX2 sont indépendantes, par propriété de I’espérance du produit de deux variables aléatoires indépendates, Gg(t) =
E(t*)E(t™*) = Gx, (t)Gx, (1).

Q3. Notons pour n € N, X,, la variable aléatoire désignant le numéro de la boule tirée au né™e tirage. Les tirages
étant avec remise, indépendants, les X,, sont indépendantes et S,, = X1 4+ --- + X. Les X,, suivent toutes la méme

loi, celle de X et
1 ¢ £\ 2 t 1\°
tel—1,1 H=-+-+(=) =(=+2=) .
viel—1,1], Gx, (b) 4+2+<2) <2+2>

Soit n € N, d’aprés le résultat admis, G, = (Gx,)" donc pour tout t €] — 1,1[, G, (t) = (t/2 + 1/2)?>". La fonction
génératrice caractérisant la loi de probabilité, S,, suit une loi B(2n,1/2).

PROBLEME

Partie I - Propriétés

Q4. Pour tout z €] — 1,1[, 1 — 2" ~(,400) 1 donc [a,2™/(1 — 2™)| ~(ns 400 [ana™|. La série entiére ) anz"
ayant un rayon de convergence égal a 1, elle converge absolument sur | — 1, 1[. Par comparaison, la série de fonctions
> apz™/(1 — z™) aussi.

Notons pour n > 1, a, = 1/n?. La suite (42" /(1 — 42™)) converge vers —1 donc a,42" /(1 — 42™) ~(;, s o0y —1/07.
Par comparaison & une série de Riemann, la série Y a,42" /(1 — 42™) converge.

Q5. Soit b €]0,1[, pour n > 1, notons f,, : © — apz™/(1 — ™). Pour tous x € [—b,b] et n € N, |a,z|" < |a,|b" et
1/|]1 — 2™ <1/(1 —b"), ce qui montre que
N <Jan) L
oo (fal(—pp) < |an|1_7bn'
Comme |b| < 1, d’aprés Q4, la série > a,b"™/(1 — b™) converge absolument. Par comparaison, la série Y f,, converge
normalement donc uniformément sur [—b, b].

Q6. Avec les notations précédentes, les f, sont continues sur | — 1,1[ et d’aprés Q5, la série Y f,, converge
uniformément sur | — 1, 1[. Par transmission de la continuité par convergence uniforme sur tout segment, f est continue
sur | — 1,1[.

e La série de fonctions Y f,, converge simplement sur | — 1,1[ vers f une fonction continue sur cet intervalle.

e Pour tout n > 1,

n—1 n n n—1 n—1
B poy o (1 —2") —2"(—na""")  napx
Vx E] 17 1[) fn(x) = an (1 _ x’ﬂ)Q B (]_ — l’n)Q )

e Par théoréme de dérivation des séries entiére sur leurs disques ouverts de convergence, la série entiére Y na,z" !
converge absolument sur | — 1, 1[. Soit b €]0, 1[, de méme qu’en Q5, on montre que

n—1

b
Vn > 1, Noo(frth—b,b]) §n|an|m

et d’aprés Q4, la suite (1/(1 — b™)) est bornée. Par comparaison, la série Y f/ converge normalement donc
uniformément sur [—b, b].
Par théoréme de classe C! pour les séries de fonctions, f est de classe C! sur | —1,1[ et
too gn—1
M) —
Ve el -1,1, [fl(z) = Z”anm,
n=1
d’ou f'(0) = ay.

Q7. Soit n,m € N* tels que n # m, alors I, N I, = 0. Soit (k,p) € A, alors (k,p) € Iy, donc A C Upsoly, et
réciproquement, si n € N*, (k,p) € I, alors (k,p) € A donc Uy,,~0l,, C A, donc (I,,) est une partition de A. La famille
(un,p) étant sommable, par théoréme de sommation par paquets,

+00 +00 +oo
DD =0 | 2w
n=1p=1 n=1 \(k,p)el,
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Soit x €] —1,1[ et n > 1, alors |z|" € [0, 1] donc la série }_  |a,2"P| converge et

|z["

“+oo
> laga"?| = Ianlz |z[")" = |an fﬂ”lz |2]")? = lan|T——= e
p=1

D’apres Q4, la série ( ;r:i |z |) converge donc par théoréme de sommabilité, la famille (a,z™P) est sommable.

D’apreés ce qui précede,

“+o00 400 +o0
Z Zanx"p = Z Z apz’? et |z"| < 1 donc Zan = Z Z ai | ™.
n=1p=1 n=1 \ (k,p)€l, n=1 \ (k,p)€l,

Mais soit n > 1, si (k,p) € I,,, k divise d et réciproquement, si k divise n alors il existe p > 1 tel que (k,p) € I,, d’ou
Z(k,p)eln k= Ek\n ay = by,. Ainsi,

+o00 n +o00
€z n
E Ap—— = E bpx™.
1—2zn
n=1 n=1

Partie II - Exemples

Q8. Avec les notations de Q7, pour tout n > 1, b, = d,,. D’aprés Q7,

Vo el —1,1], Zdw

n=1

Q9. Remarquons que pour tout n > 1, ¢(n) étant le nombre d’entiers naturels inférieurs ou égaux a n et premiers
avec n, p(n) < n+ 1. Soit z €] — 1,1}, par croissances comparées, |a,z"| = 0(,—4o0)(1/n?). Par comparaison a une
série de Riemann, la série entiére > a,,x™ converge absolument sur | — 1, 1[. Notons R son rayon de convergence, alors
R > 1 mais la suite (a,) n’est pas bornée : en effet, pour tout n € N, agn est le nombre d’entiers premiers avec
2" et inférieurs ou égaux & 27, c’est donc le nombre d’entiers impairs entre 0 et 27, qui est égal & 2°~!. On a donc
G2 —n—+00 +00, ce qui montre que R <1, d'ou R = 1.

Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6 et 12 et (1) =1, ¢(2) =1, p(3) =1, (4) = 2, ¢(6) = 2, p(12) =4, ce qui
montre bien que

D’aprés Q7 et le résultat admis sur ¢,

Vo €] —1,1], ng

S ) =S

n=1 \(k,p)€l,

Q10. Par développement en série entiére de la fonction  — In(1 + x),

—+o0 —+o0 n
Ve el - 1,1, I(l+a)= (- 1"+1x Z
n=1 n=1

Notons pour n > 1, f,, : & — (—x)"/n et soit x €] — 1, 1].
e La suite (f,,(z)) est a signes alternés.
e La suite (|fn(z)|) est décroissante, de limite nulle.
Par théoréme spécial sur les séries alternées,

Vo €]0,1[,Vn > 1 iof(x) o™ 1
Y = P k “n+1 " n+1

donc la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur ]0, 1[. Par théoréme de la double limite quand z tend vers
1 par valeurs inférieures,

—1In2.
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Q11. Notons I = [-1/2,1/2]\{0},

wer, 10y, 2L
’ T — 7L1_xn'

Notons pour n > 1, f, : @ — a,2" /(1 — 2™). La suite (a,,) étant bornée, on montre comme en Q6 que pour tout
n > 1, Noo( fnl;) = O(nstoc)(1/2"71) done par croissances comparées, Noo ( fn|;) = 0(n—st00)(1/n?). Par comparaison
a une série de Riemann, la série de fonctions ) f,, converge normalement donc uniformément sur I. Par théoréme de
la double limite lorsque  — 0, f(x)/x — 30y a1 = —1, on retrouve bien le résultat de Q6. De plus, f(z)~—0) —

Q12. Notons pour n > 1, f, sz — (1 — z)(—x)" /(1 — 2™) et remarquons que

Vn > 1,Vz €]0,1], |fn(z)] = 2" (Zm) :(i;)

k=1
Soit n € N et = €]0, 1], pour tout k € {1,...,n}, 0 < z*¥ < 1 donc 1/z* > 1, d’ou
-1
xk n’
k=1

On a donc Neo( ful 1) < 1/n, ce qui entraine la convergence normale donc uniforme de la série de fonctions ° f,
sur ]0, 1[. Par théoréme de la double limite quand z tend vers 1 par valeurs inférieures,

too n
an (1)@ — > EL
r<l n=1

On conclut avec Q10 que f(z) ~(z—1, 2<1) —In(2)/(1 — ).

FIN
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