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Proposition de corrigé par Thomas Harbreteau. Pour toute question ou remarque éventuelle, vous pouvez me contac-
ter a l'adresse mail suivante : tharbreteau@protonmail.com.

1. Soient n > 1et z € C,
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On en déduit que le rapport précédent tend vers 0 quand n tend vers +oo, donc par critére de d’Alembert, la série
entiere Y (pn)"z"/(pn) converge absolument pour tout z € C, donc a un rayon de convergence égal a +o0.

De plus, soient n > 1 et z € C,
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donc par les mémes arguments, le rayon de convergence de la série entiére > (pn)"zP"/(pn)! est égal a 4o0.

A  Equivalence entre (H,,) et (H,;) lorsque r > 0

2. Comme r > 0, la fonction t — (t — 1)" est dérivable sur |1, +o0o[ et la fonction ¢ + t'~" est dérivable sur R. Par
opérations, ¢, est dérivable sur |1, 4o00[ et

Vi1, o) =0—-r)t "t -1+t Tt -1 =t - 1)" (A=)t = 1) Frt) =t -1 > 0.

La fonction ¢, est donc strictement croissante sur |1, +-00[, mais ¢, (1) = =z < 0 et 4 (t) = (1—400) +00. Cette fontion
étant continue sur |1, +oo[, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule en au moins un ¢, > 1 mais
par stricte croissance, ce t, est unique. On en déduit que ¢, est négative sur [1,¢,] et positive sur [t;, +00[.

Soit n € N,

(n + 1)7“71

(n+1)rxn+1 n’ n (n+1)T71
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—— "=l gz —n"(n+ 1)) = -
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Etant donné que |t,] < t, < [to] < +1, upi1(x) < u,(z) si et seulement si n > [¢,], d’ou la croissance de la suite
(un(7))o<n<|t,) et la décroissance de (un(z))n>|t, |-

3. Soient « € Ret z > |a| +1, alors z +a > 1 et

@x(x+oz)—(as+oz)1’“(x—l—oz—l)r—x_x((l—i-j)l_r( ax1>r—1).

Comme les quantités a/x et (a—1)/x tendent vers 0 quand x tend vers +00, on peut écrire les développements limités
a l'ordre 1 suivants :

or(z+a)= <(1+(1r)$> <1+7’
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La limite recherchée est donc o — r. A fortiori, (2 + 1) —(4—+4o00) 0. Soit € > 0, il existe donc A > 1 tel que pour
tout & > A, |¢@z(x + r)| < €. D’aprés la question 2, ¢, est 'unique point d’annulation de ¢, donc il existe J, > 0 tel
que pour tout ¢t > 1, |t —t,| < 0, si et seulement si |, (t)| < e. Mais pour tout = > 0, on peut choisir un ¢, < e. Ainsi,
si x> A, alors |p.(z +7)| < e donc |z +7r —t,| <, <e. Ceci montre bien que t; — 2 — 7 — (3 400) 0.

4. Soit k € Z. Remarquons que pour tout x > 0, u|,|(z) > 0.
e Si k > 0, soit z > 0, alors
ule4k(®) _ (2] +5)" 1 K

uy(@) — le]m ()R < x (o] +1

)l‘.

Mais pour tout ¢ € {|x|+1,...,|z] +k}, 1/(lz| + k) <1/i <1/(|z] + 1), donc

zF zF z®

@]+ 0 = [ TR x (@] + D)~ (a] +

Par théoréme d’encadrement, u|q|41(2)/t|z| () = (3—400) 1, d’0lt I'équivalent recherché.
e Si k=0, le résultat est évident.
e Sik<O,
ue) k() _ (L] + k) 1 o
Uz () [z]" (lz)+k+1)x - x|z]" "~

et on montre le résultat comme dans le cas k£ > 0.

Dans tous les cas, ||+ (T) ~(z—+o0) U|z) (T)-
Soit n € N, on a donc
=]

1
() —— n+ 1.

i=|z]—n

Soit € > 0, par définition de la limite, il existe donc A > n tel que pour tout x > A,
£

Z ui(z) | —(n+1)| <e.

i=|xz]—n

o
um (J))

La positivité de u|,|(x) permet de réécrire ceci

L]
> wil@) > (n+1—e)up (),

i=|xz]—n

donc pour € = 1, on obtient bien la majoration voulue.

5. Soit k € Z, d’aprés la question 4, pour tout n € N, il existe A,, > |k| + n tel que pour tout > A,, |[x+k]—n >0
et

lz+k] lz+k] irxi lz+k] SL’i
@ < Y w@ = Y Tk Y < lerkye
i=|z+k]—n i=|z+k]—n i=|z+k]—n

Soit & > 0, comme |2 + k]" /2" = (5400 1, il existe B > 0 tel que pour tout z > B, |z + k" /2" < (1 +¢). De plus,
il existe N > 0 tel que (1 +¢)/N < €. Notons C' = max{Ay, B}, alors pour tout z > C,

U|z+k] (I) LZ+I€JT 1+e¢
< < < .
0= x’e* T Nz T N <€

Etant donné que pour tout = € R, [# + k| = |x] + k, ceci montre que u|;)44(2) = 0(5—4o0)(2"€7).

D’aprés la question 3, il existe A > 0 tel que pour tout z > A, -1 < z +r —t, < 1. Soit z > A, alors
ty—r—1<az<ty+1—r,donc [t;] —r—1<z< [ty;]+2—r, dou [t;] —|r] -2 <z < [tz] +2—|r]
L’entier |z | étant le plus grand entier vérifiant |x| < z, ceci montre que |t,] — [r] =2 < |z] < [tz| +2— [r]. Posons
I={lr]—1,...,|r] +2}, il existe donc i € I tel que [t,| = |z] + i. Soit € > 0, d’aprés la question 5, il existe pour
tout 4 € I un réel strictement positif A; tel que pour tout > A;, 0 < u|,|4(7)/(2"e”) < e. Notons B = max;er{A;},
alors pour tout > max{A, B}, 0 < M,/(z"e”) < ¢, ce qui montre bien que M, = 0(5—1o0)(z"€”).
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6. Soient z > 0 et N > 1, comme ug(z) =0,

N N N- N-—
n"
712::1 n(tn—1(z) Z +1Un () 712::1 un () Nun(z z:: Nun (T z:: ol
Par croissances comparées, uy () —(n—sto0) 0 et comme z # 1, [Dy| = [(1—2")/(1—2)| < 2/|1—2|. La suite (D) est

donc bornée et d’aprés la question 1, la série Y n"(zz)"™/n! converge. Ceci montre que la série > Dy, (up—1(z) — up(x))
converge et que, par passage a la limite quand N — +o00, sa somme vaut S, 1(zx).
Soit N > |t ], les calculs précédents et I'inégalité triangulaire montrent que

N 9 [ta] N
ZDn(unfl(x) —up(2))| < 12| Z [un—1(x) — un(z)| + Z [un—1(2) — un ()|

n=1 n=1 n=|ty|+1

Mais d’aprés la question 2, si n > |tz], un—1(x) < un(x) et sin > |t,], Pinégalité est renversée. Comme ug(z) = 0,

[ta] N [ta] N
Z [tn—1(7) — un ()| + Z [Up—1(7) —un(z)] | = Z(Un(x) —Up_1(7)) + Z (un—1(x) — un(x))
n=1 n=|ty]+1 n=1 n=|ty|+1

= up, | (@) +up, ) (@) —un(2).

Le terme uy(x) étant positif et M, étant un majorant de la suite (u,(z)), alors M, > u|,|(z) donc en passant a la
limite quand N — 400, on obtient bien |S,1(z)| < 4M, /|1 — z|.
On en déduit que S, 1(x) = O3 400) (M), donc d’aprés la question 5, Sy 1(2) = 0(z—1o0) (2"€").

7. Soient x > 0et N > 1,
1
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N
nl
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La série Y n"(¢¥z)" /n! étant convergente, la série Z(Zi;é n"x"E™F /n!) Pest aussi et par passage a la limite quand

N — +o0,
p—1 +o0 nr p—1
-5 2 (Se)

k=0 n=1 k=0

g

>
Il

De plus, pour tout n > 1, étant donné que £" = €2"™/?_ la somme Zi;é(ﬁ")k vaut 0 si n n’est pas un multiple de p
et p sinon, d’oul

p—1 +o0 nr +oo (pn)r
E ST l(ka) =D E "= p " = pS’r (z)-
’ n! (pn)! P
k=0 n=1 n=1
nepN

D’aprés la question 6, pour tout k € {1,...,p—1}, S,1(£%2)/(2"€") = (3 400) 0. Ceci montre bien que pS,. ,(x)/(z"e”)
est équivalent & S, 1(z)/(z"e”) quand z tend vers +oo, donc que les énoncés (H,.1) et (H, ,) sont équivalents.

B Une démonstration probabiliste

8. Soit @ > 0, pour tout = > 0, X, suit une loi de poisson de paramétre x, donc son espérance et sa variance sont égales
a . D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, pour tout z > 0, P(|X, — z| > az?®/?) < 2/(az??) < 1/(az'/?),
d'ot P(|X, — 2| > az??) =, 400 0.

9. Soit z > 1, remarquons que 0 < A, < (1 —271/3)" et 0 < B, < (1 4+ 2~ '/3)". Ces deux variables aléatoires donc
sont bornées, donc admettent une espérance finie.

De plus, par croissance et linéarité de l'espérance, A, étant positive, 0 < E(4,) < (1 — x*1/3)rE(1(Z1<1_1_1/3)).
Mais E(Lz, o1 p-18) =P(Ze <1—273) et P(Z, <1—-27'3) =P(1 = Z, > 27 1/3) < P(|1 - Z;| > 27/3) <
P(|X, — 2| > 2%3) car > 0. La question 8 montre que cette derniére quantité tend vers 0 quand = tend vers +oo,
donc par théoréme d’encadrement, E(A,) —(z—400) 0-

De méme, on montre que (1 — 2~ '/3)P(|Z, — 1| < 27'/3) < E(B,) < (1 + 2~ Y3P(|Z, — 1| < 27/3). D’aprés
la formule des probabilités totales, P(|Z, — 1| > 2~%/3) + P(|Z, — 1| < 2~'/3) = 1, donc la question 8 montre que
P(|Z, — 1] < 27Y%) =, 400y L. Par théoréme d’encadrement, E(B,) — (4 400) 1.
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10. Soit = > 0, il existe (ap,...,an_1) € RV tels que HkN;()l(X k) = Zk o ' ar Xk, La variable aléatoire X,
suit une loi de Poisson de paramétre x, donc si k € {0,...,N — 1}, d’aprés le théoréme de transfert, X, admet
un moment d’ordre k si et seulement si la série Ze‘xx”nk /n! converge. Cependant, par croissances comparées,
e Tx"nk /nl = o(nﬁﬂ,o)(l/nQ). Par comparaison a une série de Riemann, ces séries convergent donc X, admet des
moments d’ordre 0,1,..., N — 1. Par inégalité triangulaire, |Yy | < | H,ICV; (X, — k)| < Z \ak\X ce qui montre
que Yy, admet bien une espérance finie.

On peut alors appliquer le théoréme de transfert, ce qui conduit & :

N-1 +o00 T +00
E¥vr) = ZP <1<n>w+z"‘/3> [[ (- ’“)> = 2 aowm=" X PEe=m
h=0 n>T;i];[2/3 n>mfz:2937N

Ceci montre bien que E(Yy ) = 2VP(X, >z + 2?3 — N).
Enfin, il existe A > 0 tel que pour tout z > A, 2%/3~N > 2%/3/2, d'ou P(X, > z+2?/*~N) < P(X, > z+2%/3/2).
D’aprés la question 8, P(X, > x + 22/3/2) admet une limite nulle quand = tend +oo, d’ott E(Yn,) = o(x_>+oo)(:cN).

11. Notons pour tout k € {1,..., N}, le polynéme Py, = Hf;ol (X —1), qui est de degré k. La famille (1, Py, ..., Py) est
une famille de polynémes de degrés deux a deux distincts, donc est libre. Comme elle posséde N +1 éléments, c’est une
base de Ry[X]. Le polynome X étant dans Ry [X], il existe (ag,...,an) € RV tels que XV = chvzl ar Py + ao
et I’évaluation de cette relation en 0 montre que ag = 0. Soit z > 0, alors

N-1
S (Tn)e ot =S ar
k=0
D’aprés la question 10, pour tout k € {1,..., N}, Y}, admet une espérance finie, qui est négligeable devant z?V

quand z tend vers +oo. Par linéarité de 1’espérance,

E(l(z,5140 52, ) al E(Yi.)
N = Z ap——— ——— 0.

< 14z71/3, 1z, (w)>14a-1/3)Zy(w) = 0 et sinon, Z;(w) < Z%TJJrl(w). On en
ZL rl+1

12. Soit = > 0, soit w € Q. Si Z,(w

(w)
déduit que 0 < 1z s14,-1/8)2Zy < Lz 5140-1/5) . Par croissance de I'espérance, 0 < E(1(5 »14,-1/5)2;) <
E(l(Zw>1+w_1/3)Z}TJ+1). Comme |r] +1 € N*, d’aprés la question 11, le membre de droite de l'inégalité admet une
limite nulle quand = tend vers 0, ce qui montre que E(l(zz>1+w—1/3)Z;) —(z—+00) 0-
Soit z > 0, remarquons que Z, = A, + B, + 1z, >142-1/3yZ, donc d’apreés la question 9, Z; admet une espérance
finie, qui tend vers 1 quand x tend vers +oo.

Par formule de transfert, on a donc

+oo oo p

E P(X —1 d’ou E ~ z"e’.
IT T— 400 n! r—+oco

n=1

Ceci prouve 1'énoncé (H, 7).

13. Notons pour n € N, a,, = (pn)"?/(pn)! ainsi que b, = (p(n +1))"/(p(n + 1))
e Un calul analogue a celui fait & la question 1 montre que, par critére de d’Alembert, la série Y b,2™ a un rayon
de convergence égal a +o0.
e Les b, sont tous strictement positifs.
e Pour tout n € N*,

an _ (pn)"" (pn+ 1) _ 1 ( n >T
— = n+1) x - xpn+1).
b Gy Gut e \ng1) B
Comme (pn + 1) X ==+ X p(n + 1) ~(,—400)(pn)P, le rapport a, /b, tend quand n tend vers +oo vers 1, d’ott

An ™~ (n—+o0) by,
Par lemme de comparaison asymptotique des séries entieres, comme ¥ —;_, o) +00,

+oo [e's)
pn ~ b pn d, kS ~ D o .
Z anz’ o~ E:O nx?", ol Srp(z) el T Sr—pp(T)
n—=
Si (H,,p) est vraie, Sy, (%) ~(z—4o00) 7€"/p donc Sy_p p(2) ~(z—400) " Pe”/p, ce qui montre (H,_, ;).
On montre ainsi par récurrence que pour tout k € N, pour tout s > 0, (Hs_pp) est vraie. Or il existe ¢ € N tel
que r + gp > 0 et alors (H,4qp,p) est vraie, d’ou (H, p) est vrai.
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C Application a I’équation d’Airy
14. Pour tout n > 2,

1
vn—vnlzlnn—i—xln(i?_l) —ln(x—i—n):—ln(l—i—x)—xln(l—).
n n n

Le développement limité & I'ordre 2 quand n — 400 s’écrit

T x? 1 1 + 1 3 2 + 1 0 1
Up = Un—1=—\—"—"55 )| T|——— —>5 o — | =z o — | = — .
! n  2n? n n? n—-+oo \ n2 2n2  notoo \ n2 n—doo \ N2

Par comparaison & une série de Riemann, la série Y (v, — v,—1) converge.
Par correspondance suite-série, la suite (v, ) converge, notons [ € R sa limite. Pour tout n > 0,

-1
vp, = In(n!) + In(n®) —In (ﬁ(az + k‘)) =In [ nIn® (ﬁ(x + k‘))
k=0 k=0
Par continuité de la fonction exponentielle sur R,
n -1
nln® <k1:[0(3: + k)) e el.

En notant I'(x) = €' > 0, on obtient bien '’équivalent recherché.
15. L’équation différentielle (Ai) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 de la forme a(t)z” (t) + b(¢)x'(t) +
c(t)x = 0 ot a = 1, donc ne s’annule pas sur R. Par théoréme de Cauchy-Lipschitz, (Ai) admet une unique solution

sur R vérifiant les conditions en 0 de I’énoncé.

16. Supposons la fonction f développable en série entiére en 0 sur R, il existe (a,) € RN telle que pour tout ¢ € R,

t) = 3.7 ,¢". Par théoréme de dérivation des séries entieres sur leur disque ouvert de convergence,
n=0 g
+oo
vteR, f'(t)= Z n(n —1)a,t" 2.
n=2

La fonction f étant d’aprés la question 15 une solution de (Ai),

+oo +oo +oo “+oo
vt € R, Z n(n —1at" 2% = tz ant”, donc : vt € R, Z(n +2)(n+ Va2t = Z ap—1t".
n=2 n=0 n=0 n=1

Par unicité du développement en série entiére, ag = 0 et pour tout n > 1, (n+2)(n+1)an42 = an—1. De plus, f(0) =1
et f/(0) =0, donc ap = 1 et a3 = 0. On en déduit que pour tout n > 1, agy+1 = aznr2 = 0 et pour tout n € N
azn = (3n + 3)(3n + 2)ag(n41)- On en déduit par récurrence que pour tout n € N,

n -1 n -1 n—1 —1
azn = (H(3k)(3k - 1)) = <3"n! [1k- 1)) = (3%! | JICLE: 2)) .
k=1

k=1 k=0

On a donc pour tout ¢t € R,
—+o0 —+oo
ft) = Z ant" = Z aznt®™.
n=0 n=0

Mais pour tout r > 0,

3(n+1) 3

r

az(mn+1)T _ 0
3(?1 -+ 1)(3TL + 2) n—-+oo

a3n7n3n

D’aprés le critére de d’Alembert, pour tout r > 0, la série Y a,r™ converge absolument, donc a bien un rayon de

convergence égal & +o0. La fonction f est donc effectivement développable en série entiére en 0 sur R.
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17. D’aprés la question 15,

i 2 (n—1)2/3(n—1)! n'/3(n —1)! nl
;Eo (k - 3) nTle T(2/3)  niie T(2/3)  niiec nd/L(2/3)

Mais d’aprés la question 16, pour tout n € N, as, = (32"n! Hz;é(k +2/3))~! donc on obtient bien 1'équivalent voulu.
D’aprés la formule de Stirling,

2n)!  ~ 2\/%(2:>2n et (nh? ~ 27rn<ﬁ)2n, d’otl (n)? ~ \/ﬁ(ggn)'

n—-+oo

On en déduit bien I’équivalent recherché.

18. Notons pour n € N, a,, = as,, ainsi que b, = n~'/%T(2/3)(2/3)%" /(/7(2n)!).
e Pour tousn >0et r >0,

B (niil)l/ﬁ @)2 (2(5121)!1))! - (nil)% (;)2 (2n+1)1(2n+2) otoe

D’aprés le critére de d’Alembert, la série ) b,r™ converge absolument pour tout r > 0, donc a un rayon de
convergence égal & +o0.

n+1

bn+1r
bpr™

o Les suites (a,) et (b,) sont équivalentes d’apres la question 17.

e La constante I'(2/3) étant strictement positive d’aprés la question 15, les b,, sont tous strictement positifs.
D’apres le lemme de comparaison asymptotique des séries entiéres, comme 3 tend vers +oco quand ¢ tend vers +oo,
Zn o Qnt ’N(nﬁﬂ,o) Z;Z% b,t3", d’ou, d’aprés la question 16,

[(2/3) X _, . (2t3/2/3)2"
f0, 5o (\//7?)”2_%" el (271/)!)

2
N (2/3 1/6 Z —-1/6 2t3/2 n
n—+o00 ﬁ 3

913/2
N (2/3)21/657 62( t )
n——+oo ﬁ 3

D’aprés 'équivalent de S_ /6.2(2t%/2/3) établi a la question 17,

_ 3/2
-~ F(2/3)21/6 (2753/2/3) 16277/ -~ F(2/3)31/6t’1/462t3/2/3
n—-+oo ﬁ 2 n—-+oo ﬁ ’

On en déduit que C = T'(2/3)3Y/6/\/x.

ft)

FIN
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