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Préambule

Tous les énoncés de ce document sont tirés des feuilles d’exercices de la MPSI de La Martiniére Monplaisirﬂ Les
solutions qui les accompagnent sont des propositions de corrigé et peuvent comporter des erreurs. Si vous en trouvez,
vous pouvez me contacter a I’adresse mail en bas de pageﬂ Les solutions sont rédigées rigoureusement mais leur
objectif est d’expliquer les étapes des raisonnements et non pas d’étre élégantes et concises.

Seuls les exercices & sont traités. Ils sont considérés comme globalement plus difficiles que les autres, car moins
guidés ou plus techniques, mais leur difficulté ainsi que leur intérét reste trés variable. Ils sont plutdt typés exercices
d’oraux. Il n’est intéressant de regarder complétement une solution qu’une fois I’exercice cherché, mais il est possible
d’en lire une partiellement se débloquer.

Vous pouvez vous déplacer facilement dans le document en cliquant sur la feuille d’exercice qui vous intéresse dans
la table des matiéres. Vous pouvez revenir & cette derniére & tout moment en cliquant sur le symbole & en bas & droite
de chaque page. Attention, il se peut que sur téléphone, les liens ne fonctionnent pas. Bonne lecture.

Thomas Harbreteau

1. https://mpsilamartin.github.io/maths/TD.html
2. tharbreteau@protonmail.com
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MPSI LA MARTINIERE MONPLAISIR FEUILLE D’EXERCICE N° 1

Feuille d’exercice n°1 : Fonctions usuelles

Exercice 17 (2&)
Résoudre : Arcsin 22 = Arcsinz + Arcsin(v/27).

> Solution.

Notons (E) cette équation, la fonction Arcsin étant définie sur [—1,1], (E) est définie sur [—1/2,1/2].

Analyse : Soit « € [-1/2,1/2] solution de (E). On cherche a éliminer les Arcsin, on commence donc par appliquer
la fonction sinus & notre équation, ce qui méne a

22 = sin(Arcsin 2 4+ Arcsin(v/2z)).
En développant le sinus, il vient
22 = sin(Arcsin x) cos(Arcsin(v/2z)) + sin(Arcsin(v/22)) cos(Arcsin ) = x cos(Arcsin(v/2z)) + V2 cos(Arcsin z).

Comme cos = /1 — sin?, ceci se réécrit
2r = x\/l — sin(Arcsin(v21))2 4+ v2x4/1 — sin(Arcsin )2 = zv/1 — 222 + V221 — 22,

soit

x(?—x/l—QxQ—M)ZO.

Par conséquent, x = 0 ou 2 — /1 — 222 — {/2(1 — 22) = 0. Notons (€) l'équation

2—V1-22—\/2(1-2) =0,

définie sur [~1/2,1/2]. Elle semble difficile a résoudre, cela nous arrangerait qu’elle n’admette aucune solution. Etant
donné que ¢t € [—1/2,1/2],

! <V1-2t2<1

‘/Z , dou 2(1+\/§)§2\/12t2+\/2(1t2)§2\/g\/;l,

\@s\/m—t?)sﬁ
soit

1—\/§§2—\/1—2t2+\/2(1—t2)§2—\/§+1.
V2
Enfin,
V3+1 ) )
2 — 7% >0 <= 2V2>V3+1 <= (2v2)2> (V3+1)? <= 8>4+2V3 «—= 2>/3 < 4>3.

Comme 4 < 3,2 — (v/3+1)/v/2 < 0, et donc (£) n’admet pas de solution. On en déduit que x = 0.
Synthése : On vérifie bien que 0 est solution de (E).
Ceci montre que (E) admet 0 pour unique solution.
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Feuille d’exercice n°4 : Nombres complexes

Exercice 5 (2)

Résoudre pour z € C, 2arg(z + i) = arg(z) + arg(i) [27].

> Solution.
Notons (E) cette équation. Soit z € C,

2arg(z +1) = arg(z) + arg(i) [2n] <= arg(z +1)? = arg(zi) [27] <= arg((z +1)?) — arg(zi) = 0 [27].

On aimerait rassembler les termes du membre de gauche, mais le cas z = 0 pose probléme. On vérifie que 0 n’est pas
solution de (E) et on l'exclut. Soit donc z € C\ {0},

z+1)2
arg((z +1)?) — arg(zi) = 0 [271] <= arg ((JZZ)) =0 [27]

(z +1)2
21
22 4 2iz—1
— €
zi

!

R,

!

R,
— —iz+2+i€R+.
z

Notons r > 0 et 6 € [0, 27] le module et Pargument de z, alors

| . i 6 —ising 1 1
i 24 = —ire? 424 —e 1 = —ir(cos@ +1isinf) NED I e g 2 + sin(6) (r—i— ) +icos(9) ( —r) ,
z r T T r

d’ou . .
, 2 + sin(6) (T+T> >0 2 + sin(6) (7“+r) >0
—iz+2+i€R+ = =
z

cos(0) (i—r) ~0 (cos0 = 0) ou ((i—r) :0) |

cosf =0 «— He{ﬂ SW},

Comme 6 € [0, 27],

272
et comme r > 0,
1
S—r=0 < 1=
r

= r=1.
Enfin, comme r > 0,

241 2
i sinf >0 <= sinf > — " .
r2+1

. 1
2 + sin(0) (T+r> >0 <= 2+

e Sir=1,—-2r/(r? +1) = —1 et donc pour tout @ € [0, 2x], sin > —2r/(r% + 1).
e Sif=m/2,sinf=1,o0rr>0donc —2r/(r>+1) <0, dot sin > —2r/(r?> + 1).
e Sif =3m/2,sin0 = —1 et alors

2r 2r
= —1> -

inf > —
Sy = r2+1 - r241

= 24 1<2r = P+l -2r<0 = (r—1?%?<0 < r=1.

On en déduit que
. 1
2 + sin(6) (7“ + ) >0

r

v o (1)) T 7D

r

Par conséquent, les solutions de (FE) sont exactement les nombres complexes dont le module est égal & 1 ou dont
Pargument est égal & 7/2, sauf 0 qui n’est pas solution.
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Exercice 10 (2&)
Soit (n,z) € N* x C tel que 2" = (2 + 1)® = 1. Montrer que n est multiple de 6 et que z* = 1.

> Solution.
Notons 6 € R I'argument de z. Comme 2" = 1, |z| = 1 donc z = €. De plus, (z +1)" =1 donc |z + 1| = 1. En
utilisant la technique de ’angle moitié ainsi que les formules d’Euler, on obtient que

2 cos <0) el0/2| =
2

Par conséquent, cos(6/2) = £1/2, donc 6/2 est égal & /3 ou & 27/3 modulo 7, donc 6 est égal a 27/3 ou & 47/3
modulo 27, ce qui montre au passage que z3 = 1.
e Sif=2n/3 [27],

|Z+ 1‘ _ |619 + 1| _ |610/2(ei9/2 +€7i0/2)‘ _

n
. 1 ; i
(Z + 1)n _ (6127r/3 + 1)71 _ <2 +1\g§> = (6177/3)71 — elnTr/S =1,

donc nr/3 =0 [27], soit n = 0 [6].
e Sif=4n/3 [27],

. 1 3 " . .
(Z + l)n — (6147r/3 + 1)71, — (2 _ 1{) — (e—m/S)n — e—1n7r/3 =1,

donc nw/3 =0 [27], soit n = 0 [6].
Dans tous les cas, n est bien un multiple de 6.

Exercice 13 (2&)

. . im
Soit n un entier naturel non nul, notons w = exp < ) Calculer
n

n—1
Z(l + wkym
k=0
> Solution.
D’aprés la formule du bindéme de Newton,
n—1 n—1 n n
RTULED D) B (4 P
k=0 k=0 j=0 ™

Mais on sait calculer la somme géométrique . wh | d’ott I'idée d’inverser les deux sommes. Comme elles sont finies,
cela ne pose pas de problémes et

n—1 n n n—1 n n—1
=35 (1) =3 () S
22 ()« = )t = SDNCIE
k=0 j=0 <] =0 k=0 M =0 \ M/ 150
On reconnait bien une somme géométrique. Soit j € {0,...,n},

W =1 &2V =1 «— 2jr/n=0[271] <= j=0[n.

e Sij=0 [n], cest-a-dire si j =0 ou j =n,
n—1

Z(wj)k =n.

k=0
e Sij #0 [n], w’ # 1 donc par formule de sommation géométrique,
n—1

S L

1—w
k=0

Mais wi™ = 29" = 1, donc cette somme est nulle.
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Par conséquent,

:Z_:a )y —Z ((Z‘) ;i_j:<wj>k> = (3)ns (0)n=2n
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Feuille d’exercice n°5 :  Equations différentielles

Exercice 2 (h)
b x2—1
Soit a,b € R, soit I(a,b) = / ——  dx
a (@2+ 1)Vt +1
1) Montrer que I(a,b) = I(—b, —a).

11 1
2) Soient a et b de méme signe. Montrer que I (7 b) = I(a,b). En déduire que [ (a, ) =0.
a a

3) Soit y € [1, +o0[, montrer qu’il existe un unique z € R tel que y = ch(x). On note alors z = Argch(y).
Remarque : on dit que x est l’argument cosinus hyperbolique de y.

4) Exprimer e8*®) en fonction de y.

Facultatif : exprimer Argch(y) en fonction de y et étudier la fonction Argch.
1
5) Calculer I(a,b) pour a > 1 et b> 1 en commencant par poser u = & + —, puis u = v/2ch(t).
7

6) En déduire I(a,b) lorsque a et b sont de méme signe (non nul).

> Solution.
1) Le seul outil dont on dispose pour changer les bornes d’une intégrale est le changement de variable, on se doute
donc que c’est ce qu’il faut utiliser dans les premiéres questions. Le changement de variable affine x = —u montre que

B b | R -0 (—u)? -1 " - u? —1 " .
I(a’b)*/a (x2+1)\/md B /, ((—u)2+1)\/(—u)74+1d */,b (u2 +1) u4+1d = 16, ~a).

2) Le changement de variable © = 1/u montre que

I(a,b) = /: (xz_ldx

224+ DVt +1

1
[ )
l/a1 1 u?
<u2+1> 1

1/b 2 1
u? =
e,
1/a (14+u?)V1+u?

11
=7 (- =
(&3)

3) La fonction ch est continue, strictement croissante sur R, ch(0) = 1 et ch(z) — (4 o) +00. C’est donc une
bijection de R4 dans [1,4o00], d’ou 'existence d’un unique x € R4 tel que y = ch(z).

4) Notons = € R, le réel défini en 3), alors eA™8P(¥) = ¢ mais y = ch(z) = (e* + e~*)/2. Par conséquent,
2ue® = e* +1, soit e2® —2ye® +1=0.

Considérons I'équation t2 — 2yt + 1 = 0. Son discriminant A est égal & 4y — 4 = 4(y? — 1), donc ses racines sont

(2y £ /4?2 —1))/2 =y £ /y?> — 1. On en déduit que e* = y + \/y? — 1, mais y — 1/y? — 1 semble trop petit pour

valoir e®. En effet, x € R4 donc e* > 1 et

Y=V —1>1 = (y—-12>y* -1 <= y* -2 +1>9y* -1 <= y <1,
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la premiére équivalence venant du fait que y — 1 > 0. Par conséquent, €® = y — 1/y2 — 1 si et seulement si y = 1. Mais

quand y =1, on a aussi €® =y + /42 — 1, ce qui montre que e* =y + /y2 — 1, donc que e*&P®) =y 4 /y2 — 1.
On en déduit que

Argeh : y € [1, +ool In(y + /32 — 1).

Par opérations, Argch est dérivable sur [1, +o00[, avec

9
14— 27

2P — 1 % + 2/ — 1 1
Argel'(y) = ¥ b oo
Y+ -1 22— 1t+y2—1) V2 -1

Elle est donc strictement croissante sur [1, +00[ et sa limite en +00 est +00.

Yy € [1, +o0],

5) Soient a > 1 et b > 1. L’énoncé suggeére le changement de variable u = x + 1/, on va donc commencer par faire
apparaitre des facteur x + 1/x dans lintégrale :

) )
b — b ) b -
I(a,b) :/ 5 v’ 14 ’ dx:/ z dz.
o (@ +1)ve ax(1+1)x ! ¢ (1+1) :172+1
x x

2
¢+ —
22

x2

Le numérateur correspond & du, exprimons /22 + 1/z2 en fonction de u. Le facteur #241/2? apparait dans I’expression
de u?, en effet 2% + 1/2% = u® — 2, d’ott

b (1 > b41/b
/ dx = / —du
a (1 n ) a+l/a U u2 2

L’énoncé suggére ensuite le changement de variable u = v/2ch(t), ce qui donne, en notant o = Argch(a + 1/a) et
B = Argch(b + 1/b),

/b+1/b / V2sh(t ) d B sh(t) "
at1/a uVu? — V2 ch(t)/2ch(t) a V2ch(t)\/ch(t)2 -1

Mais ch? —sh® = 1, et Argch est & valeurs dans [1, +oc[, donc @ > 1 et 8> 1. Sit > 1, \/ch(t)2 — 1 = |sh(t)| = sh(¢),
d’ou

? sh(t) t\18
/a\ﬁch(t) ﬁh(t)Q— / ﬂch \f/ = V2[arctan(e")] ..

D’aprés 2), on a donc

1 1\? 1 1\?
I(a,b)z\/i[arctan(et)]iz\@ arctan a+g+ <a+a> — 1] — arctan b+g+ <b+b> -1

6) Supposons a et b non nuls, de méme signe. La question précédente incite a distinguer des cas.
e Sia>1etb>1,lecalcul a été fait en 5).
e Sia<1letb>1,alors 1/a > 1. Par relation de Chasles,

H(a,b) = I (ai) v (ib) ,

et I(a,1/a) = 0 d’aprés 2). On est ramené au cas précédent.

Sia>1etb<1,I(a,b)=—I(b,a) et on est ramené au cas précédent.
On traite les cas négatifs en se ramenant aux cas positifs avec 1).
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Exercice 8 (@%h)
2,11

On étudie les équations différentielles d’Euler, qui sont de la forme (&) : az?y” + bxy’ + cy = g(z), ot a, b et ¢
sont des constantes et g est une fonction.

1) On suppose que 'on étudie (€) sur R% uniquement et I'on pose z(t) = y(e'). Montrer que y est solution de
(€) si et seulement si z est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre deux, & coefficients constants
(& déterminer en fonction de a, b et ¢).

2) Résoudre z2y” + 2y’ — y = 2zIn(z) sur RY.
3) Résoudre z?y” + 3zy’ +y = (z + 1)? sur R%.

4) Résoudre 2%y" + 3zy’ +y = 0 sur R.

> Solution.

1) La fonction exponentielle est une bijection de R dans R?* | donc
Ve e RY, ax?y’(z) +bay'(z) + cy(x) = g(z) <= VteR, ae*y"(e") +be'y (') + cy(e’) = g(e').
Comme z = y o exp,
VteR, 2/(t)=ely(e
vVteR, =z
d’ou
VteR, ae*y’(e') +be'y (") +cyle') = g(e') <= Vte R, az’(t)+ (b—a)?'(t) + cz(t) = g(e').

On en déduit que

az’y’ +bay +cey=g < a2’ +(b—a)z' +cz=goexp.

2) D’aprés 1), y est solution de cette équation si et seulement si 2 = y o exp vérifie 2"/ — z = 2te!. L’équation
caractéristique de cette équation est 2 — 1 = 0, de solutions 1 et —1. Les solutions homogénes sont donc de la forme

t > Ae' + Be™!, avec (A, B) € R%

Notons le polynéme P = 2X ainsi que A = 1, alors I’équation est de la forme 2" — z = P(t)e*. Comme ) est racine
de l’équation caractéristique, on cherche une solution particuliére de la forme t — (at? + Bt +v)e!, ot (a, 8,7) € R3.
Soit f une fonction de cette forme, alors

VteR, f/(t)=(2at+ B)e! + (at? + Bt +v)e! = (at? + (2a + B)t + B + 7)et
VteR, f'(t)=(2at+2a+ B)et + (at? + 2a + B)t + B+ y)et = (at? + (da+ B)t + 2a + 28 + v)et.

On en déduit que

f"—f=2te! <= VteR, (at?+ (da+B)t+2a+28+7)e’ — (at? + Bt +v)e! = 2te!
— Vte R, ((da—2)t+2a+2B)e' =0
<~ VteR, (4a—-2)t+2a+23=0,

par stricte positivité de I’exponentielle. L’évaluation en 0 et la limite quand ¢ tend vers +oco montrent que

da—2=0 a

e .
2a0+28 =0 6:_1
2

VieR, ({a—-2)t+2a+p=0 < {

On peut prendre v = 0 pour la solution particuliére. On en déduit que ’ensemble des solutions de I’équation 2" — z =
2tet est

1
{t > Ae' + Be ! + §(t2 —t)e' | (A, B) € RQ}.
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Mais d’aprés ce que I'on a dit au début, z est solution de cette équation si et seulement y = z o In est solution de

2%y" + xy’ — y = 2z In(x). Ainsi, les solutions de cette équation sont

{x — Ae@ 4 Be~In@) 4 %(m(x)? —In(z))z | (A,B) € R2} ,

soit
{x — Ax + g + %xln(x)(ln(m) -1)|(4,B) € R2} .

3) D’aprés 1), y est solution de cette équation si et seulement si z = yoexp vérifie 2"/ +22"+2z = (e! +1)? = 2+ 2e! +1.
L’équation caractéristique de cette équation est t? +2t+1 = (¢t + 1)? = 0, dont 'unique solution est —1. Les solutions

homogeénes sont donc de la forme
t s (At + B)e™", avec (4, B) € R%

On cherche une solution particuliére de ’équation, qui peut étre exprimée comme somme de solutions particuliéres
des équations

242 4= (1)
2"+ 22 4 2 = 2¢ (2)
2422 +2=1 (3)

e On cherche une solution de (1) de la forme ¢ — ae?’. Soit f une fonction de cette forme,
1
f"+2f +f=¢€* <= VteR, (“datdat+a—-1)*=0 = a= i

par stricte positivité de I’exponentielle.
e On cherche une solution de (2) de la forme ¢ — Bet. Soit g une fonction de cette forme,

1
§"+2¢ +g=2" <= VteR, (B+28+B-2) =0 — ,3:5,

par stricte positivité de I’exponentielle.
e La fonction constante égale a 1 est solution de (3).
On en déduit que I'ensemble des solutions de I’équation 2" + 22" + z = (e! + 1) est

{t — (At+ B)e " + %e% + %et +1|(A,B) € R2}.

Mais d’aprés ce que l'on a dit au début, z est solution de cette équation si et seulement y = z o In est solution de
2%y" + 3zy’ + y = (x + 1)2. Par conséquent, les solutions de cette équation sont

1 1
{x — (Aln(z) + B)e~ @) 4 §62 In(@) 4 ieln(””) +1|(4,B) € R2} )

soit

1 1
x

4) Notons (€) cette équation, définie sur R, ainsi que (€4) et (€_) les restrictions respectives de (£) a Ry et a R_.
On a montré en 3) que ensemble des solutions de (&) était

{IH/UH(ZHB | (A,B)GRQ}.

La fonction — exp étant une bijection de R dans R* , de méme qu’en 1), on montre que si z = y o (— exp),
2,11

ar*y” +bxy +cy=9g < az’ —(b—a)z +cz=go(—exp).

Des calculs analogues a ceux faits en 3) montrent que I’ensemble des solutions de (£_) est

{ Aln(—z) + B
Ty

| (A, B) eRQ}.

10 )
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Analyse : Soit y une solution de (&), alors ses restrictions a R% et a R*, notées respectivement y, et y_ sont
solutions respectivement de (£;) et de (€_). Il existe donc (4, B,C, D) € R* tel que

. Aln(z)+ B
eR, o A
In(— D’
vz e R, y_(x):%

De plus, y est de classe C2 sur R, donc y, ¥ et y” sont continues en 0. Mais y, et y_ semblent diverger en 0, ce qui
pose probléme pour la continuité de y. En effet, si (A, B) # (0,0),

y4(r) — oo, donc y(x) — £oo.
z—0 z—0
>0 x>0

La fonction y ne peut étre pas continue a droite de 0 si (A, B) # (0,0) et on montre de méme qu’elle ne peut pas étre
continue a gauche de 0 si (C, D) # (0,0). Par conséquent, A = B=C = D =0, donc y = 0.

Synthése : La fonction nulle est bien solution de (£).
Finalement, (£) admet une unique solution, la fonction nulle.
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Feuille d’exercice n°7 :  Notion d’application

Exercice 5 (%\h)

Soient E, E’, F, F’ quatre ensembles, v : B/ — E, v : F — F' deux applications. On définit 1’application
p:feEFF—svofouecF'F.
1) Vérifier que @ est bien définie.

2) Montrer que si v est injective et u surjective alors ¢ est injective.

3) Montrer que si v est surjective et u injective alors ¢ est surjective.
Remarque : cette derniére question est sensiblement plus difficile que les deux pemiéres.

> Solution.

1) Soit f € FF, pour tout z € E', u(x) € E donc f(u(z)) € F, et donc v(f(u(z))) € F’. Ainsi, la fonction
©(f) = vo fou est bien définie, et est une fonction de E’ dans F'. Ceci étant vrai pour tout f € F¥, la fonction ¢
est bien définie sur FP.

2) Supposons v injective et u surjective. Soient f et g dans F¥ telles que (f) = ¢(g), soit vo fou=wvogowu. On
veut montrer que les fonctions f et g sont égales. La fonction v étant injective, f ou = g o u. Pour tout y € E, par
surjectivité de u, il existe x € E’ tel que u(x) =y, donc f ou(x) = gou(x), soit f(y) = g(y). Ceci montre que f = g,
et donc que la fonction ¢ est injective.

3) Supposons v surjective et u injective. Soit g € F'E"on veut montrer qu’il existe f € FE tel que p(f) = vofou = g.
Pour tout y € E', v étant surjective, il existe x,, € F tel que g(y) = v(z,). On cherche & définir une fonction f € F¥
qui, pour tout y € E’, associe & u(y) I’élément x, € F. Ainsi, on aura bien pour tout y € E’, g(y) = v(zy) =
v(f(u(y))) = vo fou(y). Cette fonction f devra donc prendre en les ¢léments de Im(u) certaines valeurs bien précises,
mais les valeurs qu’elle prend sur F \ Im(u) n’ont aucune importance.

Soit z € Im(u), il existe y € E’ tel que u(y) = z, et on aimerait définir f(z) = f(u(y)) = x,. Mais pour cela, il
faut vérifier que la valeur de f(z) ne dépend pas du représentant y de z. Si y,y’ € E’ vérifient u(y) = u(y’) = z, par
injectivité de u, y = ¢’ donc x, = z,s. On peut donc bien définir f(z) = z, € F. On vient de définir f sur Im(u), il
reste & la définir sur E \ Im(u). Pour cela, pas de contraintes, a tout € E \ Im(u) on dit que f associe un élément
quelconque de F'.

Ainsi, on vient de construire une fonction f € F¥ vérifiant ¢ = v o f o u, ce qui montre la surjectivité de .

Exercice 7 (h)

1) Soient f: F — FE et g : G — E deux applications. Montrer qu’il existe une application h : G — F telle que
g = fohsiet seulement si: g(G) C f(F).

2) Soient f: E — F et g : E — G deux applications. Montrer qu’il existe une application h : F' — G telle que
g=ho f sietseulement si: Vz,y € E, (f(z)=f(y) = g(x)=g)).

> Solution.
1) ( = ) : Supposons qu’il existe h : G — F vérifiant g = f o h. Pour tout y € Im(g), il existe x € G tel que
g(x) =y, soit g(x) = f(h(z)) € Im(f). Ceci montre que Im(g) C Im(f).

(<= : Supposons que Im(g) C Im(f). Pour tout y € G, g(y) € Im(g) donc il existe z,, € F vérifiant f(x,) = g(y).
Notons donc pour tout y € G, h(y) = x,. La fonction h : G — F vérifie bien

Vye G, g(y) = f(zy) = foh(y).

2) ( = ) : Supposons qu’il existe h : F — G vérifiant g = h o f. Soit (z,y) € E? tel que f(x) = f(y), alors en
appliquant la fonction h a cette égalité, il vient que g(x) = g(y).
(<= : Supposons que
Ve,ye B, (f(z) = fly) = g(z) =g()).

12 I
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On cherche a construire une fonction h qui, pour tout x € F, associe & f(x) I’élément g(x). Cette fonction prend donc
des valeurs bien précises sur Im(f), mais les valeurs qu’elle prend sur '\ Im(f) n’ont pas d’importance.

Pour tout y € Im(f), il existe z, € E tel que f(z,) = y. Soit y € Im(f), on aimerait définir h(y) = h(f(zy)) = (asy),
mais on doit au préalable s’assurer que cette définition de h(y) ne dépend pas du représentant xy de y. Soit x, 2’ € E
tels que f(z) = f(z') =y, alors g(x) = g(z’). On peut bien définir h(y) = g(z,). Enfin, on dit qu’a tout y € F\Im(f)7
h associe un élément quelconque de G. On vient donc de construire une fonction h : F — G vérifiant

Ve e E, g(x)=h(f(z)).

Exercice 10 (2&)

Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application.
1) a) Montrer que, pour toute partie A de E, A C f~1(f(A)).

b) Montrer que f est injective si et seulement si, pour toute partie A de E, f~1(f(4)) = A.
2) a) Montrer que, pour toute partie B de F', f(f~*(B)) C B.

b) Montrer que f est surjective si et seulement si, pour toute partie B de F, f(f~*(B)) = B.

> Solution.

1) a) Soit une partie A de E. Pour tout z € A, f(x) € f(A) donc z € f~1(f(A)), dott A C f~1(f(A)).

b) (<= ) : Supposons que pour toute partiec A de E, f~*(f(A)) = A. Soient = et y dans E tels que f(z) = f(y),
alors f~1(f({z})) = {z}, or z,y € f~1(f({z})), donc z,y € {x}. Par conséquent, = y, ce qui montre P'injectivité de

(=) : Supposons f injective. Soit A une partie de E, supposons par I'absurde que f~1(f(A)) # A. L’inclusion
montrée en 1)a) prouve alors que f~1(f(A)) ¢ A. Il existe donc z € f~1(f(A))\ A. Mais f(z) € f(A), d’ou l’ex1stence
de y € A tel que f(y) = f(z) et & # y. Ceci est absurde car contredit I'injectivité de f, donc f=1(f(4)) =

2) a) Soit une partie B de F. Pour tout z € f~!(B), f(z) € B donc f(f~*(B)) C B.
b) (<= ) : Supposons que pour toute partie B de F, f(f~1(B)) = B. A fortiori, F étant une partie de lui-méme,
F=f(f~Y(F)) C f(F). La fonction f étant a valeurs dans F, f(F) = F, d’ou sa surjectivité.
(=) : Supposons f surjective. Soit une partie B de F, supposons par I'absurde que f(f~!(B)) # B. L’inclusion

montrée en 2)a) prouve alors que B ¢ f(f~1(B)). Ainsi, il existe y € B\ f(f~1(B)). Mais f étant surjective, il existe
x € E tel que f(z) =y € B, donc z € f~1(B), doty € f(f~1(B)). C’est absurde, donc f(f~1(B)) = B.

Exercice 12 (M)
Soit f: E — F une application, et S ={X C E | f~1(f(X)) = X}.
1) Pour A C E, montrer que f~1(f(A)) € S.

2) Montrer que S est stable par intersection et réunion.
3) Soient X € Set A C E tels que X N A = ). Montrer que X N f~1(f(A4)) = 0.
4) Soient X et Y € S. Montrer que X et Y \ X appartiennent & S.

5) Montrer que Papplication

5 - P(f(B))
A £(4)

est une bijection.

> Solution.

13 )
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1) Soit une partie A de E, alors f(f~1(f(A))) = {f(z) |z € E, f(x) € f(A)} = f(A), dou f~Hf(f1(f(A))) =
F71(f(A)). Ceci montre bien que f~1(f(A4)) € S.

2) Soient X et Y deux éléments de S, si 'un des deux est ’ensemble vide, le résultat est évident. Supposons donc les
deux non vides, alors f~1(f(X))Nf~1(f(Y)) = XNY. Soit x € XNY, alors f(z) € f(XNY),donc x € f~1(f(XNY)).
Ainsi, X NY C f~Hf(X NY)).

Remarque : On vient de montrer plus généralement que pour tout A C E,

AcC fH(f(A) (%)

Soit y € f7Hf(X NY)), alors f(y) € fF(X NY) donc il existe z € X NY tel que f(y) = f(z). Comme z € X,
flz) = fly) € f(X ) donc y € f7(f(X)). De méme, y € f~!(f(Y)), donc y € f~H(f(X))Nf~ (f(Y)). Par conséquent,
U XNY) C Y fXN)N YY) =XnY,dou XNY = f7L(f(X NY)). L’ensemble S est bien stable par

intersection.

De plus, f~H(f(X)U f~Hf(Y)) = X UY. Daprés (*), XUY C f7H{f(XUY)). Soit z € f~1(f(X UY)), alors
f(z) € f(XUY) donc il existe y € X UY tel que f(z) = f(y).

o Siye X, fy) = f(x) € f(X) donc z € f~H(f(X)).

o SiyeY, f(y)=f(z) € f(Y) donc z € f7H(f(V)).

On en déduit que z € f~1(f(X)) U f~1(f(X)), donc f~H(f(XUY)) C fAHf(X)) U fLf(X)) = XUY, dou
XUY = fY(f(XUY)). L’ensemble S est bien stable par réunion.

3) Par l'absurde, supposons qu’il existe x € X N f~1(f(A)), alors * € X donc f(z) € f(X). De méme, x €
F7L(f(A)) donc f(z) € f(A). Il existe donc (y,z) € X x A tel que f(z) = f(y) = f(2). Mais alors f(z) = f(y) donc
z€ fHf(X)) =X, dou z € X N A. C’est absurde, donc z € X N f~1(f(A)) = 0.

X

4) D’apres (*) X C fHf(X)) et d’apres 3),comme X €S, X CEet XNX =0, XN f'(f(X)) =0. Onen
déduit que f~1(f(X)) Cc X, dou X = f~1(f(X)), et donc X € S.

De plus, Y \ X =Y NX. Daprés ce qui précéde, X € S et Y € S, mais d’aprés 2), S est stable par intersection,
donYNX=Y\Xe€S.

5) Notons ¢ cette application.
Soient A et B deux éléments de S tels que p(A) = ¢(B), alors f(A) = f(B). Ainsi, f~1(f(A)) = f~1(f(B)), d'ou
A = B, donc ¢ est injective.
Soit Y € P(f(E)), il existe X C f(E) telle que f(X) = Y. D’aprés 1, f~1(f(X)) € S, et o(f~H(f(X))) =
FUfF~YHf (X)) = f(X) =Y, donc ¢ est surjective.
La fonction ¢ est donc une bijection de S dans P(f(FE)).
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Feuille d’exercice n°8 :  Relation d’ordre et d’équivalence, et ensembles de
nombres usuels

Exercice 2 (&)

Soit R une relation binaire réflexive et transitive sur un ensemble E. On définit la relation S sur E par : Sy si
(xRy et yRx).

Montrer que S est une relation d’équivalence et que R permet de définir une relation d’ordre sur les classes
d’équivalence de S.

> Solution.
e Pour tout x € E, R étant réflexive, zRx. Par conséquent, xSz, d’ou la réflexivité de S.

e Soient z, y et z des éléments de F vérifiant xSy et ySz, alors

{a:Ry et yRz TRz

, donc par transitivité de R, {
ZRx

YRz et 2Ry

Ainsi, Sz donc S est transitive.

e Soient = et y dans FE tels que xSy, alors xRy et yRx. Par conséquent, ySx donc S est symétrique.
Ceci montre que S est une relation d’équivalence sur E.

Remarque : On note E,s l’ensemble des classes d’équivalence de E pour S, ainsi que pour tout x € E, & la classe
d’équivalence de x pour S.

Il faut maintenant définir une relation d’ordre sur E,s en utilisant R. Les éléments de E,s sont des sous-ensembles
de F, tandis que R est une relation sur les éléments de E. Il semble donc naturel d’utiliser des représentants des classes
d’équivalences de S pour les comparer. La relation la plus simple semble la relation < sur E/s définie par :

Soient a et b dans E/s, de représentants respectifs x et y dans F, alors a < b si zRy.

Il faut tout d’abord montrer que cette relation est bien définie, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas des représentants
choisis. Soient donc a et b dans E,s, de représentants respectifs = et y dans E, tels que a < b. Soient aussi 2’ et y’
dans E tels que #/ = & = a et y = § = b. Comme 2Sz’, on a 'Rz, et comme ySy’, on a aussi yRy'. De plus, 2Ry,
donc par transitivité de R, 2'Ry’. La relation < est donc bien définie sur E/s.
e Soit a € E/S, notons z € E un de ses représentants. Par réflexivité de R, xRz donc a < a. La relation < est
réflexive.
e Soient a, b et ¢ des éléments de E,s, de représentants respectifs x, y et z dans E, vérifiant a < b et b < c. Par
conséquent, xRy et yRz, donc par transitivité de R, xRz donc a < c. La relation < est transitive.
e Soient a et b dans E/s, de représentants respectifs x et y dans E, tels que a < b et b < a. Par conséquent, 2Ry
et yRx, d’'ot zSy. Ceci montre bien que & = ¢, donc que a = b. La relation =< est antisymétrique.
Finalement, < est bien une relation d’ordre sur E/s.

Exercice 10 (@%2&)

Soient X et Y deux ensembles non vides et f: X x Y — R majorée. Montrer

sup  f(z,y) = sup sup f(z,y).
(z,y)eX XY z€X yeY

> Solution.

Pour tout (z,y) € X XY, f(z,y) < sup, pexxy f(a,b). Fixons x € X, alors pour tout y € Y, sup(, pye x v f(a,b)
majore la fonction y € Y — f(z,y). Par définition de la borne supérieure comme le plus petit des majorants,
supyey f(2,0) < sup(,pexxy f(a,b). Ceci étant vrai pour tout € X, par les mémes arguments,

sup sup f(a,b) < sup  f(a,b).
aceX bey (a,b)eX XY

Fixons (z,y) € X xY, alors f(z,y) < supyey f(2,b), donc f(z,y) < sup,ex suppey f(a,b). Le réel sup,c x supyey f(a,b)
est donc un majorant de f, d’ou

sup  f(a,b) < sup sup f(a,b).
(a,b)EX XY wEX bey

Il en découle I’égalité recherchée.
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Feuille d’exercice n°9 :  Arithmétique

Exercice 6 (@%h)

Soient a, b et ¢ € Z, avec (a,b) # (0,0). On souhaite résoudre l'équation ax + by = ¢, notée x, d’inconnue
(z,y) € Z°.

1) Montrer que x n’a pas de solution si ¢ n’est pas un multiple de a A b.

2) On suppose dans cette quetion que a A b divise c.

a) En considérant un couple de Bézout de (a,b), montrer que x posséde une solution (g, yp)-
b) En s’appuyant sur (zo,yo), résoudre complétement *.

3) Résoudre les deux équations 2z + 5y = 13 et 7z — 12y = 3 d’inconnue (z,y) € Z2.

> Solution.
1) Supposons que x admet une solution (z,y) € Z2, alors ax + by = c¢. Comme a A b divise a et b, il divise aussi c.
Par contraposée, si ¢ n’est pas un multiple de a A b, x n’admet pas de solution.

2) a) Par hypothése, il existe k € Z tel que ¢ = k(a A b). D’aprés le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel
que au + bv = a A b, donc a(ku) + b(kv) = c. L’équation x admet donc (ku, kv) € Z? pour solution.

b) Analyse : Soit (x,y) € Z? un couple solution de *, alors
ar+by=-c
axo+byg =c¢

En soustrayant la deuxiéme ligne & la premieére, il vient que a(x — xo) + b(y — yo) = 0, soit a(z — xg) = b(yo — y).
Notons (o, 8) € Z? tel que a = a(a Ab) et b = B(a Ab), alors a A B =1 et a(z — z9) = B(yo — y). Par lemme de
Gauss, « divise yp — y donc il existe k € Z tel que yo — y = ka, soit y = yo — ka. De plus, a(z — o) = f(ka) donc
T =1x9+ kpS.

Synthese : Soit k € Z,

a(xo + kB) + b(yo — ka) = ¢+ k(af —ba) = c+ (a(a Ab)S — ba) = c+ k(ab — ba) = ¢,

donc (zg + kB, yo — ka) est bien solution de *.
L’ensemble des solutions de * est donc {(zg + kB, yo — ka) | k € Z}.

3) Remarquons que (—1,3) est une solution particuliére de la premiére équation. De plus, 2 A5 = 1 donc d’apres
2)b), Pensemble des solutions de 2z + 5y = 13 est {(5k — 1,3 — 2k) | k € Z}.
Remarquons que (—3,—2) est une solution particuliére de la deuxiéme équation. De plus, 7 A 12 = 1 donc d’aprés
2)b), l'ensemble des solutions de 7o — 12y = 3 est {(—3 — 12k, —2 — Tk) | k € Z}.

Exercice 17 (‘2&)
Soit F' I'application définie sur N par n — 22" + 1. Si n € N, F(n) est appelé n° nombre de Fermat.

n—1
1) Montrer que, pour tout n € N*, F(n) = H F(k) + 2.
k=0

2) Montrer que, pour tout couple (m,n) € N? tel que m # n, F(m) et F(n) sont premiers entre eux.

3) Montrer que pour tout entier naturel n qui n’est pas de la forme 2™ posséde un diviseur impair autre que 1.
En déduire que, si le nombre 2" + 1 est premier, alors soit ¢’est un nombre de Fermat, soit n = 0.

4) Montrer que F(5) est divisible par 641.

> Solution.
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n—1
1) Notons pour tout n € N*, (H, H F(k

e Comme F(0) = 22 11 =2"41=3et que F(1) = 5, la relation F'(1) = F(0) + 2 est vérifice. Ainsi, (H;) est
vraie.
e Soit n € N* tel que (H,,) soit vraie, alors

Fin+1)=2"" 41=02")+1=(F(n) - 1)+ 1= F(n)> — 2F(n) + 2.
Mais d’aprés (H,,),

F(n)?> = F(n) <nH F(k) + 2) = ﬁ F(k)+2F(n), dou F(n+1)= ﬁ F(k) + 2,

k=0 k=0

donc (H,41) est vraie.
Par principe de récurrence,

Vn >0, F(n)= nH F(k) +2

2) Soit (m,n) € N2 tel que m # n. On peut supposer sans perte de généralités que m < n. D’aprés 1),

f[

?Tx-
]
3o

Par conséquent, pged(F(m), F(n)) divise 2, il est donc égal a 1 ou 2. Mais il divise également F(m) et F(n), des
entiers impairs, donc il ne peut pas étre pair. Il est donc égal a 1 et le théoréme de Bézout montre que F'(m) et F(n)
sont premiers entre eux.

3) Soit n € N qui n’est pas de la forme 2. La décomposition en produit de facteurs premiers de n est donc de la

forme
n = H pl’p(n) gva(n H pvr

p premier p premier

p#2
ot le produit

H p”p(")

p premier

p#2
est impair, différent de 1 car n n’est pas de la forme 2". Ceci montre que n admet bien un diviseur impair autre que
1.
Supposons que 2™ + 1 est premier.
e Sin =0, ce n’est pas un nombre de Fermat.

e Sin = 0, supposons par I'absurde que ce n’est pas un nombre de Fermat. Dans ce cas, n n’est pas de la forme 2™,
donc ce qui précéde montre qu’il existe un entier impair k£ autre que 1 et m € N tel que n = 2"k. On aimerait
alors montrer que 2" +1 = (22m)’C + 1 n’est pas premier, donc qu’il admet un diviseur autre que 1 et lui-méme.
On voudrait donc le factoriser. Or le seul cas ou 'on sait factoriser une somme d’entiers est lorsque la somme est
de la forme a? — b?, ot p € N. Mais k étant impair, 1 = —(—1)*, d’ou

k-1
2n + 1 — (22m)k _ (_1)]€ — Z 22m k: 1— ’L
=0

L’entier 22" +1 est donc un diviseur du nombre premier 2" +1, donc égal & 1 ou & 2"+ 1. Comme il est strictement
plus grand que 1, on en déduit que 22" + 1 = 2" 4+ 1, donc n = 2™. Ceci est absurde, donc n est un nombre de
Fermat.
Remarque : On n’a pas montré que 2™ + 1 n’est pas premier comme on le voulait au départ, et le raisonnement par
l’absurde n’est en fait pas nécéssaire. Cependant, il permet de penser & la factorisation, et I’énoncé semble préconiser
son utilisation avec la question précédente.

4) Le calcul de F(5) se fait bien en utilisant 1), et une division euclidienne montre alors le résultat.
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Feuille d’exercice n°®10 : Suites

Exercice 3 ( @%&)

Soit (u,) une suite réelle. On pose, pour tout n € N*, v, = T T el 2 Z U
n

1) Montrer que si u,, — 0, alors v, — 0.
n—-+4oo — 400

2) Soit [ € R, montrer que si uy, —> l, alors v, —— [.
—+oo n—-+00

3) Donner un exemple ou (v,) converge mais (u,) diverge.

> Solution.
1) Supposons que Up —(n—s4o0) 0. Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, |u,| < e. On a donc une
information sur les wu, a partir d’un certain rang, d’ou 'idée de séparer la somme v, en deux. Soit n > N + 1,

1 n—1 1 N-1 1 n—1
=— up = — ug + — Uk
DD DL DA
k=0 k=0 k=N
Par inégalité triangulaire,

lun| < = Z|Uk\+ Z|%\<*Z|Uk|+ 25_

De plus, la somme ZkN;Ol |ug| est une constante, positive, donc (Ziv;ol [uk]) /1 = (n—4o0) 0. Il existe donec N” € N tel

1N
<7§ .
<z uk|—|—€

que pour tout n > N’, (Zl[j:_ol |ug|)/n < e. Par conséquent, pour tout n > max(N, N'),

L V-
\vn|<gkz_o|uk|+5<5+€:2g.

Mais on peut couper les ¢ précédents en deux, ce qui montre que (v,) a une limite nulle.

2) Sil € R, (un—I) a une limite nulle donc d’aprés 1), en notant pour tout n € N, w,, = ((ug—1)+- -+ (up—1-1))/n =
n — 1, (wy) a une limite nulle. Ainsi, v, =400 [-
Sil = +oo, soit A > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, u,, > A. Sin > N + 1,

1 n—1 1 N-1 1 n—1 1 N-1 1 n—1 1 N-1 n—N 1 N-1
’Unzfok:EZUk+Ezuk>Ezuk+E2A>E n >n<zuk_NA>+A
k=0 k=N k=0 k=N k=0

k=0

3

Mais ZkN_Ol up — NA est une constante, donc (Ziv_ol ur, — NA)/n = (n—400) 0. Il existe donc N’ € N tel que pour
tout n > N, |Zk o Uk — NA|/n <1, soit (Zk o ur —NA)/n > —1. Par conséquent, pour tout n > max(N, N’'),

1 N—-1
n > — — NA A>A—-1.
V. >n<2uk )Jr >

k=0

Mais on peut ajouter 1 a A dans les calculs précédents, ce qui montre que vy, —(n—s4o0) +00.
Si | = —o0, on montre de méme que v, —(p—4o00) —00

3) Une suite divergente dont la somme des premiers termes est bornée ferait I’affaire. On pose donc pour tout n € N,

u, = (—1)™. Les suites extraites (us,) et (u2,+1) convergent respectivement vers 1 et —1, donc par caractérisation
séquentielle de la limite, (u,) diverge. De plus, par formule de sommation géométrique,

n—1
1 1—(-1)"
Vn € N, wn:fZ(—l)k: #

Ainsi, vy, = (n—400) 0 mais (uy,,) diverge.
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Exercice 8 (b)

On appelle ouvert de R toute partie U de R vérifiant la propriété suivante.
«Pour tout x € U, il existe un intervalle I ouvert tel que x € I C U. »

Soient U et V deux ouverts denses de R. Etablir que U NV est encore un ouvert dense de R.

> Solution.

Soit & € U, il existe un intervalle ouvert I tel que x € I C U. Ainsi, I n’est pas vide, et comme V est dense dans
R, INV #0, donc UNV # 0.

Soit x € UNV, U et V étant des ouverts, il existe I et J deux intervalles ouvertstelsquexz € I CUetz € J C V, et
donc I'NJ est un intervalle ouvert contenant z, inclus dans UNV. Cet ensemble est donc un ouvert. Plus généralement,
on vient de montrer que si I'intersection de deux ouverts est non vide, alors c’est encore un ouvert.

Soit I un intervalle ouvert non vide de R. L’ensemble U est dense dans R, donc U NI # (). On sait que V rencontre
tout intervalle ouvert non vide de R. Or U N I n’est pas un intervalle, on aimerait donc trouver une partie de U N [
qui soit un intervalle ouvert. On a montré précédemment que U N I est Uintersection non vide de deux ouverts (un
intervalle ouvert étant évidemment ouvert), donc est ouvert. Soit € U N I, il existe donc un intervalle ouvert J non
vide tel que x € J C U N I. L’ensemble V étant dense dans R, J NV # @) donc UNV NI # (. L’ensemble U NV
rencontre donc ainsi intervalle ouvert non vide de R, donc il est dense dans R.

Par conséquent, U NV est bien un ouvert dense de R.

Exercice 14 (&)

) z
Etudier la suite (z,) € CN vérifiant |29 < 1 et, pour tout n € N, 2,41 = 27"
—

> Solution.
Il faut tout d’abord vérifier que la suite est bien définie, c’est & dire qu’elle ne prend jamais la valeur 2. Soit n € N,

z
Znpl =2 = D=2 = 2, =4—-22, <= 3z, =4 <= 2z, = -,
2— 2z, 3
et par un calcul analogue,
4
Zn+1:g <~ Zn:?
On peut continuer ainsi, et on constate que chaque équivalence est de la forme |z,41] = truc si et seulement si
|zn| = machin, avec machin > 1. Le plus simple serait de montrer que les |z,| sont tous inférieurs ou égaux a 1.

Regardons |z1|. Par inégalité triangulaire, |2 — z9] > |2 — |20]| et |z0] < 1, donc |2 — 25| > 1. On en déduit que
|z1| > |z0| > 1. Il semble également que si |z,| < 1, |zp41] < |zn|. Notons donc pour tout n € N, (Hy,) : |z,| < 1.

e Comme |zg| < 1, (Hp) est vraie.

e Soit n € N tel que (H,,) soit vraie. Par inégalité triangulaire, |2 — z,,| > |2 — |2, || et d’aprés (H,,), |2z,| < 1 donc

|2 — z,| > 1. Ainsi, |zp41] < |zn] < 1.
Par principe de récurrence, pour tout n € N, |z,| < 1 et on a au passage montré que pour tout n € N, |zp41| < |2n]-
La suite (]z,|) est donc décroissante, minorée par 0, donc converge. Notons [ sa limite, alors 0 < [ < 1. Les calculs
précédents montrent que
|20

2 —|zn|’
donc [ vérifie I <1/(2 —1), soit {(1 —1) < 0. Comme ! > 0et 1 — > 0, nécéssairement | =0 oul = 1.

e Si|z|<1,l<1doncl=0et 2z, —=(n_too) 0

e Si|z9| =1, notons 6 € R largument de z, alors

Vn € :N7 |Zn+1| <

|z1]=1 <= |2 — 2| =1
<= |2 —cosf —isinf| =1
< (2—cosf)? +sin(0)* =1
= 4—4cos0 =0
< cosf =1
<— 2zp=1.

19 )
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Par conséquent, si zg # 1, alors |z1| < 1. Ainsi, [ < 1, d'ott [ = 0 et 2, —(,—400) 0. Mais si 29 = 1, on montre
par récurrence que pour tout n € N, 2z, = 1, donc 2z, —(n—s4o0) 1-
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Feuille d’exercice n°11 : Groupes, anneaux, corps

Exercice 7 (Cﬁ)kﬂ)
Soit G' un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0}. On pose o = inf(R% N G).
1) Montrer que si @ > 0, alors G = oZ = {ka | k € Z}.

2) Montrer que si a = 0, alors G est dense dans R, c’est-a-dire que pour tout réel x et tout € > 0, il existe
y € G vérifiant |z — y| < e.

> Solution.

1) Supposons « > 0. Supposons par ’absurde que « ¢ G. Il existe donc une infinité d’éléments de G trés proches
de a, mais alors la différence de deux de ces éléments est toujours dans G et peut étre strictement plus petite que
a, ce qui est absurde. Etant donné que 2a n’est pas la borne inférieure de R’ NG, il existe x €]a, 2a[NG, et par les
mémes arguments, il existe aussi y €], 2[NG. Ainsi, @ < y < < 2, donc 0 < z —y < a. Mais G est un groupe donc
x —y € G, ce qui contredit le fait que oo = inf(R% N G). C’est absurde, donc « € G, et G étant un groupe, oZ C G.

Soit € G, notons k = |x/«a. Par définition de la partie entiére, k < z/a < k+1, et & > 0 donc ok < z < a(k+1),
soit 0 < x — ak < . Mais ak et x sont dans G, donc  — ak € Ry NG est strictement inférieur a a = inf(R* N G).
Par conséquent, x — ak = 0, d’ott z = ak, donc G C oZ.

Par double inclusion, G = o/Z.

2) Supposons que a = 0. Soient € R et ¢ > 0. Comme a = inf(R} N G) = 0, il existe y €]0,¢[NG, et alors en
notant k = |z/y|, k < z/y < k + 1. Etant donné que y > 0, ky <z < (k+ 1)y, donc 0 < z — ky < y < . Mais G
étant un groupe, ky € G et vérifie |x — ky| < €. Le groupe G est donc dense dans R.
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Feuille d’exercice n°13 : Continuités

Exercice 7 (&)

Trouver toutes les fonctions f : R — R vérifiant les propriétés suivantes.

1) La fonction f est continue en 0 et Vo € R, f(2z) = f(x) cosx.
Indication : On fera bon usage de la formule 2 cos(x) sin(x) = sin(2x).

2) La fonction f est continue et Vz € R, f(22 + 1) = f(x).

> Solution.
1) Analyse : Soit une telle fonction f. Soit € R, en utilisant la relation fonctionnelle vérifiée par f, il vient que

x T xT

f(2z) = f(x)cosax = f (5) cos (g) cost = f (Z) cos (Z) cos (g) cos T,

et ainsi de suite. Par récurrence,
. T\ x
Vn € N*, f(m):f(%)kl:[lcos(%).

On aimerait passer a la limite quand n tend vers +o00, mais on n’est pas certain que le produit admette une limite. Il
faut donc le transformer.

Remarque : L’indication n’est pas dans l’énoncé original, mais sans elle le calcul du produit est trés astucieux.
Soit n € N*, I'indication permet d’écrire

Mais alors

SIM|—)COS| — )COS| ——= | = =S COS = -—-—Ssm|—-=).
on on 2n71 2 2n71 on—1 4 2n72

En multipliant le produit par sin(x/2"), on peut donc le transformer en un seul sinus. Par récurrence,

Yn € N*,  sin (2%) kl:[lcos (2%) = s;r;x

Siz #£0, il existe N € N* tel que pour tout n > N, sin(x/2") # 0, d’ou

T sin
Vn>N, f(z)=f (27) _emr
. l‘ n
sin <2n> 2
Mais sin(u)/u —(y—0) sin’(0) = cos(0) = 1, et
T sinz
Vn > N, f(fﬂ)zf(27> ﬁ
sin ( —
p—2"7
x
2n

La fonction f étant continue en 0, f(2/2") = (- 400) f(0), donc par passage a la limite quand N tend vers +oo,

sinx
f() = f(0)—.
x
Synthése : Soit a € R, notons
« siz=0
fizw— i .
sinz 20
x
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Comme sin(u)/u —,—0) 1, [ est continue en 0 et

Ve e R*, f(22)= asin;jx) = asin(x);os(x) = f(z)cosz,

et f(2x0) = f(0)cos(0), donc f veérifie bien les conditions de 1’énoncé.
L’ensemble des fonctions vérifiant les conditions de 1’énoncé est donc

« siz=0
T sinz . |laeR
«@ six #0

2) Analyse : Soit une telle fonction f. La relation fonctionnelle vérifiée par f nous montre que f(0) = f(1) = f(3) =
f(5)..., donc on connait f en certains entiers. Mais qu’en est-il entre ces entiers ? Lorsque x décrit l'intervalle [0, 1],
2r+1 decrlt l'intervalle [1, 3], donc d’aprés la relation fonctionnelle, f([0,1]) = f([1, 3]). Ainsi, connaitre f sur [0, 1],
c’est la connaitre sur [1,3]. Mais quand z décrit [1, 3], 2z + 1 décrit alors [3, 7], et donc f([0, 1]) F([1,3]) = £([3,7]),
et ainsi de suite. On peut donc supposer que f([0,1]) = f([0, +o0]).

Pour la démonstration, on s’appuie sur le schéma précédent. Définissions la suite (u,,) telle que ug = 0 et pour tout
n > 1, upy1 = 2u, + 1. La relation fonctionnelle vérifiee par f montre que pour tout n € N, f([un,unt1]) =
f([nt1,Unt2]). On en déduit par récurrence que pour tout n € N, f([un,unt1]) = f(luo,u1]) = f([0,1]). De
plus, on montre par récurrence que pour tout n € N, u,, > n. Par conséquent, %, —(—4o0) +00 donc [0, +o00[=
UneN[Un, unt1]. Soit y € f([0,+00]), il existe € [0, +00[ tel que f(x) = y. Il existe alors n € N tel que = € [uy, Unt1],
donc f(z) =y € f([un,unt1]) = £([0,1]). Ceci montre que f([0,+o0[) C f([0,1]). L’inclusion réciproque étant immé-
diate, on conclut que f([0,4+o0[) = f([0, 1]).

Mais existe-t-il un plus petit intervalle vérifiant une propriété analogue, donc de la forme [«, 3], et dont 'image
par f est égale & f([a,400[) 7 On peut essayer d’un trouver un en inversant le processus précédent, c’est-a-dire que
si « parcourt [a, 3], alors 2z + 1 parcourt [0, 1]. On pose naturellement la fonction g : @ — (z — 1)/2 et on arrive a
a=g(0) =—1et 8 =g(1) =0. Si lon réitére ce processus pour trouver de nouveaux « et 3, on trouve @ = —1 et
B = —1/2. On se rend compte que —1 est un point fixe de g, donc notre « restera constant, égal & —1. Il s’agit donc
d’étudier le comportement des f.

Soit la suite (3,), définie par By = 1 et pour tout n > 1, 8,41 = g(Br). Ainsi, pour tout n € N, quand = parcout
[Brn+t2, Brnt1]s 2 + 1 parcourt [Bni1,Bn], done f([Bniz, Bnt1]) = f([Bn+t1, Bn]). Fixons n € N et définissons la suite
(vg) telle que v9 = Bpt1, et pour tout k € N, vgy; = 2v; + 1. En reprenant le raisonnement précédent avec non
plus (u,), mais (vg), on montre que f([Bn+1,0n]) = f([Bnt1, +00[). Mais g est croissante sur R et si z € [—1,400],
g(x) = (x—1)/2 > —1 donc [—1, +00] est stable par g. Comme 1 = (6p—1)/2 = 0 < S, la suite (8,,) est décroissante,
et minorée par —1 donc converge. Si z € R,

z—1
2
donc —1 est I'unique point fixe de g sur R. Par conséquent, 8, —(n—400) —1.

On aimerait faire une sorte de passage a la limite, pour montrer que f([—1,-1]) = {f(-1)} = f([-1,+oc[). La

fonction f serait donc constante sur [—1,+oo[, égale & f(—1). Mais cela reviendrait a parler des limites des suites

(f([Bn+1, Bn))) et (f([Bnt1,+00])), des suites d’intervalles, donc pour lesquelles la notion de limite n’est pas définie.
11 faut donc faire autrement.

g(x) =2 =

=xr — z=—1,

Soit y € f([—1,+o0[). La décroissance de (3,,) et le fait qu’elle converge vers 1 assure l'existence de N € N tel que
pour tout n > N, 3, <y, donc y € f([Bn, +oc[). Etant donné que pour tout n € N, f([Bni1,Bn]) = f([Bni1, +00[),
pour tout n > N, y € f([Bnt1,8n])- Il existe donc pour tout n > N, x,, € [Bnr1, 0] tel que f(z,) = y. Mais par
théoréme d’encadrement, z, —(,—4o) —1. Par continuité de f, f(z,) —(n—oo) f(—1), mais la suite (f(z,)) est
constante, égale a y, donc sa limite est y. Par unicité de la limite, y = f(—1). Enfin, un travail en tout point analogue
montre que pour tout y € f(] — o0, —1]), y = f(—1).

Syntheése : Toute fonction f constante sur R est continue sur R et vérifie :

VeeR, f(z)=f(2x+1).

Finalement, ’ensemble des fonctions vérifiant les conditions de I’énoncé est ’ensemble des fonctions constantes sur
R.

Exercice 8 (@%h)

Montrer qu’une fonction définie sur R, continue, périodique et non constante posséde une plus petite période
(strictement positive).
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> Solution.
Soit f : R — R, continue, périodique et non constante. Notons I' I’ensemble des périodes de f,

F={T>0|VzeR, f(zx)=/f(x+T)}

La fonction f étant périodique, I' # () et donc par théoréme de la borne inférieure, I' admet une borne inférieure, notée
a. Par labsurde, supposons que « ¢ T'. Comme 0 minore I, a > 0. De plus, il existe une infinité de périodes de f
aussi proches de o que l'on veut. Pour tout n € N*, a+1/n > «, donc il existe T}, € T tel que o < T, < a+1/n. Soit
x € R, alors pour tout n € N*, f(x) = f(x +1T,). Par théoréme d’encadrement, T}, —(,,_,40) @, donc par continuité
de f, f(x 4+ Tpn) = (nos+oc) f(x 4 @). Comme la suite (f(x + T,)) est constante, égale & f(x), sa limite est f(z). Par
unicité de la limite, f(z) = f(x 4+ «). Si @ > 0, alors « € T, ce qui n’est pas le cas, donc a = 0. De plus, pour tout
n € N, f([0,T,]) = f(R), f étant T,-périodique. Mais on sait que T, —(n—+o0) 0, on se doute donc que f va étre
constante. En effet, soit y € f(R), pour tout n € N* il existe x,, € [0,T},] tel que f(x,) = y. De plus, par théoréme
d’encadrement, ,, —(p—400) 0. Par continuité de f, f(z,) —(n—4o00) f(0). La suite (f(z,)) étant constante, égale a
y, sa limite est y et par unicité de la limite, y = f(0). Ceci montre que f est constante sur R. C’est absurde, donc
a € T et donc f admet bien une plus petite période strictement positive, qui est a.
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Feuille d’exercice n°14 : Polynomes

Exercice 9 (h)

Montrer que si P € R[X]\ {0} vérifie P(X?) = P(X)P(X + 1) ses racines sont parmi 0, 1, —j, —j2. En déduire
tous les polynémes solution de cette équation.

> Solution.

Analyse : Soit P € R[X]\ {0} vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1). Les seuls polynémes constants satisfisant cette
relation sont 0 et 1, mais P # 0 et 1 est solution. Supposons P # 1, alors P n’est pas constant, donc sur C, il est
scindé. Soit A € C une racine de P, alors P(A?) = 0 donc A\? est aussi racine de P. Mais A* est encore racine de P, et
ainsi de suite, donc par récurrence, pour tout n € IN*, A" est racine de P. Cela fait beaucoup de racines. En effet, si
IA| > 1, les A" sont tous de modules différents, donc tous distincts, et il en va de méme si 0 < |A\| < 1. Le polynome
P étant non nul, il n’a qu'un nombre fini de racines, et donc |A| =1 ou [A| = 0, soit A = 0. Si |A\| = 1, notons § € R
I'argument de \. Le complexe A\ — 1 est de plus racine de P(X + 1), donc (X — 1)? est racine de P, et par les mémes
arguments que précédemment, A — 1 =0, donc A =1, ou |A — 1| = 1. Dans ce dernier cas,

0
sin <)‘ =1,
2

donc 0/2 = +n/6 [x], dott § = +7/3 [2n]. Etant donné que j = e7/3, —j = ¢me2m/3 = HIT/3 — o=in/3 o
—j2 = elmein/3 = Tim/3 — ¢i7/3 Jes racines de P sont donc parmis 0, 1, —j et —j2. Mais si —j est racine, alors (—5)?
’est aussi, or j2 # —j2 # 4, donc —j n’est pas racine. De méme, —j2 ne I’est pas non plus. Il existe donc o € R, n
et m deux entiers non tous deux nuls tels que P = aX™(X — 1)™, et la relation vérifiée par P montre que o = 1 et
n = m, et donc que n # 0.
Synthése : Soit n € N, notons P = X"(X —1)" € R[X] \ {0}. On vérifie bien que P(X?) = P(X)P(X +1).
Finalement, ’ensemble des solutions de cette équation est {X™(X —1)" | n € N}.

|>\ - 1‘ _ |€i9/2(eit9/2 - 6719/2)| -9

Exercice 18 (2&)

Soit n € N*.
1) Montrer qu’il existe des polynomes U, V, vérifiant (1 — X)"U + X"V =1 (*).

2) Déterminer deux polynomes Uy, V; de degré strictement inférieur a n, satisfaisant (x).
Indication : On pourra utiliser la formule du binéme de Newton.

3) En déduire tous les polynomes U, V vérifiant (*).
4) Montrer que U; et V; sont les seuls polynomes de degré strictement inférieur a n satisfaisant ().
5) Déterminer les coefficients de U; et de V.
> Solution.
Remarque : On prendra les polynémes dans R[X].
1) L’unique racine de (X — 1)™ est 1, tandis que celle de X™ est 0, donc ces deux polynomes n’ont aucune racine

commune, ils sont premiers entre eux. Le théoréme de Bézout assure l'existence de polynomes U et V' vérifiant (x).

2) Analyse : Soient U; et Vi, de degrés respectifs p et g, strictement inférieurs a n, vérifiant (x), notons
+00 +oo
U1:Zuka et Vlzzkak.
k=0 k=0

Ainsi, X"V} = ',::0% v X" t* donc X"V ne posséde aucun terme de degré strictement inférieur a n. D’aprés la

formule du binéme de Newton,
n

1-x)=>" (Z) (—1)k Xk,

k=0

25 )
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Notons pour tout k € N, ap = (Z)(fl)’C si k < n et ap = 0 sinon. Par formule du produit de deux polyndmes,

—+oo

-x)t =3 (Z . u) X

k=0

Comme (1 — X)"U; =1— X"V, (1 — X)"U; n’a aucun terme de degré 1,2,...,n — 1, et son terme constant est 1,

donc
apug = ug = 1

k
Vke{l,...,n—1}, Zak,iui:().

Ainsi, comme ag = 1,

Vke{l,...,n—1}, uk:fZak,iui.

Enfin, X"V} = (1 — X)"U; — 1, donc

+o00 400 /j+n
Z <Z ap— 1u,> Xk — Z (Z Gjpn— ﬂh) X7,

k=n \:i=0 7=0

Synthése : Définissons la suite (u,) par ug = 1, pour tout k € {1,...,n — 1}, up = — Zf:o ax—;u; et pour tout
k > n, up = 0. Notons ensuite

400 +oo [k+n
U, = Zuka, et V1= Z (Z ak+niui> Xk,
k=0

k=0 \i=0

On vérifie bien que degU; =n — 1 < n et degVy < n, et que (Uy, V1) est solution de (x).

3) Analyse : Soit (U, V) € R[X]? solution de (%), alors (1—X)*(U~U;) = X"(V;—V). Comme pged((1—X)", X") =
1, d’apreés le lemme de Gauss, (1 — X)™ divise (V4 — V'), donc il existe P € R[X] tel que V =V; — P(1 — X)™, et donc
U=U; +PX".

Syntheése : Soit P € R[X], on vérifie que (U3 + PX"™,V; — P(1 — X)™) est solution de ().

4) Soit (U,V) € R[X]? une solution de (x), d’aprés 3), il existe P € R[X] tel que U = U; + PX" et V =
VIi—-PQ-X)".SiP=0,U=U; et V=V.8SiP#0, comme degU; < deg(PX™"), alors degU = deg(PX") > n et
de méme, deg V' > n. Ainsi, I'unique couple solution de (%) de degré strictement inférieur a n est (U, V7).

5) Dans la question 2), on a trouvé une relation de récurrence que vérifiaient les coeflicients de Uy, mais expliciter
ces coefficients a partir de cette relation semble pour le moins compliqué. Le fait est qu’on ne s’est pas réellement servi
de T’indication en 2). Une maniére astucieuse de voir les choses, avec I'indication en téte, est de remarquer que pour
tout k € N, 1 = (X + (1 — X)), et la formule du binéme de Newton permet alors d’écrire

Vk € N, Z()Xu X))k =1,

Sachant que l'on cherche (Uy, Vi) € R,,—1[X]? qui vérifient (1 — X)"U; + X"V; = 1, on va séparer cette somme en
deux. On veut que 7 prenne des valeurs supérieures ou égales a n, pour trouver Vi, donc si k > n,

k

i (]:)Xi(l —X) = ni (lz)Xi(l — X)Xy (lz)Xi_”(l — X)E-,

=0 =0 i=n

On veut de plus que pour tout ¢ € {0,...,n — 1}, k —i > n, pour trouver Uy, donc on veut que k > 2n — 1. Mais
si k> 2n, k—n > n donc ce qui semble étre V; sera de degré supérieur ou égal & n, ce que ’on ne veut pas. Par
conséquent, on choisit & = 2n — 1, donc

&2 -1 : 2 -1 .
(1 o X)n Z < . )Xz(l - X)nflfz + X" Z < . >in(1 - X)2nflfz.
1=0 1=n

26 )



MPSI LA MARTINIERE MONPLAISIR FEUILLE D’EXERCICE N°© 14

On pose donc

= 2n -1
i

n—1
Ul _ Z (27’11— 1>XZ(1 . X)n—l—i’ et ‘/1 — Z

=0 i=n

>X7—n<1 _ )()QTL—l—i7

qui vérifient (1 — X)"U; + X™V; = 1. Le terme de plus haut degré de Uy étant de degré n+n—1—n=n—1, et celui
de Vi étant de degré n —n +2n —1 —n =n — 1, ces polyndémes sont aussi tous deux de degrés strictement inférieurs
a n. Enfin, d’aprés la formule du binéme de Newton,

Ces deux sommes étant finies, on peut les intervertir, et alors
n—1 k .
2n—1\/n—1—1 .
Uy = —1)F ) xR
SR
k=0 \i=0
Ainsi, on a trouvé les coefficients de U7, et de méme, on trouve que

n=E (S ()

k=0
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Feuille d’exercice n°15 : Deérivation

Exercice 1 (h)

Soit f: R — R continue en 0, soit [ € R. Montrer que f est dérivable en 0 et f'(0) =1 si et seulement si :

2 [f(h) = F(=F)
V€>O, 35>0, V(h,k) 6]0,6[ y ‘h—f—k_l‘<6

> Solution.
(<= : Soit € > 0, il existe § > 0 tel que

f(h) = f(=F)

V(h, k) €]0,0[%, ' Tk

—l‘<€.

Soit h €]0, d], alors l'inégalité précédente est vraie pour tout k €]0,d[, on peut donc passer a la limite quand % tend
vers 0. Par continuité de f, f(—k) —(x—0) f(0), et les inégalités larges étant conservées par passage a la limite,

LOESURNN

Ceci montre que f est dérivable en 0 et que f/(0) = .
(=) : Soit € > 0, on veut trouver § > 0 tel que

La fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = [, donc il existe § > 0 tel que
voel -0}, [H22S0 <
soit
Vo €] = 6,6[\{0}, |f(z) = f(0) — x| <|zfe.
A fortiori,

Vh €]0,6[, [f(h)— f(0) — hl| < he
Vk €]0,8],  [f(—k) — F(0) + k| < ke

donc en sommant ces deux lignes, il vient que
V(h,k) €]0,6[%, |f(h) = f(0) = hi] + | f(=k) = f(0) + kI| < (h+ k)e.
Ainsi, pour tout (h, k) €]0,6[?,
[f(h) = f(=Fk) = (h+R)I| < |f(h) = £(0) = hl = (f(=F) = F(0) + kD) < |f(h) = f(O) = hl[+|f (k) = f(O) + K| < (h+k)e,

et h+k > 0, ce qui permet d’écrire
f(h) — f(=k)

il <e.
h+ k =

Exercice 6 (&)

Soit a,b € R tels que a < b et f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que par tout point
(20,0) avec g € R\ [a, b], il passe au moins une tangente & la courbe représentative de f.

> Solution.

Soit g € R\ [a, b]. L’équation de la tangente en ¢ € [a,b] & la courbe représentative de f est y = f/(¢)(z—c¢)+ f(c),
donc il existe une tangente a la courbe représentative de f passant par (x¢,0) si et seulement si il existe ¢ € [a, b] tel
que f'(c)(xg — ¢) + f(c) = 0. On pose naturellement la fonction g :  — f/(z)(xg — z) + f(z), et on cherche & montrer
qu’elle s’annule au moins une fois sur [a, b]. Cela fait penser a une utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires,
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mais ici, on sait seulement que f est dérivable. Les fonctions f’ et g ne sont pas nécéssairement continue. Cependant,
un célébre théoréme, le théoréme de Darboux, généralise le théoréme des valeurs intermédiaires aux fonctions dérivées
de fonctions a valeurs réelles.

Enoncé du théoréme de Darboux : Soit [a,b] un intervalle de R et f : [a,b] — R dérivable sur [a,b]. Pour
tout y € [f'(a), f'(b)], il existe ¢ € [a, ] tel que f/(c) = y.
Démonstration : Soit y € [f/(a), f/(b)], notons la fonction g :  — f(z) — yz, alors ¢'(a) = f'(a) —y < 0 et
g(b) = f'(b) —y > 0.

e Sig'(a) =0o0ug'(b) =0, alors y = f'(a) ouy = f'(b).

e Sinon, si ¢'(a) < 0 et ¢'(b) > 0, g étant dérivable en a a droite,

g(z) — g(a)

— r—a
4 @ r>a

g'(a) < 0.

Par continuité de = — (g(z) — g(a))/(x — a) sur ]a,b], il existe € > 0 tel que pour tout x €]a,a + [N[a, b],
(9(x)—g(a))/(x—a) < 0, soit g(x) < g(a). Il existe donc 1 €]a, b] tel que g(x1) < g(a). On montre de méme
qu'il existe xg € [a, b[ tel que g(z2) < g(b). La fonction g étant continue sur [a, b], elle atteint un minimum
sur ce segment, mais ce n’est ni en a, ni en b. Comme elle est dérivable sur [a, b], il existe ¢ €]a, b[ tel que

flle)=y.
Etant donné que I'on peut trouver une primitive de g, par exemple
x
G:zw— f(x)(wo — ) + 2/ f(t)de
a

alors g étant la dérivée de G sur [a, b], d’aprés le théoréme de Darboux, g vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.
e Si f'(a) =0ou f(b) =0, g sannule en a ou en b.
e Supposons f’(a) et f/(b) tous deux non nuls, alors g(a) = f'(a)(zo—a) et g(b) = f/(b)(xg—b). Comme z¢ ¢ [a,b],
To — a et xg — b sont non nuls et de mémes signes.
— Si f'(a) et f'(b) sont de signes différents, alors g(a) et g(b) le sont aussi.
— Si f’(a) et f'(b) sont de mémes signes, on peut supposer par exemple qu’ils sont strictement positifs. Comme

f(z) = f(a)

_ r—a
x a r>a

f'(a) >0,

par continuité de x — (f(x) — f(a))/(z — a) sur ]a,b], il existe € > 0 tel que pour tout x €ja, a + £[N[a, b],
(f(z) = f(a))/(x —a) > 0, soit f(z) > f(a) = 0. Il existe donc x €]a, b] tel que f(z) > 0. On montre de
méme qu’il existe y € [a,b], que 'on peut supposer strictement supérieur a z, tel que f(y) < 0, donc f
étant continue sur [x,y], d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule au moins une fois sur
[x,y], donc sur ]a, b]. De plus, comme y < b et f(y) <0, a+ & < b. Notons

[={tefa+eb]|f({t)=0}

Ce qui précéde montre que I' # (), il admet donc une borne inférieure notée a. Le réel a + & minorant T,
a+ ¢ < a. Comme pour tout n € N*, a+ 1/n > «, il existe ¢, € [a,a+ 1/n]NT, donc f(¢,) = 0. Par
théoréme d’encadrement, ¢, —(,—40) @ et donc la continuité de f montre que f(a) = 0. Le plus petit
point d’annulation de f sur [a + €,b] est donc «, et cette fonction ne s’annulant pas sur ]a,a + €[, c’est
aussi le plus petit point d’annulation de f sur ]a,b]. Les points a et o sont donc deux points d’annulation
consécutifs de f. Le raisonnement précédent montre que si f/(a) et f'(«) étaient de mémes signes, alors il
existerait un point d’annulation de f entre les deux, ce qui contredirait leur consécutivité. On en déduit
que f'(a) et f'(a), et donc g(a) et g(«), sont de signes opposés.
Dans les deux cas, g prend donc des valeurs positives et négatives sur [a, b], donc d’aprés le théroéme de Darboux,
elle s’annule au moins une fois sur [a, b].
Dans les deux cas, g s’annule au moins une fois sur [a, b], d’ou le résultat.
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Feuille d’exercice n°16 : Fractions rationnelles

Exercice 3 (h)

Soit n € N tel quen > 2et p € {0,1,...,n—1}. On pose pour tout k& € {0,1,...,n—1}, wg = ¢%%" . Mettre sous

n—1 y

w
forme irréductible Z B
=0 X — Wi

> Solution.
Mettons tout au méme dénominateur :

n—1 n—1 n—1 n—1
wp [ (X —w)) wy | (X —wj)
n—1 p k=0 j=0 k=0 3=0
Z We o _ J#k _ J#k
k*()X_wk n—1 X —1
- H (X —wyg)
k=0

Notons P le numérateur de cette fraction rationnelle, remarquons que deg P < n. Comme les racines de X" — 1 sont
toutes simples, on peut exprimer les coefficients de la décomposition en éléments simples, les w?, en fonction de P
et de (X" — 1) évalués en wy,. Pour tout k € {0,...,n — 1}, w? = P(wi)/(X" — 1)/(wi) = P(wg)/(nwy™"), donc
P(wy,) = nw?t"
e Sip>1, pour tout k € {0,...,n— 1}, P(wg) = nwz_l. Notons Q = P — nXP~!, alors deg Q < n et les wy sont
n racines distinctes de @, donc Q = 0. Ainsi, P = nXP~! et

e Si p =0, on montre de méme que P = nX""! et donc

nil oJZ _ nXxn—1
X —w, Xn-1
k=0

Exercice 7 (h)

1) Montrer que, pour tout entier n € N il existe un unique polynome P, € R[X] de degré n tel que

1 1
X'"+—=PFP, (X+—=].
xe=h (3 3)

On factorisera P, dans C[X].

1
2) Soit n € N*, décomposer 5 en éléements simples dans C[X].

> Solution.
1) Analyse : Soit n € N, soit P, € R[X] de degré n vérifiant X" +1/X" = P,(X + 1/X). Soit € R*,
n 1 2n
'+ — =0 << 7" = -1,
xn
donc l'ensemble des racines de X™ 4+ 1/X™ est

{eBbm/2ndm/2n | foe f0,. . 2n — 1)} = {!CGFHDT/Cn) e 10, 20 — 1)),
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L’ensemble des racines de P,, est donc
) . 2 1
{61(2k+1)ﬂ/(2’n) + 671(2k+1)ﬂ/(2n) | = {07 c2n — 1}} — {ZCOS <(k2_;)ﬂ-> | ke {07 oo 2n— 1}} ,

mais cet ensemble ne contient que n éléments distincts. En effet, on remarque que les éléments pour k variant de n a

2n — 1 sont égaux aux éléments pour k variant entre 0 et n — 1. Soit k € {n,...,2n — 1},
cos (2k+ )7 —eos [~ (2k+ 1) — cos [2r — (2k+ )7 ~ eos 22n—k—-1)+1)m ’
2n 2n 2n 2n

et 2n—k—1 € {0,...,n—1}. La fonction cosinus est injective sur [0, 7] et pour tout k € {0,...,n—1}, (2k+1)7/(2n) €
[0, 7], donc les cos((2k + 1)7/(2n)) sont tous distincts. On a trouvé n racines distinctes de P, qui est de degré n, et

est donc de la forme )
o 2k +1
P, =aH <X—2(zos <(+)7T>> , avec a € R.
o 2n

Mais le coefficient devant le terme X™ de P, (X 4+ 1/X) est a, donc a = 1.
Synthese : Il existe bien un unique polynéme de degré n dont ’ensemble des racines est

fre (2217 1 o, )

et dont le coefficient dominant est 1, c’est

P T (e (2207,

k=0
2) D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (ag,...,a,-1) € C" tel que
1 B n—1 a
P 2%k + 1))
TR0 X 9cos <()
2n

Les poles de 1/ P, étant simples,
1

" 2n

Et on sait calculer les valeurs voulues de P/. En dérivant la relation vérifiée par P,, on obtient que

* n—1 n o 1 / 1

Précédemment, on a vu que si k € {0,...,n — 1}, elGF+HD7/Cn) 4 o=i@k+1)7/(2n) — 9 cos((2k + 1)7/(2n)), d’out

P (2 cos <(2k + 1)7T>> _ nel@k+D(n=17/(2n) _ pe—=i2k+1)(n+1)7/(2n)

Vk‘E{O,...,n—l}, ak:

1 — e~ i@k+l)7/n

e—1(2k+1)m/n el(2k+1)m —i(2k+1)7

—e
= Skt )n/(20) i@kt )n/(20) _ g—i(2kt1)n/(2n)
sin((2k + 1)m)

n .
sin <(2k—’_1)ﬂ—> ei(2k+1)7‘r/(2n)
2n

On en déduit que

n—1

2n

fn O psin((2k + 1)7) (X —2cos <(2k2+1)77>>

sin <(2k i 1)”> (2 1)/ (20)

>
Il

n

31 5
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Feuille d’exercice n°18 :  Analyse asymptotique

Exercice 7 (&)

1
n

Déterminer un équivalent de la suite de terme général u,, = (n + 1)#1 —nn.

> Solution.
Pour tout n € N*,

Uy = 6ln(n+1)/(n+1) o eln(n)/n.

Par croissances comparées, In(n)/n —(n—400) 0, donc on peut faire un développement limité des exponentielles.
Cependant, on ne sait pas jusqu’a quel ordre il faut aller, on peut commencer par 1’ordre 1. Ainsi,

| 1 1 |
o= () - (45 + e ()
n+1 n n—+oo \ M

_n(ln(n—l—l)—lnn)—lnn+ o <1nn>
n—-+oo

nn+1) n

1
In|{1+—
n Inn L Inn
n+1 n(n+1) ndoo \ m )

Mais In(1 4 1/n)/(n + 1) ~(,—100) 1/n?, donc par croissances comparées, In(1 + 1/n)/(n + 1) = 0(n— o0y (In(n)/n),
et toujours par croissances comparées, In(n)/(n 4+ 1) = 0(,—40)(In(n)/n). L'ordre 1 n’est donc pas suffisant pour
déterminer un équivalent de u,,. A Pordre 2,

Un
B In(n+1) In(n+1)2 Inn  (Inn)? (Inn)?
N (1+ n+1 * 20n+1)2 ) 1+T+ o2 ) Tl 2

" <1 " n) Inn n?In(n +1)% — (n +1)?(Inn)? (Inn)?
+ oo (5

n+1  n(n+1) 2n2(n +1)2 n?

In (1 + n) 2 2 2 2 2
Inn P (In(n+1)* — (Inn)?) — 2n(lnn)* —Inn P ((ln n) )
n—+oo

n+1 n(n+1) 2n2(n +1)2 n?
In (1 + >
B ") lnn n (In(n+1)+Inn)(In(n+1)—Inn) (Inn)? 3 Inn ((lnn)Q)
 n+1 n(n+1) 2(n+1)2 n(n+1)2  2n2(n+1)2 AR n2
1 1
In{1+4+— (In(n) + In(n +1))In (1 + )
_ < n) __Inn N "y (Inn)? B Inn P ((11171)2)
n+1 n(n+1) 2(n+1)2 n(n+1)2 2n2(n+1)2  notoo \ n? '

Encore une fois, tous les termes sont négligeables devant (Inn)?/n?. Passons a 'ordre 3, les calculs devenant vraiment
longs, voici le résultat, avant de rentrer certains termes dans le petit o :

In (1 + ;) : (In(n) + In(n + 1)) In <1 + i) (1)’ :
=TT n(n+1) + 2(n + 1)2 S nn+1)2 2n2(n+1)2
1 2 2
In (1 + n) ((Inn)* +1In(n + 1) In(n) + In(n + 1)#) (lnny? (1)’ (1nn)?
* 6(n+1)3 C2n(n+1)3  2m2(n+1)3  6n3(n+1)3
(Inn)?
* nﬁ(iroo ( n3 ) ’

32 5
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La somme de logarithmes vient de la factorisation de In(n + 1)3 — (Inn)3. Les seuls termes non négligeable devant
(Inn)3/n3 sont les deux premiers, par conséquent,

1

In{1+—

n Inn (Inn)3

Uy = - + o — .
n+1 n(n + 1) n—+o00 n3

Le terme prépondérant dans cette écriture est (Inn)/(n(n+1)), en effet, In(1+1/n)/(n+1) = 0(n—400)(In(n)/(n(n +
1))). De plus, (Inn)?/n* = 0(,— 400y (Inn)/n?, donc par transitivité de la relation de négligeabilite,

Inn n Inn
Up = ——— 0 — .
" n(n+1)  n—otoo \ n2

Ainsi, Un ~(n—4o0) —(In n)/n?.

Exercice 21 (2&)

1) Donner le développement limité de x +— / v/ 1+ t2dt en 0 a Pordre 4.
2) Sur le méme modéle, donner un développement limité de = — / “e~dt en 1 & lordre 3.

> Solution.

1) On ne peut pas directement calculer I'intégrale, cependant on sait, a partir du développement limité d’une fonction

qui est la dérivée d’une autre, trouver celui de la fonction dont elle dérive. Soit f : t — +/1 + ¢2. Notons F' une primitive
de f sur R,

Vo € RY, /$f:F(x2)fF(x)

Comme
f(t)—1+f—ﬁ+ﬁ+ o (t*)
B 2 8 16 t=o 7

et on en déduit que

F(wt)—ltth2 t3+t4+ (th
TP T 90 T er TS0
d’on
z? 4 2 3 4 2 3 4
Sqp— (20 %) = oz 2 ay_ 8 0 150 4
/Z \/1+tdt—<x +4> (x+4 24+64>+t30(t)— T+t ot +t30(t)

2) On procéde de maniére analogue, notons f : ¢t — e~t ainsi que F une primitive de f sur R. Pour trouver un
développement limité de F' en 1, on commence par le trouver en 0. Comme

4
t)y=1-1"+ = t
f() +5 +,0 (),
et on en déduit que
3

— t 3
Fty=t— <+ o (t),

donc

De plus,

P () d () () - ()G ) e
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donc

1 1 1/ 1 3
F - ) (1 3
(t+l> (t+1 >+3<t+1 ) +,9)

2 43 1 2 3 ’
=(1—-t+——=—-1)+-(1l—-t+=————1 t3
( T3 >+3( T3 )ﬂﬂo”

2 1
=—t4 = — =+ (13 t3
tg -5ty + o ()
t2 23 3
=ty o o)
Par conséquent,
1 t—1)2 2(t—1)3
F<>(t1)+( ) Uy + o ((t—1)%),
2 3 —1
et ainsi Y
N -1 (t—1)°
/ eftzdt:—Z(x—l)—F(z L ) + o (2*).
T 2 3 z—1

On pourrait craindre de ne pas avoir développé assez f, mais en développant plus, on se rend compte qu’en suivant
cette méthode, le terme suivant du développement de f n’apporte que des termes négligeables devant 2% quand x tend
vers 1.

34 I
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Feuille d’exercice n°20 : Intégration

Exercice 4 (h)

Soit f : R — R uniformément continue telle que f(n) ——— +o00. Montrer que f(z) —— +o0.
e TR
ne x

> Solution.
L’uniforme continuité de f lui impose des variations bornées, donc les grandes valeurs prises par les f(n) vont
imposer de grandes valeurs & f. Précisons : I'uniforme continuité de f assure l'existence d’un § > 0 tel que

V(z,y) eR? |z —y[<d = |f(x)— fly)l <1

Soit A > 0, comme f(n) —(n—4o0) +00, il existe N € N tel que pour tout n > N, f(n) > A. Mais les variations de f
entre deux entiers sont bornées. Soit n € N, soit x € [n,n + 1],

|f(z) = f(n+1)| = f(x)—f(a:+5)+f(x+6)—f(x+26)+f(x+25)—-~-+f<a¢+ VA—;_QTJ 6) —f(n+1)‘.

Par inégalité triangulaire,

@)= S0 1) < 17 = Fo 4 o) vt |1 (24 | =2 6) < o)

b

mais pour tout k € N, [(k+1)6 — kdé| =9, |f(x + kd) — f(x + (k+1)d)| < 1. Par conséquent,

@) = fn+ 1)) < Q“;‘“‘J +1) o1— {”;‘xJ i

Mais n +1 — 2 < 1, d’ou
= gl 01 [5] 41, e 02 g0 - 5] <1z a-[5] -

Ceci est donc vrai pour tout z > N, et quitte & remplacer A par A+ [1/6| + 1, on vient de montrer que

fl@) —— +o0.

r—+o0

Exercice 10 (‘2&)
Soit f : [0,1] — R une application continue strictement croissante telle que f(0) = 0, f(1) = 1. Etudier la limite

1
de la suite de terme général / fr(t)de.
0

> Solution.
La fonction f étant strictement croissante et valant 1 en 1, pour tout ¢ € [0,1[, f(¢) < 1, donc f"(t) —(n—4o0) O-
On a envie de passer a la limite dans 'intégrale, ce qui conduirait, en notant

O0sit#1
g:t— b? 7 R
1sit=1

/1 ot — [ gar=o.
0

n—-+o0o 0

Mais aucun théoréme de premiére année ne permet de passer a la limite dans une intégrale. On suppose néanmoins
que la limite recherchée est 0. Si 'intégrale n’allait pas jusqu’a 1, on pourrait conclure. En effet, soit a < 1, f étant
strictement croissante sur [0, 1],

/a ()t < / F(a)dt = af™(a) — 0.
0 0

n—+oo

35 =
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On sépare donc cette intégrale en deux,

/ = / o [ .

et on cherche & montrer que le deuxiéme morceau tend vers 0. On le majore de la méme maniére,

/a1 )t < /al At =1—a.

Le premier morceau tend vers 0 peu importe la valeur de a < 1, on a donc intérét & prendre a le plus proche de 1
possible, pour minimiser le deuxiéme. Soit € > 0, on cherche a tel que 1 — a = ¢, soit a = 1 — €. Pour cette valeur de
a, il existe N € N tel que pour tout n > N, le premier morceau soit inférieur a e. Ainsi, si n > N,

1 1—e 1
/ fr)de = / fr()de + ff)dt<e+(1-(1-¢)) =2e.
0 0 1—e

Quitte & diviser € par deux, ceci montre que fol SrH(t)dt = (- 400) 0.

Exercice 11 (2&)
Soit (a,b) € R? (avec a < b), soit f continue et positive de [a,b] dans R. Montrer

b n
(/ f"(t)dt> —— sup{f(?) | ¢ € [a, b]}.
- n—-+00
Indication : commencer par traiter le cas ou f est constante.

> Solution.
Suivons l'indication et supposons f constante, de valeur M > 0, alors

n—-+o0o

1/n
</b fn(t)dt) =((b— a)Mn)l/n =(b- a)l/nM oM

La propriété est bien vérifiée. L’examen de ce cas permet de trouver une majoration de l'intégrale. On suppose
désormais que f n’est pas constante et notons M > 0 sa borne supérieure. On obtient alors que

1/n

1/n
Vn € N*, </b f”(t)dt) < </b M”dt) = (b—a)/"M.

Pour trouver un minorant de 'intégrale, on peut chercher de la méme maniére un minorant de f. On le cherche positif
car les puissances non entiéres d’'un nombre négatif ne sont pas définies. Si 'on choisit 0, qui est bien un minorant car
f est positive, on montre que l'intégrale est positive, ce qui n’avance pas vraiment les choses. Mais f peut prendre la
valeur 0, on ne va donc pas pouvoir choisir un minorant global de f, on en cherche donc un minorant local. La fonction
f étant continue sur le segment [a,b], sa borne supérieure est atteinte, et donc tout A €]0, M| peut étre un minorant
local de f. En effet, soit A €]0, M[, notons e = M — A > 0, la continuité de f assure I'existence de (o, 8) € [a, b]? tel
que a < (et pour tout = € [, B, |f(x) — M| < e, soit f(x) > M —e = A. La fonction f étant positive sur [a, b],
1/n

1/n
Vn € N*, (/bf”(t)dt> ></ﬁf"(t)dt> > (B—a)/"A,

b 1/n
¥n € N, wa)””“(/ f”<t>df> <(b—a)'/"M.

et donc

Ceci est valable pour tout A €]0, M|, donc par passage a la limite quand A tend vers M,

b 1/n
VneN*, (B—a)/"M 5(/ f”(t>df> < (b—a)/mM.

Par passage a la limite quand n tend vers +oo et par théoréme d’encadrement,

b 1/n
(/ f"(t)dt) M = sup{f(t) | t € [0, B]}.

n——+00
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Exercice 19 (2&)

T in(t
On définit la fonction F' de Ry dans R par Vo € Ry, F(x) = / Hmtﬂdt.
0

1) Justifier proprement la définition de F.
2) Montrer que F' est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

3) Nous étudions & présent le comportement asymptotique de F.
[z]—1 (k+1)m | o L .
t t
a) Montrer que Vz > 1, F(z) = Z / |Sltin|dt —|—/ @dt.
k g

k=0 VKT lz]

n—-+o0o x——+00 T

1 2
b) On rappelle que Z Tl Inn. En déduire que F(z) ~ —Ina.
k=1

> Solution.

1) Soit z € Ry, notons f, : t — [|sin(tz)|. Pour tout ¢ € [—7n/(2x),7/(22)], xt € [-7/2,7/2] donc f,(t) = sin(tx).
La fonction f, est donc dérivable en 0, donc la fonction g, : t — |sin(tx)|/t admet une limite finie en 0, qui est x,
donc est prolongeable par continuité en 0. Comme elle est continue sur |0, 7], son intégrale sur ]0, 7] existe et donc la
quantité F'(x) est bien définie.

2) On ne sait pas dériver F' directement car x est a l'intérieur d’une intégrale, on va donc faire un changement de
variable pour le sortir. Mais la fonction g, définie en 1) n’est pas définie en 0, on ne peut donc pas directement faire
le changement de variable. Soit € Ry, on a vu en 1) que g, était prolongeable par continuité en 0, notons g, ce
prolongement, c’est-a-dire

| sin(tx)]
Go T — t
z sit=0

sit#0

Ainsi, g, est continue sur [0, 7] et
F(z) = / g (t)dt.
0
Siz =0, F(z) =0.Siz >0, le changement de variable affine ¢ = u/2 montre que
1 T
F(z) = 7/ Ja (E) du.
T Jo X

Soit a €]0, 7],

1 [ /u 1 (™ _ /u 1 /. /u ™ | sinu
F(m):f/ gw(f)du—i—f/ gw(f)du:—/ g,;(f)du—&—/ [sinul ;.
x Jo x z J, x x Jo x a u
Le deuxiéme terme ressemble presque a une primitive entre a et x, mais le facteur 7 géne. Le changement de variable

affine u = mv montre que
/” |sinu|du _ /‘T |si1r1(7rv)|dv7
a U a/m v

Lt Tolsin(mo)| 1 [ ru T
F(:E)—;/O Ja (5) du—i—/G/Trvdv—x/O Ga (;) du—l—/a G (v)do.

/
Ceci étant vrai pour tout a €]0, mx[, en passant a la limite lorsque a tend vers 0, on obtient que

donc

Fa) = [ o)

Ainsi, la fonction ¢, étant continue sur [0, 7], d’aprés le théoréme fondamental de lanalyse, F' est la primitive de g,
s’annulant en 0. Elle est donc dérivable sur R et
|sin(rz)| .
- —— siz#0
Ve e Ry, F'(z)=g(z)= 7 :

T sizx=0
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3) a) Soit > 1, on a montré en 2), avec les notations introduites alors, que

1 /v [t ™ | sint
Va €]0,mz|, F(z)= ;/ G (m> dt+/ |Sl;1 |dt,
0 a

donc par passage a la limite quand a tend vers 0,

™r : t
Flz) = / [sin] ,,
, 1

Par relation de Chasles,

wlx]| | o t T ¢ [z]- (k+1)m ¢ g int
F(a:):/ | sin |du+/ | sin |dt Z / | sin ‘dt / | sin |dt.
0 t 7| x| t km t m|x] t
k=0

b) Soit x > 1, soit k € {1,..., x| — 1}, par positivité de ¢ — |sint|,

1 (k+1)m (k+1)7 | o t 1 (k+1)m
T Sk k T Jkn

T

Si k est pair,
(k+1)7m (k+1)7w
/ |sint|dt = / sin(t)dt = | — cost](k—%l)7T =2,
k k

T s

et si k est impair,
(k+1)w (k+1)7m
/ |sint|dt = —/ sin(t)dt = —[ — cost|, Ui _ o,
k k

i ™

De plus, par positivité de t — |sint|/t sur R,

_— (2] ) [ w(lzl+1)
0< / [sint] j, < / [sint] gy 1 / | sin¢|dt.
|| w|x] t ™ QTJ |z

On déduit de 3)a) que

LIJ

Lz -
2 |51nt\ " |blnt\
— ——dt < F(z

Le terme foﬂ |sint|/t étant constant, le résultat admis et le théoréme d’encadrement montrent que

F 2 2
(z) —, dou F(z) ~ —In(z).
In(z) z—+oco = z—fo0 T

Exercice 20 (‘2&)
Soit f: Ry - R, z+— / (sint)*dt.
1) Montrer que f est (()iécroissante.
2) Montrer que pout tout x € [1,+o00[, (x +1)f(x +1) = zf(z — 1).
3) Soit p(x) = zf(z)f(z — 1). Montrer que ¢ est périodique de période 1.

4) Calculer ¢(x) pour tout x € N*.

5) En déduire que f(z) ~ 1/%, puis que Vz € [1,4o00[, p(z) =

T——+00

™
5

> Solution.
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1) Soit (z,y) € (R4)? tel que x < y. Pour tout ¢ €]0, /2], sint €]0,1] donc In(sint) < 0, d’ott zIn(sint) > yIn(sint).
Par croissance de 'exponentielle, pour tout ¢ €]0, 7], e? () > evIn(sing) “soit (sint)® > (sint)¥. Par croissance de
Iintégrale, f(x) > f(y) donc f est décroissante sur R.

2) Soit x € [1,4o0[, par intégration par parties,

/2
f(z:+1):/0 (sint)(sint)*d¢
/2
= |(—cost)(sin A T cost)?(sint)* !
= [(—eost(sinty ]y 40 [ (cost?(siney

w/2
= :c/o (1 — (sint)?)(sint)®tdt
=zf(r—1)—xf(x+1).
Ainsi, (z+1)f(x +1) =af(z —1).

3) La fonction f étant définie sur R, ¢ est définie sur [1, +o00[. Soit = € [1, +00[, en multipliant la relation trouvée en
2) par f(z), on obtient (x+1)f(x+1)f(z) = zf(z)f(z—1), soit p(x+1) = p(x). La fonction ¢ est bien 1-périodique.

4) D’aprés 3), ¢ est 1-périodique donc par récurrence, pour tout n € N*,

™

w/2 /2 T /2
p(n) =¢(1) = / sin(t)dt x / 1dt = —[ — cos ﬂo =—_.

5) D’aprés 4), pour tout n € N*, p(n) = 7/2 donc
T
1) o~
Ffn 1)~ &
L’¢quivalent que I'on veut trouver laisse a penser que f (1) ~(,—400) f(n—1). Soit n € N*, d’aprés 1), f est décroissante
sur Ry donc f(n+1) < f(n) < f(n —1). Pour tout « € Ry, t — (sint)® est continue, positive et non nulle sur
[0,7/2], donc f(x) > 0. Ainsi,
fn+1) _ fn)
fln=1) = f(n—1)

mais 2) montre que f(n+1)/f(n —1) =400 1. Par théoréme d’encadrement, f(n)~(— 400y f(n — 1), et donc

<1

Mais ce que ’on veut montrer, c’est que

7T J?
soit
m~>+oo 71' x~>+oo

zER

Ramenons nous au cas entier. Soit z € R, la fonction ¢ — +/t étant croissante et positive sur R, et f étant
décroissante et positive sur R,

VL a1y < 2 0y <AL D g

L’¢quivalent établi dans le cas entier montre, avec le théoréme d’encadrement, que f(x) ~—1o0) /7/(22).

Enfin, soit z € [1,4+o00[, la 1-périodicité de ¢ démontrée en 3) permet de montrer par récurrence que pour tout
n € N, ¢(x) = p(r+n). On montre comme précédemment que f(2) ~(y—4o0) f(2 — 1), donc I'équivalent de f en +oo
montre que ¢(z + 1) ~ (s 4o0) T/2. Ainsi, par passage a la limite quand n tend vers +o0, () = 7/2.
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Feuille d’exercice n°23 :  Probabilités

Exercice 14 (2&)

Soit r un entier naturel non nul. On dispose d’un sac contenant r jetons numérotés de 1 a r dans lequel on peut
effectuer une succession de tirages avec remise en notant, a chaque fois, le numéro obtenu.

Pour tout entier naturel n non nul, on note 7;, le nombre de numéros distincts obtenus au cours des n premiers
tirages. Soit m un entier naturel non nul.

1) a) Quelles sont les valeurs prises par T, ?
b) Calculer les probabilités P(T,, = 1), P(T,, = n) et P(T,, = 2).

2) Soit (k,n) un couple d’entiers naturels non nuls tels que 1 < k < r. Déterminer une relation entre P(7},,1 =
k), P(T,=k) et P(T,, =k —1).

3) Pour tout entier naturel n non nul, on considére le polynéme Q,,(X) défini par :

k=1

L(X - X2)Q,(X) + XQu(X).

a) Montrer, que pour tout entier naturel n non nul : Q,4+1(X) = —
r

b) Pour tout entier naturel n non nul, en reliant E(7},) & @,,(X), exprimer E(T},11) en fonction de E(T},),
r et n. Déterminer ensuite E(T,,) en fonction de r et n.

E(T)

c¢) Calculer la limite de quand 7 — +00.

> Solution.
1) a) Il est possible d’obtenir un numéro distinct a chaque tirage, mais le nombre de numéros distincts pouvant
étre obtenus ne peut dépasser r. Par conséquent, T, est a valeurs dans {1,...,min(n,r)}.

b) Notons X} la variable aléatoire donnant le numéro obtenu au k° tirage, qui suit une loi uniforme sur {1,...,7}.

La probabilité P(7,, = 1) est la probabilité que le méme numeéro soit obtenu a chaque tirage. Les tirages s’effectuant
avec remise, les X sont indépendantes. La formule des probabilités totales montre que

P(T,=1)=) P, =1Xi=k)=> PXi=kXo=k... X,=k).

k=1 k=1
Les X étant indépendantes,
ZT:P(Xl :k,ngk,...,ank)zzT:P(Xl —k)x - xP(X, =k) = Sl ]
k=1 k=1 k=1 " ™ et

Ainsi, P(T,, = 1) = 1/r" L.
Sin > r, P(T,, = n) = 0 car on ne peut pas obtenir plus de r numéros distincts. Si n < r, une séquence de n

tirages ott n numeéros distincts sont obtenus est un n-arrangement de {1,...,r}. Par conséquent, P(T, = n) est égale
au nombre de n-arrangements de {1,...,r} divisé par le nombre de séquences qu’il est possible d’obtenir, a savoir
card({1,...,7}™) = r™. Ainsi,
7!
. (r=n) (r=1)
P(Tn=n) = rmo el (e — )l

Enfin, obtenir deux numéros distincts sur n tirages, c’est obtenir une suite du méme numéro, puis un autre numéro,
puis une séquence ne contenant que ces deux numéros. D’aprés la formule des probabilités totales,

P(T,=2)=)Y P(T,=2X =k),
k=1

40 )
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et en appliquant de nouveau cette formule en conditionnant par rapport a la longueur de la premiére séquence, ot ’on
obtient toujours le méme numeéro,

r r n—1
ZP(Tn:2,X1:k):Z ZP(T: — =X, =k X AR+ PT, =2,X, ==X, = k)
k=1 k=1 \j=1
Remarquons que pour tout k € {1,...,r}, P(T,, = 2,X; = --- = X,, = k) = 0, car cet événement correspond a

n’obtenir que des k. On applique encore une fois la formule des probabilités totales,

r n—1 r

=S NI PT=2X)==X;=kX;;1=1)

k=1j=1 {=1
1#k

r n—1 r

=22 P

k=1 j=1 I=1
17k

=X =k X =1LX0 e {k 1} X € (R, 1)),

Par indépendance des Xy,

Z Z ZP X, =k) x P(X; = k)P(Xj11 = DP(Xjp0 € {k,1}) x --- x P(X,, € {k,1})

Il

w
5
3
>—- »a
i~ £
/-\
\_/
.
S| =
m
=N
~~_
3
|
o
|
—

=1 =1
j= 7
T T n—1
:in 1 2n—i—t
r
k=11=1 Jj=1
l#k

-2
_ r(r—1) "Z: o
rm -

7=0

r—1 1—2n1
X

rn—1 1-2

(r—E— -1

rnfl

2) Par formule des probabilités totales,

min(n,r)

P(Top1=k)= Y PT=kT,=j).
j=1

Mais comme un seul numéro est obtenu a chaque tirage, donc 7,11 =T, ou T),11 =T, + 1, d’ou
PToi1=k)=PThp1 =kTo=k)+P(Thi1 =k, T, =k—1).

Sik=1,P(Tpi1=kTp=k—1)=P(Th1 =1,Tp =0)=0ct P(T, = 1) # 0, donc P(Tjp1 = 1) = P(Thyq = 1 |
T, = 1)P(T,, = 1). La probabilité conditionnelle P( n+1 = 1| T, = 1) est égale a la probabilité que le numéro obtenu
u (n+ 1)° tirage ait déja été obtenu, donc P(T),4+1 = 1| T, = 1) = 1/r car un seul numéro a déja été obtenu. Ainsi,
P(T, = 1)
—

P(Th1=1)=
Si k # 1, les mémes arguments permettent d’écrire que
P(Thi1=k) =P(Tpi1 =k | T, =k)P(T, =k) + P(Lhp1 =k | T =k - 1)P(T, = k - 1),
avec P(T41 =k | T =k)=k/ret P(T11 =k | T, =k —1) = (r — k)/r. Par conséquent,

k —k+1
P(Lo1 = k) = ~P(L, = k) + %P(Tn —k—1).

Comme P(T,, = 0) = 0, cette expression est valable aussi pour k = 1.

41 &
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3) a) D’aprés 2),

T 1 T T 1 A
_ _ k1 _ k — kL _ — k
Qni1(X) =Y P(Thy =k)X" = . > KP(T, =k)XF+ Y P(T, =k-1)X . > (k=1DP(T, =k - 1)X*.
k=1 k=1 k=1 k=1
De plus,
Q,(X) = kP(T, = k)X*",
k=1
d’on

b) Etant donné que

on remarque que E(T},) = @/,(1). En dérivant la relation établie en 3)a), il vient que

! (1-2X)Q.,(X)+ %(X — X2)Qn(X) + Qn(X) + XQ,(X).

T
Comme Q,(1) =% _,P(T, =k) =1,

1

E(T,41) = (1 - r) E(T,) + 1.

La suite (E(T},)) est donc une suite arithmético-géométrique. Soit « € R,
1
a=(l—--)a+1l << a=r,
T

donc la suite (E(T},) — r) est une suite géométrique de raison 1 — 1/r et de premier terme FE(Ty) —r = 1 — r. Par
conséquent,

n—1
Vn € N*, E(Tn):r+(1—r)(1—l) .
r

E(T}) 1 1\ 1\"
J :1+(—1)<1—> :1—(1—).
T T T r
<1 - 1> — 67"11’1(171/1‘)7
,

et rIn(1 —1/7r) ~(5400) —1, donc (1 —1/7)" =400 1/e. Ainsi,

c) D’aprés 3)b),

Mais si r € N*,

E(T}) 1
— 1.
r r——+00 e

42 &
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Feuille d’exercice n°24 :  Matrices

Exercice 18 (‘2&)

Résoudre I'équation X2 + X = A d’inconnue X € My(R), avec A = (1 1)

Indication : on commencera par étudier complétement A.

> Solution.

Analyse : Soit X € M3(R) solution de X? + X = A, soit X (X + I,,) = A. Comme A est de rang 1, X ou X + I,,
n’est pas inversible. En effet, si les deux ’étaient, A serait de rang 2. De plus, A est non nulle donc aucune des deux
n’est nulle.

e Si X est de rang 1, la famille de ses vecteurs colonnes ou de ses vecteurs ligne est liée.

— Si c’est la famille de ses vecteurs colonnes qui est liée, il existe (a,b, \) € R? tel que

a Aa
XZ(b >\b>’

« X(X+I)<a )\a> (a—|—1 Aa )(a(a—i—l)—l—)\ab )\a2+>\a()\b+1)).
" b Ab b Xb+1 bla+1)+Ab?  Aab+ Ab(Ab+1)
On en déduit que
ala+1)+ab=1 ala+Xb+1)=1
Aa? + Aa(Ab+1) =1 , Aa(a+Xb+1)=1
bat)+x2=1 " Vb1 =1
Aab+ Ab(Ab+1) =1 Ab(a+Ab+1)=1

La premiére et la deuxiéme ligne montrent que A = 1, donc

)

ala+b+1)=1
bla+b+1)=1

et I'égalité des traces montre alors que
ala+1)+ab+ab+bb+1)=a%>+2ab+b*+a+b=(a+0b)>*+ (a+b) =2.

Comme X2+ X —2 = (X — 1)(X + 2), les seules racines de ce polynome sont 1 et —2. Ainsi, a +b =1 ou
a+b=-2.81a+b=1,le systétme montre que a =b=1/2, et sia+b=-2,a=b=—1.
— Si c’est la famille de ses vecteurs lignes qui est liée, il existe (a,b, \) € R? tel que

_fa b T _(a Aa
X_(/\a )\b)’ donc X _<b )\b)'

Comme X et X +1,, commutent, X (X +1,,) = (X +1,)X = Adonc X7 (X+1,)T = AT soit X' (XT+1,) =
A. On est ainsi ramené au cas précédent.
e Si X + I, est de rang 1, on suit le méme raisonnement.
— Si c’est la famille de ses vecteurs colonnes qui est liée, il existe (a,b, \) € R? tel que

a Aa . a—1 \a
X+I”_(b Ab)’ soit X-( b Ab—l)’

_fa—1 Ja a Aa\ _ (ala—1)+Xab Xa(a—1)+ N\ab
X(X+1n) = < b Ab— 1) (b )\b> B (ab—l—b()\b— 1) Xab+ Ab(Ab—1)) "

On en déduit que

ala—1)+Aab=1 ala+Xb—1)=1
Aa(a — 1)+ N2ab=1 soit Aa(a+Ab—1)=1
ab+b(Ab—1) =1 ’ bla+Ab—1)=1
Aab+ Ab(Ab—1) =1 Ab(a+Ab—1)=1

43 )
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La premiére et la deuxiéme ligne montrent que A = 1, donc
{a(a +b—-1)=1
bla+b—-1)=1 "~
et ’égalité des traces montre alors que
ala—1)+ab+ab+bb—1)=a’>+2ab+b*>—a—b=(a+b)*— (a+b) =2.

Comme X? — X —2 = (X —2)(X + 1), les seules racines de ce polynome sont 2 et —1. Ainsi, a +b = 2 ou
a+b=—-1.81a+b=2, le systétme montre quea=b=1,etsia+b=—-1,a=b=—-1/2.
— Si c’est la famille de ses vecteurs lignes qui est li¢e, il existe (a,b, \) € R? tel que

_fa b . _fa-1 b r_ f(a—1 Aa
X+I'_<Aa )\b)’ soit X_<)\a )\b—1>’ done X —< b )\b—l)'

Comme X et X +1,, commutent, X (X+1,,) = (X+1,)X = Adonc XT(X+1,)T = AT soit XT(XT+1,) =
A. On est ainsi ramené au cas précédent.
Finalement, les matrices trouvées sont %A, —A, Aet —%A.
Synthése : Remarquons que A% = 2A4, donc

1\ 1, 1., 1
<2A) +§AfZA +§AfA
(A2 —A=A2-A=4A
A+ A=3A
2
_lA —lAzlAQ—lA:O
2 2 4 2

Les seules solutions de I’équation X2 + X = A sont donc %A et —A.

44 &
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Feuille d’exercice n°25 : Déterminants

Exercice 14 (&)

Calculer les déterminants suivants, d’ordre n € IN*.

1+ 22 T 0 ar + by ai ai
7 1+22 =z as az+by as ... as
1) A, = 2) By —| as
z 1422 x |
0 1 2 '
x T an ... Qn Gap+b,

> Solution.
1) Soit x € C. Soit n > 3, en développant par rapport a la premiére ligne, il vient que

T T 0
0 1+a2 x

Ap = (1+$)2An—1 -z T 1+:C2 )
0 z 1422

puis en développant par rapport a la premiére colonne, on obtient
An = (1 + I'Q)An,l — .’E2An,2.

C’est une relation de récurrence linéaire double & coefficients constants, de polynome caractéristique X2 —(14+x2)X +a2,
donc de discriminant

A=0+2"? -4 =2 420 +1 —da? = 2" — 222 +1 = (2® — 1)%.

e Siz=10ouz=—1, A =0 donc 'unique racine du polynéme caractéristique est (1 + 22)/2 = 1. Il existe donc
(A, ) € C? tel que
YneN* A, =X+ pun.

De plus,
14 22 T

- 14 a2 =(1+2%?-2*=3.

A1=’1+z2}:1+x2:2, et que Ag:‘

Le couple (A, ) vérifie donc

Ainsi,
VYneN* A,=1+n.
e Six#1etx#—1, A0 donc le polyndme caractéristique admet deux racines distinctes,
1+2%—(22-1)
2
Par conséquent, il existe (A, u) € C? tel que

2 2 _
=1, et Ltz +2($ 1):x2.

Vn e N*, A, =X+ pa’".

Le calcul de A; et de A; montre que

{)\—i—,ux2:1—|—x2 {)\—i—,ux2:1—|—x2 2 —1

, soit , dou
A+ pzt = (14 22)? — 22 222 - Vp=04+2%2-222 - 1=z z?

Ainsi,
2(n+1) _ 1
N, A, -1t
zé—1
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2) Soit n € N* ainsi que (ai,...,a,) € C™ et (b1,...,b,) € C". En soustrayant la derniére colonnes de B,, & toutes
les autres, on obtient que
b1 0 [N [N aq
0 b2 0 N a9
B,=10 :
. : : an—1
b, ... ... =b, a,+b,

Un développement par rapport a la derniére colonne montre que

n—1

Bn = (an + bn)Anm + Z(_l)n+iaiAi,na

i=1

ou les A,; ,, sont les mineurs d’ordre (i,n) de B,,, donc des déterminants de taille n — 1. Soit 7 € {1,...

by 0 0 0
0 by :
b,_1 0 0
A=
,M 0 bi+1 )
0 0
: : i - bp_o 0
0 ... ... ... 0 ... 0 0 bp_1
by e e .. =by, ... ... ... =D,

,n—1},

donc un développement par rapport a la i¢ colonne, qui ne contient qu’un coefficient non nul, montre que

by 0 0
0
_ n—1+i bi—1
Al n — (71) (76 )
bit1
0 0 bn—l

Le déterminant d’une matrice diagonale étant égal au produit de ses coefficients diagonaux,

n—1 n
Aig = (=1, [] br = ()" ] bx-

k=1 k=1
ki ki
Par conséquent,
n—1 n—1 n n n n
Bn:(an+bn)ku+Z aiku :ku-‘rz a; b
k=1 =1 k=1 k=1 1=1 k=1
ki [
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Feuille d’exercice n°26 : Espaces euclidiens

Exercice 3 (Cﬁ)&)

Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et || - || la norme associée. Soit n € N*, et (vy,...,v,) € E.

n 2 n
Doufl <nd vl
1=1 =1

Montrer I'inégalité :

> Solution.
L’inégalité fait penser & Cauchy-Schwarz. Par inégalité triangulaire,

S o s(Zmn) =(lenw|> 7
=1 =1 i=1

et donc par inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R,

> il < (Zl X IIUi) < (Z 12) (Z IIvi2> <ny vl
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Exercice 5 (@%h)

Soit n € N*.
1) Montrer que, sur M, (R), Papplication (A4, B) +— tr(AT B) est un produit scalaire.

2) Soit N la norme associée a ce produit scalaire (on Pappelle norme de Frobenius), montrer que :
V(A,B) € M,(R), N(AB) < N(A)N(B).

3) Montrer que :
VA€ Mn(R), [tr(A)] < VnN(A).

> Solution.
1) Notons ¢ : (4, B) + tr(AT B).
e La trace et la transposée étant des applications linéaires, ¢ est bilinéaire.
e La trace étant invariante par transposition, ¢ est symétrique.
Soit A € M,,(R), notons A = (4; j)1<i,j<n, alors

I
N
Eall V)

(A, 4) = tr(AT4) = tr (Z Ak,iAk,j>
k=1

1<ij<n =1k=1

donc ¢ est positive.
o Les A, ; étant positifs, le calcul précédent montre que

P(A,A) =0 < Y(i,j) € {1,...,n}*, A7, =0 < V(i,j) € {1,...,n}*, A; =0 < A=0r,(R)

donc ¢ est bien définie.
Ainsi, ¢ définit un produit scalaire sur M,,(R).

2) Soient A et B dans M,,(R), notons A = (4; ;)1<i j<n €t B = (B; j)i<i,j<n- Notons C = AB, et C = (C; j)1<i,j<n,
sachant que par produit matriciel,

V(Z,j) € {1,...,71}2, Oi7j :ZAi,kBk,j-
k=1
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Le calcul fait en 1) montre que
n n n n n 2
N(C)? = ¢(C,0) = Z ZC{%]’ = Z Z (Z Ai,kBk,j> :
i=1 j=1 i=1j=1 \k=1

Mais 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R™ montre que

n 2 n n
(Z Ai,kBk,j> < (Z A?,k) (Z Bl%,j) .
k=1 k=1 k=1

Par conséquent,

N(AB)? <

n
1=

1j5=1 \k=1 i=1 k=

et donc le calcul fait en 1) montre que N(AB)? < (A, A)p(B, B) = N(A)2N(B)?2. Une norme étant positive, on en
déduit que N(AB) < N(A)N(B).

3) L’inégalité fait penser a Cauchy-Schwarz, on essaie donc de faire apparaitre des produits scalaire. Soit A € M,,(R),
tr(A) = ¢(I,, A). D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, |¢(I,, A)| < N(I,)N(A) et le calcul fait en 1) montre que

N(I,)? = iznjé? = anl =n,
=1

i=1j=1

ou § est le symbole de Kronecker. On en déduit que N(I,,) = v/n, et donc que | tr 4| < /nN(A).

48 )



MPSI LA MARTINIERE MONPLAISIR FEUILLE D’EXERCICE N° 27

Feuille d’exercice n°27 : Séries numériques

Exercice 9 (&)
+oo
Calculer Z L aprés avoir montré son existence
12+22+,_,+n27 '

=

> Solution.
Soit n € N*,

3 s nn+1)(2n+1)
Zk 6 ’

1 1
1244+ n? :n—>0+00<n3’>.

Par comparaison & une série de Riemann, la série > 1/(12+- - -+n?) converge. Ainsi, si 'on note S la somme recherchée,

donc

—+oo

1
526; n(n+1)2n+1)

Cette somme fait penser & des sommes telles que la somme des 1/(n(n + 1)), qui se calculent en décomposant le
terme général en éléments simples pour faire apparaitre des simplifications. Le théoréme de décomposition en éléments
simples assure I'existence de (a,b,c) € R? tel que

1 a b c

XX+)2X+1) X X+41 2X+1

On calcule les coefficients a, b et ¢ en multipliant cette relation par respectivement X, X + 1 et 2X + 1, puis en

Pévaluant respectivement en 0, —1 et —1/2, ce qui donne a = b =1 et ¢ = —4. Ainsi,
4
S =6 )
nzl ( n+1 2n+ 1>

On passe ensuite aux sommes partielles pour simplifier cette expression. Notons pour tout n € N*, o, la somme
partielle d’ordre n. Soit n € N*,

Notons v,, la quantité entre parenthéses. La somme Y ;_, 1/(2k + 1) est la somme des inverses des entiers impairs

entre 3 et 2n + 1, tandis que ) _, 1/(2k) est la somme des inverses des entiers pairs entre 4 et 2n. Leur somme est
2n+1

donc égale a ) ;"5 1/k, d’ou

2k +1 k 2k
= k=3 k=2
Par conséquent,

n 2n+1 n 2n+1 n 2n+1
1 1 1 1 1 1 1 1
n = 2 — — - = - —1- —+14+ == - — -+ —.
v 2% FT TR k E T2

k=2 k=3 k=1 k=1 k=1 k=1
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Notons pour tout n € N*, H, = ZZ=1 1/k. On sait que cette suite a pour limite +o00, mais on sait également en
établir un développement limité au voisinage de +o00. En effet, la fonction ¢ — 1/t est décroissante sur R’ donc par

comparaison somme-intégrale,
n+1 dt n dt
Vn > 1, / —anﬁ/ — 4+ 1.
1 t 1t

Ainsi, pour tout n > 1, In(n + 1) < H,, < In(n) + 1, ce qui montre que H,, ~(,_, ) Inn. De plus, toujours par

comparaison somme-intégrale,
n+1 n
> 2, / @glg/ a
n 3 n n—1 t

En notant pour tout n > 2, u, = f;il dt/t, pour tout n > 2, up41 — up < 1/n —u, < 0. Mais

un:ln(n)—ln(n—l)zln(n_l) mo

La suite (u,) converge, donc la série téléscopique Y (un41 — up) converge. Par comparaison a une série a termes réels
négatifs, la série > (1/n — u,,) converge, donc la suite de ses sommes partielles aussi. Notons [ € R sa limite, alors

/1 ™ dt
Z(nuk> :anp/l ?:anlnnqzuwom(l).

k=2

En notant v =1+ 1, on obtient le développement limité

H,=lnn+~v4+ o (1).

n—-+oo

Par conséquent, les calculs précédents montrent que

1 1
O'n:1+n+1+4<Hn_H2n+l+2>

1
:3+n7+4(lnn+’)/*ln(2n+l)*’7)4’ o (1)

_|_ 1 n——+oo

n
34 n(2n+1)+nﬁw<)

=3—-4In2+ o (1).

n—-+oo
On en déduit que
+o00 1
=6(3—41n2).
7;112+22+'--+n2 ( n2)
Exercice 12 (2&)
N =
Soit a > 1. Pour tout n € N* on pose Sy = Zn—a et Ry = Z —t
n=1 n=N+1
Etudier, selon «, la nature de la série Z R—N
n>1 N

> Solution.

Commengons par remarquer que comme « > 1, la série de Riemann ) 1/n® converge, donc la suite (Ry) est
bien définie. Cherchons un équivalent de Ry/Sn. Notons S la somme de la série Y 1/n®, dont tous les termes
sont strictement positifs, donc S > 0 et Sy ~(ny_4oc)S. La fonction ¢ +— 1/t est décroissante sur R, donc par
comparaison somme-intégrale, pour tous N € N* et k > N + 1,

k1 g S| k qt k4 1) — (N 4+1)i-@ ko1 klre _ Nla
J R D D e
Na1 ¥ n:NHna N t¢ -« n:NHnO‘ l-«a

Comme o > 1, 1 — a < 0 donc k=@ —(k—4o0) 0. Par passage a la limite quand k tend vers +oo dans l'inégalité

précédente,

l1-«a -«
(N +1) <my <Y

a—1 a—1"
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Par théoréme d’encadrement, Ry ~(n—s4o0) N'7%/(a — 1), d’out

Bn L
SN No+oo S(a— 1)Na—1”

Par comparaison & une série de Riemann, la série Y Ry /Sy converge si et seulement si « —1 > 1, donc si et seulement
sia > 2.
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