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Introduction

Soient T > 0, d € N*, a : RY — R% une application Lipschitz et u® € BV (R%). On considére 'équation
de transport
opu(t, ) + {a(x), Vu(t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x R?
{ u(0,2) = u’(z), z¢€RY

qui admet une unique solution w. Une méthode pour approcher numériquement w est la méthode volumes
finis. Considérons un maillage 7 et une discrétisation uniforme du temps [0,77], de pas At. On note uf; la
valeur de 'approximation de u dans la cellule K au temps nAt par la méthode volumes finis. Le calcul de
ces quantités se fait de maniére itérative. On initialise la méthode en prenant u?( comme la moyenne de u°
dans la cellule K, et la valeur u}‘('H de I'approximation au temps (n + 1)At est définie comme une certaine
combinaison convexe des valeurs des approximations des autres cellules, de la forme

n+1l __ § : n
uK - pK,LuL7
KeT

Z pr,L = 1.

KeT

ot les px, 1, sont positifs et

Cette écriture permet d’introduire une chaine de Markov (K), de noyau de transitions (px,r)k,Le7. On
peut alors montrer que uj = Eg [u(}{n] Le but de cette approche probabiliste est de retrouver le résultat de
convergence du schéma numérique suivant :

Théoréme 0.1  On suppose la donnée initiale u® € BV (R?). Sous des hypothéses de régularité du maillage
T qui seront précisées dans la suite, il existe une constante C' > 0 ne dépendant ni du pas de temps At, ni
du maillage, telle que pour N > 1,

> i = u(NAL |y < CR2ENAY
KeT
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ol h := supgcr diam(K).
Cette démonstration est issue de ’article [Probabilistic analysis of the upwind scheme for transport, de
Delarue et Lagouticre [IJ.

Section 1

1.1 L’équation de transport

Soient T' > 0, d € N*, a : R* — R? une application Lipschitz et u? € BV(Rd). On considére I’équation
de transport

{ owu(t, ) + {a(x), Vu(t,z)) =0, (t,z) € [0,T] x R? 11
uw(0,z) = u’(z), =€ RY (1.1)

Le champ de vecteurs a étant supposé Lipschitz, le probléme (1.1)) admet une unique solution, notée u, dont
I’expression dépend de la donnée initiale u® et des caractéristiques. Pour tout € R, la caractéristique issue
de x est la solution X (-, z) : [0,7] — R? du probléme de Cauchy

{ O X(t,x) = a(X(t,x)), te€[0,T] (1.2)

X(0,z) ==
En notant pour tout ¢ € [0,T], X~1(¢,-) l'inverse de x > X (¢, ), on a alors
V(t,z) € [0,T] x RY,  w(t,z) = u(X7L(t, x)).

Le champ a étant indépendant du temps, pour tout z € R4, X ~1(.,z) est en fait la solution du probléme de
Cauchy
WZ(t,x) = —a(Z(t,z)), tel0,T]
{ Z(0,z) == ’

que l'on notera Z dans la suite. Ainsi,
V(t,z) € [0,T] x RY,  w(t,z) =u’(Z(t,x)).

On en déduit que pour tout ¢ > 0, u(t,-) € L'(R%).
Dans la suite, on sera amenés & utiliser le résultat suivant.

Théoréme 1.1 Rademacher Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™, une fonction globalement
Lipschitz. Alors f est presque-partout dérivable.
On pourra trouver une preuve de ce théoréme dans [2].

1.2 Equation discréte

Soit 7 un maillage de R, dont les cellules sont des polygones fermés, d’intérieurs disjoints tel que

R’ = U K.
KeT

On notera |K| le volume de K pour la mesure de Lebesgue en dimension d et h = supg s diam(K), le
supremum des diameétres des cellules. Deux cellules K et L seront dites adjacentes si elles ne sont pas
disjointes, mais ont des intérieurs disjoints. On notera alors K ~ L. On suppose que le maillage est tel que
pour toutes les cellules K, L adjacentes, leur intersection K N L est inclue dans un hyperplan de R?. On
dénotera par |K N L| la mesure de Lebesgue de dimension d — 1 de K N L. On supposera également que les
cellules ne sont pas plates et que leur bord n’est pas trop long, dans le sens ou il existe a, 5 > 0 tels que

VKeT, Y |[KNLl <oKL, et |K|>p'h? (1.3)
L~K


https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00199856/
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Soit At > 0 le pas de temps du schéma numérique. La méthode volume finis vise a calculer v, une valeur
approchée de la valeur moyenne de u(nAt,-) dans la cellule K, et ce pour tout temps n et toute cellule K.
Etablissons 1’équation discréte qui régit la méthode. L’application u est solution de

Bpu(t, ) + (a(z), Vu(t,z)) =0, (t,x) € [0,T] x RY,
ce qui peut se réécrire
dpu(t, z) + div(au)(t, z) — u(t,z)div(a)(z) =0, (t,x) € [0,T] x R%.

On va intégrer cette relation sur [nAt, (n + 1)At] x K. Formellement, on a

/ Opu(t, z)dtdx = / [u((n + 1)At, z) — u(nAt, z)]dz,
(At (n+1)At]

K
et
(n+1)At
/ div(au)(t, x)dtdx—/ / u(t,x)a(z), ng—r)dxdt
[nAt(n+1) Al x K oK
(n+1)A
Z/ / x){a(x), ng_)dzdt,
K~r Y KNL JnA
donc

/K w((n+ 1)AL 2)de — / w(nAt, z)dz
£y /K N /n Tt ) a(@), st — / /n T i@ (@) didr =0 (L4)

K~L

oll nx s, est la normale sortante unitaire de K sur le bord K N L, pour K ~ L. Puisque 1'on a supposé que
K N L est inclu dans un hyperplan de R?, ng_, 1 est bien constante le long de K N L. Comme u'- est une
approximation de la valeur moyenne de u(nAt,-) dans la cellule K, on a

),
uy ~ — [ u(nAt,z)dx

On introduit deux quantités, le flux numeérique u% _, ; qui approche la valeur moyenne de u sur le bord KN L
entre les temps n et n + 1,

(n+1)At
u(t, z)dtd
ot = SR Ly MO

ainsi que
1
ar L a(z)dz,
TETIROL] ko
la valeur moyenne de a sur le bord K N L. On a alors
n-l—l
> / / ){a(x), nxp)dedt ~ At Y lagn,nx—p)| K N Llufk .
K~ Y ENL nA LK

On peut aussi réécrire le troisiéme terme du membre de gauche de (|1.4))

(n+1)At (n+1)At
/ / u(t, x)div(a)(z )dtdx%/ updiv(a)(z)dtdz

nAt
xAtu?(/ (a(z),nKg_r)dx
0K

~ Atu?{ Z <CLK—>L7nK—>L>-
K~L
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On en déduit une version approchée de ([1.1),

K| (uptt = ufe) + At Y (axop,nk o) K N Llufe,p — Atule > {ag—r,nk—r) = 0.
L~K K~L

. , . . N - n . .n : + n — M o
Ici, on étudie le schéma amont, ot on prend pour flux numériques u%_,; = u si L € K7, et uf_,; = u} si
L e K, avec

Kt .= {L ~ K | (aKHL,nKHm > 0}, K™ = {L ~ K | <aKHL,nKHL) < 0}

Cette hypothése explique le nom du schéma, Finalement, on obtient I’équation approchée

K[ (e = ufe) + At Y {ak s, nko)|E 0 Li(u} — uf) =0,
LeK—

que ’on peut écrire

At|K N L At|K N L
= 14 Z (ag—p,nK—L) A I\ . Z (ag >, nK—1) A |u" (15)

U — L
K| K|

LeK— LeK—

On appellera cette équation 1'équation discréte. Elle permet de définir par récurrence les suites des (u'f)n
pour toute cellule K.
Pour K une cellule, on pose

1
uly = ’K|/Ku0(:p)dm

At|lKNL At|lKNL
Vo > 1, u?{ﬂ =1+ Z (ax—rn,nK—1) Al | n Z (ax 1, K1) At | n

K] o K] -
LeK— LeK—
En définissant ensuite
At|KNL

DKL — <CZK_>L,7’LK|_[>([:> | |7 Si L c K—

(ag—r,nrg—r)At|K N L|

=1

PK—K + Z |K|

Lek-
pk—r =0, siLeT\ (K U{K})

on obtient
UT;(—H = Z PK—LUL-
L~K
On va également imposer aux pg_.;, d’étre tous positifs. Puisque si L € K~, px_ > 0, il suffit d’avoir
pr—xk > 0. On impose donc au maillage 7 la condition suivante, que I’on nommera condition CFL,

a ,n At|KNL
1+ Z <K—>L K—>L> ‘ ‘

i >0 (1.6)

LeK~

qui assure la positivité de px_, k', et qui sera supposée vérifiée dans toute la suite.

1.3 Simplification du probléme

Pour simplifier les expressions, on supposera dans toute la suite que h < 1 et qu’il existe un 6 > 0 tel que
At < 6h. On appellera une constante une quantité ne dépendant ni de At, ni du maillage 7, c’est-a-dire de
h ou de certaines cellules. Une constante peut dépendre de toutes les autres données du problémes, tel que
llal| oo, 0, HuOHBV(Rd), a, 3, et d’autres. Entre deux lignes de calcul, la valeur d’une constante peut changer,
sans que cela soit précisé.
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Si u® € BV(RY) et u est la solution du probléme du transport ayant pour donnée initiale u°, on cherche
4 montrer la majoration

YN =1, lulk — u(NAL )| gy < CRY2ENAY
KeT

ou C' > 0 est une constante ne dépendant ni de At, ni de h.

Fixons h < 1 et N € N. Soit u® € BV(RY). Par théoréme d’approximation (voir [3]), il existe u) €
BV (R%) N C>®(RY) telle que |ju) — ’ILOHLl(Rd) < /2 et \|Vu2HL1(Rd) < HuOHBV(Rd). Dans la suite, on aura
besoin de majorer localement le gradient de u%. On va donc dés maintenant introduire 'application

1

_0 d 0
u::L'GR'—>/ uy (x — y)dy.
IB(0, h1/2)| JB(0,n1/2) W@ —y)dy

0

Proposition 1.2  L’application u” vérifie les inégalités suivantes.

[u® — @)l 1 ray < BY2(L + [[u]l y (ray)
IV@° (| rey < 116”] py ey

1
VCL' € Rd,VR > O, sup |Vﬂ0(y)| S 7||vu0|| ) /
yEB(x,R) |B(0, h1/2)| Rl LY (B(z,R+h1/2))

PREUVE. Les deux premiéres inégalités découlent d’un simple calcul. Démontrons la troisiéme. Puisque
ul € C>(RY), par théoréme de dérivation sous I'intégrale,

1
vz eRY, Vil(z)= ——e Vud (z —y)d
€ ) u (‘73) ’B(O, h1/2)| B(0,h1/2) uh(x Z/) Y,

ce qui conclut. O

Notons @ : (t,z) — u(Z(t,x)) la solution du probléme du transport pour la donnée initiale @, ainsi que
pour tout K € 7,n € N, 4} la solution approchée par la méthode volumes finis. Par inégalité triangulaire,
pour tout K € T,

Z lug — u(NAL )| £

KeT
< uR = ag g + Y ax — @(NAL )|y + D [U(NAL ) — u(NAL, )| 1) (1.7)
KeT KeT KeT

On étudie chaque terme du membre de droite.

Théoréme 1.3  Soient v°,w’ € BV(RY), et soient (V%) keT neN, (W) keT neN les solutions numériques
données par le schéma volume fini. Il existe une constante C > 0 telle que

> K|y — x| < Ce“NA g — wol| 1 (ray-
KeT

PREUVE. Par théoréme de Fubini-Tonelli,

K vk —wig] < YK Y pronhl —wi = (Z ‘K|pKaL> vp, — w].

KeT KeT LeT LeT \KeT
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Si L € T, par théoréeme de Fubini-Tonelli, puis par théoréme de Stokes,

a 0 J N L|At
Z |Klpx—r = —At E (agsp,nrgop)KNL|+|L] | 1+ Z s, M) |

KeT KeT\{L} JeL— ’L‘
L|At
< —At Z <QK—>LanK—>L>|KDL’ + |L’ I+ Z <aLﬁ\J7nL|HIj>|Jm ‘
KeT JeL—
<Aty / o) nxsn)de + L+ At S {ag s nps)J 1)
KeT KQL JeL-
< —At/ (@), nxcr)da + L+ At S / div(a)(z)dz
oL JeL— JNL
< At/ (a(x),np—k)dx + |L| + At Z / div(a)(z)dx
oL JeL- JNL
gAt/div(a)( )do + |L| + At Y / div(a)(z)dz.
L JeL— JNL
Donc
> IKpr—rn < AYL||[div(a) ]| oo gay + L] + [[div(a) || oo may A D /
KeT JeL- JNL
< (14 2At|div(a)|| poo (rey) | L]
< (14 CAt)|L|
d’ou

Y Kok —wi| < (L+CAt) Y |Ll[of — wil-
KeT LeT

En itérant ce procédé,

YKl —wi] < (1 +CAON Y7 IL||of — wh] < (1+CAON[o” — w11 (o).
KeT LeT

De l'inégalité 1 + x < e*, valable pour tout x € R, on déduit que

D KR — wi] < Ce“NA |00 — w1 (gay.

KeT
O
Avec la Proposition 1.1 et ce théoréme, on montre que
N =N _N 1/2,CNAt
Z lug — UkllLi(ra) = Z |K||upy — x| < ch/ (1.8)
KeT KeT
Théoréme 1.4 Soient v°,w® € BV(RY), et soient respectivement v,w les solutions de I’équation de
transport pour ces données initiales. Il existe une constante C' > 0 telle que
Ctyp,,0 0
>l to )iy < €’ = w0l my
KeT
PREUVE. Remarquons que les applications v et w sont solutions de la méme équation de transport,

mais avec des données initiales différentes, donc v, w vérifient v, w(t,z) = v°,w%(Z(t,x)), ot Z sont les
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caractéristiques. Si ¢ > 0, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, puis que la fonction x — Z(t, x) est un
C!'-diffeomorphisme,

S ot ) = wlt, sy = ot ) = wlt, )y
KeT
= |02 (2, ) = w*(Z(t, Dl cas
= [ 102 (t.2)) ~ w*(Z(t.2)lda
Rd
= [ 1)~ w ) ac(z ! () )l

Mais Z~1(t,-) = X (t,-), c’est le flot des caractéristiques de I’équation du transport, donc pour tout y € RY,

{ OiFac(Z(t,))(y) = div(a)(y)Tac(Z71(t,))(y)
Jac(Z71(0,))(y) = 1

On en déduit que
vy e R%  Jac(Z7 (¢, ) (y)| < el @liema?t < 0 (1.9)

Par conséquent,
C
lo(t, ) = w(t, )l gay < el = w1 gay.

([l
La Proposition 1.1 et ce théoréme nous assurent que
> t) ) < Ch'2et,
KeT
Il ne reste plus qu’a majorer
D llag — a(NAL ) = Y lag — a*(Z(NAL )| L) (1.10)
KeT KeT

La Proposition 1.1 nous donnant un contrdle des normes L' et L™ du gradient de @°, on aimerait exprimer

ﬂ% en fonction de @ et d’un point de R?.

Section 2

2.1 Interprétation probabiliste de I’équation discréte
Soit v° € BV(R?). On note v la solution exacte du probléme du transport

ow(t,z) + (a(x), Vo(t,z)) =0, (t,x) € [0,7] x R?
{ v(0,z) =1%x), =€ R4

et pour tout temps n et toute cellule K, v I'approximation de v dans la cellule K au temps n donnée par
la méthode volumes finis. On rappelle que

VK € T,VYn € N, U?{H Z DKLV
LeT

On rappelle également que la condition CFL ((1.6)) entraine la positivité des px_ 1. Puisque

VKGT, ZPK%L:L
LeT

on peut choisir un espace probabilisé (2, .4, P) ainsi qu’une variable aléatoire x : 2 — T telle que
VLeT, P(k=L)=pxr-L

7
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On a alors
Vit = Efvg, .

On souhaite itérer ce procédé. Pour cela, on va définir une chaine de Markov de noyau de transition
(pk—1)K,LeT- Il est clair que (px—1)K,LeT est un noyau de transition, et 7 étant dénombrable, il existe
un nouvel espace probabilisé, aussi noté (2,4, P), une suite (K,,), de variables aléatoires sur cet espace,
a valeurs dans 7, et (Px)xe7 un ensemble de probabilités sur € tels que sous chaque Pg, (Kp,), est une
chaine de Markov de noyau de transition (px_,1,) K, partant de la cellule K, ie Ky = K. Dans la suite, on
notera pour tout n € N*, El.[-] := Ex[-|Ko, ..., Kp].

Théoréme 2.1  Pour tous K € T,n €N, on a

Vg = EK[v%n].

PREUVE. Soit K € T. D’aprés ce qui précéde, pour tout n € N, v?(H = Eg [v}él], donc par propriété de
Markov,
Vn,i €N, ot =Eg[vk,, Ko, .. K.

Ainsi,

v?(“ = Ex[vi,]

— Ex[Ek[v; "]

= Ex[EL]...EX[%, ]I

= EK [/U?(n+1]'

O

A cette suite (K,), de cellules, on va maintenant associer une suite de points (X,), représentant sa

trajectoire. Pour ce faire, on commence par sélectionner un point particulier de chaque cellule K € 7.
Notons pour toutes cellules K et L adjacentes,

1

= zdx,
(KN L[| Jgnr

TK,L

le barycentre de la face K N L. Maintenant, définissons pour toutes cellules K et J,
(ax—g,nK—g)AHK N J|
K|

a N At|lKNJ
G =1 Y A K’}’f LSk

siJe KT,

dK—J =

JeK+
Gx—s =0 siJeT\ (K U{K}),

qui correspondent formellement au noyau de transition que la chaine (K, ),, aurait si le probléme du transport
était

0w = —a(v).
Attention, sans condition CFL, la positivité des gx s n’est pas assurée, (¢x—s)k,s n'est donc pas nécessai-

rement un noyau de transition, I’analogie n’est que formelle. Le choix de ces qx_, j sera expliqué par la suite.
Posons maintenant pour tout K € T,

-1

€K ‘= E dK—J E dK—-JTK—J,

JeK+ JeK+
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une combinaison convexe des points (zk. s)jex+ ayant pour poids les (¢x—.7)x,s. On définit alors par récur-
rence la suite de points aléatoire

Xo = ek,
Yn>1, X,:=eg, siK,=K,
Yn>1, Xp,:=2k, Kk, siKp,#K,1.

Lorsque n = 0 ou K,, = K,,_1, X,, est un point particulier de K,,, ne dépendant pas de ce qu’il s’est passé
avant le temps n, et lorsque K, # K,_1, X, est choisi comme le barycentre de la face K,, N K,,_1 pour
exprimer le passage de K,,_1 a K.

Les poids qx—, s ont été choisis au regard de la proposition suivante.

Proposition 2.2 Soit K une cellule. Pour tout point xo dans ’enveloppe convexe de K,

ag At = — Z pKﬁL(ﬂSK’L—xQ)-f- Z QKHJ(l'K’J—iUO)"‘O(hAt).
LEK— JEK+

PREUVE. Soit 1 <4 < d. Pour z € Rd, on note x; sa 1°™¢ coordonnée dans la base canonique de R, Par
formule de Green,

/Kai(@dx:—/K(a:—xg) div(a)(z)dz + Z/ (z — z0)ila(z), ng_r)dz.

KNL

Le membre de gauche est égal a |K|(ak):, et le premier terme du membre de droite est un O(h|K|) car
div(a) est essentiellement bornée. De plus,

Z /}mL xr — x9)ila(z), nk_r)dx

L~K

=) <aK~>LanK~>L>/

(x—l’o dl‘—l— Z/ JZ—CCQ (x)_aKHL7nK‘)L>d$

= KNL = JknL
-y <aK_>L,nK_>L>/ (2 — )iz + O(h?) 3 [K (L.
LK KnL LK

Avec les hypotheéses (|1.3)) faites sur le maillage, on en déduit que

> / (z — wo)ila(x), nxp)dz = Y {ax s, nk L) K N L|(zk L — x0)i + O(h|K]),
KNL

L~K L~K
don ( VALK I
. OK L, NK—L N
agAt= )" %] (zx., — x0) + O(hAL).
L~K
On conclut en séparant la somme. O

Le corollaire suivant découle directement de cette proposition.

Corollaire 2.3  Pour toute cellule de départ K, et pour tout temps n € N,

E7 [Xpi1 — ex.] = —a(Xn)At + O(hAL).

PREUVE. Par théoréme de transfert,
Ef[Xni —ex,] = Y praoi(Tr, . — ex,),
LeK,

et ex,, est dans l’enveloppe convexe de K,,. On conclut directement en appliquant la proposition précédente
avec Tg = €ex,, ]
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2.2 Utilisation de I’'approche probabiliste
On reprend les notations de la fin section 1.3. On fixe N € N. On cherchait & majorer
Z aR — @(NAL, )| L1 x)-
KeT
On commence par montrer qu’il suffit de d’étudier la quantité
> IK|luy — a(NAt ex)].
KeT
Soit K une cellule. Par théoréme des accroissements finis, pour tout y € K,
[a(NALy) — a(NAL ex)| = [a’(Z(NAL,y)) — @®(Z(NAL, ex)))|

< |Z(NALy) — Z(NA, ex) sup IV (2)].
2€B(Z(NAt,ex),|Z(NAty)—Z(NAtex)|)

Mais pour tout x € RY, Z(-,z) est solution de I'équation différentielle (1.2), donc a étant Lipschitz, par
stabilité des solutions,
|Z(NAt,y) — Z(NAL ex)| < |y — ex|e"PONA

De plus, ex étant dans I'enveloppe convexe de K, on a |y — ex| < h. En utilisant la majoration du gradient
de @ établie dans la Proposition 1.1, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 vérifiant

_ - CNA —d/2
[W(NALy) — a(NAL e)| < Ce“NA R IVUubll 1 Bz, Atex) ceonatn/2)-
En intégrant cette relation pour y € K et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli,

> a(NAt, ) — a(NAL e)|| 1)

KeT
< ) CetNApIT d/2|K|/ |Vl (2)|dz
KeT (N,At,ef),CeCNAtRL/2)
CNAt; 1+d/2 0
< Ce e /Rd [V (2)] Z 1{|z—Z(NAt,eK)\gCeCNAthl/Q}dz'

KeT

La propriété (1.3) du maillage impose |K| > ~1h9, donc il existe une constante C’ > 0 telle que
h/2 :
card({K € T | |z — Z(NAt ex)| < CeCNARI2Y) < @ NAL -7 < CeC NAtp=d/2,
Ainsi,
D a(NAL, ) — a(NAL el iy < C'eC VAR Vul | ray-
KeT
Comme, par inégalité triangulaire,

> llax = a(NAt )y < > lax — a(NAt el + 3 IG(NAt ex) — a(NAL, || ),
KeT KeT KeT
il suffit bien de majorer le terme
Z |ug — a(NAt ex) | ) = Z K|y — a(NAt ex)|.
KeT KeT

On montre maintenant que ’on peut controler ce terme par I’écart moyen entre les caractéristiques
déterministes et les caractéristiques aléatoires. Rappelons que sous Py, ex = Ky presque-siirement, donc
q PP q ) presq )
par le Théoréme 2.1,

lux — w(NAt, ex)| = |Ex[ak, — u(NAt, Xo)]|

<Y Exllag, — 0 (Z(NAL X0)) [ gr2< x5 2(N A% Xo) < (ks 1)11/2} )
k>0

10
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Sur I'ensemble {kh'/? < | Xy — Z(NAt, Xo)| < (k + 1)h'/?}, puisque Xy est soit égale a e, soit & un
élément de K, on a pour tout x € Ky,

|z — Z(NAL, Xo)| < (k + 2)h'/2.

On en déduit par inégalité des accroissements finis et par la Proposition 1.1, que

a%, — ' (Z(NAt, Xo))| < b 170(z) — a®(Z(NAt, Xo))|dz
IKN| Jky

< (k+2)h*/? sup V@l (2)]
2EB(Z(N At Xo),(k+2)h1/2)

< (k+ Q)hl/zi‘[),(o? 7)) IVupll 1 (82 e x0). (43)0172))-
On fixe x € K. Par stabilité des solutions de (|1.2)), il existe une constante C' > 0 telle que
|Z(NAt, ex) — Z(NAt, z)| < CeCNARL2,
donc il existe une constante Cy > 0 telle que
t,ex), (k+ C B, = t,x), Cpe + .
B(Z(NA k+3)h'/?)  BE := B(Z(NAt, x), Coe®N A (k + 1)h!/? 2.1
Ainsi, pour un C' > 0,
i, — 8 (Z(NAL Xo))| < Clk -+ 2R T ).

Notons
To={K €T ||ex —z| < h'/*}.

Avec ce qui précéde, par théoréme de Fubini-Tonelli,

> K[y — a(NAt )]

KeT,

< CRIEN (k4 2) V) [ pagpry > Pr(kh'? < | Xy — Z(NAt, Xo)| < (k+ 1)h'/?)
k>0 KeT,

< CRDEN (k4 2)[Vup |l gy Y Pr(khY? <Xy — Z(NAL, X)) (2.2)
k>0 KeT;

Dans la suite, I’enjeu principal sera I'estimation des
Py (kh'/? <|Xy — Z(NAL, Xo)| < (k+ 1)h'/?),

la transformation des probabilités en espérances par 'inégalité de Markov qui suit n’est donc pas indispen-
sable. Cependant, les calculs qui en résultent peuvent étre utilisés pour démontrer le résultat principal sur
Ierreur de convergence du schéma numérique dans des cas plus simples, notamment en dimension 1.

Si k € N*, d’aprés I'inégalité de Markov, pour tout p € N*,

> Pr(kh'? <Xy — Z(NAL Xo)|) = Y Pr(h™?| Xy — Z(NAL, Xo)| > k)

KeT, KeT,
<kP Y Ex[hPPXy — Z(NAL X))
KeTy
<EPRTPP N Ek(| Xy — Z(NAL Xo) ).

KeTz
Mais la suite (k/(k + 1)) est bornée par une certaine constante C' > 0, donc on peut écrire
> Pr(kh'? < |Xy — Z(NAL, Xo)|) < C(k + 1) PR P2 Y~ Ex[| Xy — Z(NAL, Xo)[7] (2.3)
KeTz KeT,

ce qui permet de récupérer le cas k = 0. Il s’agit donc maintenant d’étudier 1’écart moyen entre les caracté-
ristiques aléatoires et déterministes

> Exll Xy — Z(NAt, Xo)[P).
KeT,

11
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Section 3

3.1 Etude de ’écart entre les caractéristiques déterministes et aléatoires

On fixe des entiers p € N et N € N, et on étudie pour z := 0 la quantité

S Bl Xy — Z(NAL Xo)?)
KeTy
Notons pour toute variable aléatoire Y & valeurs dans R%,

1/p

Yy = D Ex[Y]?] ;
KeTo

qui est une norme sur 'espace des variables aléatoires a valeurs dans R?% ayant des moments d’ordre p finis
sous tous les Px, K € 7. Remarquons que

| XN — Z(NAt, Xo)|lp,75

N-1 N-1
< || Xn = Z(NAL Xo) + At > [a(Xy) — a(Z(nAt, Xo))]|| + At [a(Xn) — a(Z(nAt, Xo))]
n=0 »,To n=0 p,To
o To To
< | Xn = Z(NAL Xo) + At > [a(Xy) — a(Z(nAt, Xo))]
n=0 0
N-1 r
+ Lip(a)At Y || Xy — Z(nAt, Xo)|l, 1z - (3.1)
n=0

Si I'on parvient & majorer le premier terme du membre de droite, on pourra majorer || Xy — Z(NAt, Xo)|lp7
en utilisant le lemme de Gronwall. Par définition de Z(-, Xo) comme solution de (1.2]), on écrit

NAt
Z(NAt, Xo) — Xo = — / a(Z(s, Xo))ds
0

N-1 .(n+1)At
—- Y [ ez xo)s

N-1 N-1 .(n+1)At
=AY a(Zat Xo) = Y [ la(Z(s. X0) — a(Z(nAt Xo)lds
n—0 ovmn t

Mais a étant Lipschitz et bornée,

N-1 .(n+1)A
< Lip(a) Z [ 126.X0) - 2t Xolas
n=0 7" t

(n+1)At
< Lip(a / / (0, X0))|dods

< L1p(a)Ha||ooNAt2
< Lip(a)||al|oc Ate™2*

N-1 .(n+1)A A 4
a(Z(s,Xg)) — a(Z(nAt, X s
> / o (. X0) — o(Z(nt X))

car
VeeR, z<1+4+x<¢e"

On a aussi supposé At < 0h et h < 1, donc At < Oh < §h/2. 11 existe donc une constante C' > 0 telle que

p,70

Z(NAt, Xo) — Xo + Z Z(nAt, Xg))

12
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Intéressons nous maintenant a la quantité

N-1 p N-1 p
QY ::‘XN—XOJFAtZa(Xn) =Y Exg ‘XN—X(H—AtZa(Xn) :
n=0 2,70 KeTo n=0

qui mesure & quel point les caractéristiques aléatoires satisfont le schéma d’Euler explicite. On décompose
Q;,V selon les trajectoires de (Xy,)n, en les classant selon leurs fluctuations autour du champ de vitesse —a :

N—1
QY < WP YN (k+1)PPk (kh1/2 < sup | Xy —Xo+At Y a(Xn)| < (k+ 1)h1/2> .
KeTo k>0 1sn<N n=0
On introduit pour tout k > 0, 7.V, 'ensemble des cellules Jy telles qu’il existe (Jo,...,Jn_1) des cellules

vérifiant Jo € To et pour tout 0 <i < N — 1, soit J;41 = J;, soit J;41 € J; , ainsi que

N-1
kh!/? < SUP |YJuy,dn — €Jp T AL Z a(Ysi_1,0,)| < (k+ 1)h1/27
1<n<N 0
OU YJ_1,Jo = €Jos Ydiir,0i = €J; S1Ji = Jig1, ety 0, = 2,04, 81 Jiv1 € J; . En fait, 77€N est ’ensemble

des cellules que peut valoir Ky sous Py, avec K € 76, sachant I’événement

N-1
{kh1/2 < sup Xy —Xo+AtY  a(X,)| < (k+ 1)h1/2} :
1<n<N "0
Ainsi,
QY <hP2 YN N (k4 1)
KeTo k>0 L€7;CN
N-1
x P (k:hl/z < sup Xy —Xo+At Y a(X,)| < (k+1)h2 Ky = L> (3.3)
1<n<N 0

D’aprés l} le cardinal de 7y est majoré par Ch~%2, pour une constante C' > 0. Dans le lemme suivant,
on estime le cardinal de EN , pour k € N.

Lemme 3.1 [l existe une constante C' > 0 telle que pour tout k € N,

card(TN) < CeNA (k + 1)Th =2,

PREUVE. Soit £ > 0. On considére (Jy, ..., Jy) des cellules telles que Jy € Ty et

N-—1
Rh'? < sup g, 0, = eq + ALY alys )| < (k+ 1R
1<n<N yr
Posons
. 1. N .__
Yo ‘= eme T yJ(),J17"'7y Ca yJN_l,J]\m
alors
sup |y" —y° + At (k+1) hl/2.
1§n§N Z

Par un calcul analogue & celui fait au début de cette partie, on montre que

n—1
sup |y" — Z(nAt,y°) + At Y [a(y’) — a(Z(iAt,y°)]| < (k+ DAV (1+ CNAEL) < (k+ 1)R1/2eONA,
1<n<N i—0

13
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Par caractére Lipschitz de a et par lemme de Gronwall, on en déduit que
YN — Z(NAty%)| < CeCNA (k4 1)h1/2.
Puisque |y°| < h'/2, par stabilité des solutions de ,
|y — Z(NAt,0)| < Ce“NA(k + 1)h/2,

Mais cette majoration tient pour tout = € Jy, pas seulement 3. En effet, si € Jy, comme yV € Jy et
h <1, |z —yN| <h<h'? Donc on peut trouver une constante C’ > 0 telle que

Jn C B(Z(NAt,0),C"e“ VA | + 1)h}/?),

donc toutes les cellules de 77§N sont inclues dans cette boule. Pour un C' > 0, le volume de cette boule est
majoré par Ce“NA(k + 1)h%?, donc avec (1.3)), on a bien

card(TN) < CeCNA (K + 1)Th =2,

O
Au regard du Corollaire 2.3, on introduit la décomposition suivante
N-1 N-1
Xy = Xo+ At ) a(Xn) =Y (Xnp1 — Xn + Ata(Xy))

n=0 n=0

N—-1 N-1

- (Xn+1 — €K, + Ata’(Xn)) + Z (eKn - Xn)7
n=0 n=0

et on note So = Ry := 0 et pour tout n > 1,

N-1 N-1
Sy = Z(Xn+1 — ek, +Ata(Xy)), Ry := Z(eKn - Xp).
n=0 n=0

Sur ’événement

N-1
{kh1/2 < sup Xy —Xo+AtY  a(X,)| < (k+ 1)h1/2} :
1<n<N 0

on a soit sup;<,<y |Sn| > (k/2)h/?, soit Sup; <<y [Rnl > (k/2)h'/2, donc par (3.3),

WPRQY <Y > ) (k:+1>pPK< sup_ |5, > ghl/Q,KN - L>

KeTo k>0 LeTN OsnsN

D IDIDIICESIE I ( Sup [Ral > SRV Koy = L) (3.4)

KeTo k>0 LeT,N O<nsN

Regardons le premier terme du membre de droite. On rappelle que card(7y) < Ch=%2, avec C' > 0 une
constante, d’oul

I S e

KETo k>0 LeT,N O=n=N
k
< Ch~? Z(k +1)P sup Pr [ sup |S,| > =h'/? (3.5)
= KeT 0<n<N 2

Lemme 3.2 Il existe une constante C > 0 telle que pour tout entier k > CNAth'/2,

sup Py sup |Sn| > ﬁhl/Q < C[e—k2/(CNAt) + e—k/(Chl/Q)].
KeT 0<n<N -2 -

14
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PREUVE. Soit k € N, on fixe K € T et on pose My := 0,

n—1
vn > 1, Mn = Z(Xi+1 — €K, — EZK[XH_l — €Kz])

i=0
Sous Py, on vérifie que (M,,),, est une martingale pour la filtration (o(Ky, ..., K,))n, et par Corollaire 2.3,
il existe C' > 0 tel que

n—1
sup |M,, —S,| < sup ZCAth < CNAth,
0<n<N O<n<N

soit
sup |Sp| < sup |M,|+ CNAth.
0<n<N 0<n<N

Sur Pévénement {supgc,<y [Sn| > khl/Q}, on a donc soit supy<,<y [Mn| > (k/4)hY/2, soit CNhAt >
(k/4)h'/2. En prenant k > C NAth'/2, seule la premiére option est possible, d’ou

0<n<N 0<n<N

PK< sup |Sy| > kh1/2> §PK< sup |M,|> h1/2)

On utilise alors une inégalité de concentration pour les martingales, démontrée en annexe.

Proposition 3.3 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et d € N*. Il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant
que de d telle pour toute martingale (Yy,)n @ valeurs dans R?, pour une filtration (Hn)n, satisfaisant

— Y =0,

— Vn >0, Yo —-Y, <1,

— il existe v > 0 tel que

V>0, E[[Yni — Y|} Ha] <wv

on a

Yu>0, P ( sup |Yx| > u) < c[e_“2/(cm) + e/,
0<k<n
On a My = 0 et pour tout n > 1,
[Mp1 = Mp| = |Xnt1 — e, — Ex[Xnt1 — ek, || = [Xns1 — Ex| < h.
De plus, pour tout n € N,

E}[|My,s1 — Mp|*) = ER[| Xnt1 — ek, — ER[Xni1 — ex,]|?]
= Varg (Xn41 — ex,,)
< Ek[| Xnt1 — ek, |?]

<EY | Y proon(ri,.L —ex,)’

Sup Z aK_>L,TLK_>L>At‘KﬂL‘

KeTLeK_ |K|

1
< h?|al|wAt sup | — |IKNLl|,
< 2

15
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et par (L3),

KeT

1
SUp | 7o Z IKNL|| <ah™,

d’ott I'existence d'une constante C' > 0 telle que
E%[[Mni1 — Ma|?] < ChAL.

Ces calculs montrent que I’on peut appliquer la Proposition 3.2 & (h~*M,,),, ce qui conclut. O
De cette proposition et de I'inégalité (3.5)), on déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Z Z(k‘—i— 1)PPg ( sup |S,| > §h1/2>
KeTo k>0 O<n=N

< O~ |CNAthY(1+ CNAhY2P + ST (k4 1)PCle ¥/ (ONAD y o=k/(CR12)
k>CNAth!/?

< OR~ U2 | NAU L+ ONAYP + 7 (k + 1)P[e K /(ONBY o o=k/(CRY 2>] , (3.6)
L keN

Il faut maintenant étudier le terme

S Y B A

KETo k>0 LeT,N O<n=N

3.2 Inversion de la chaine de Markov

Soit N € N. Remarquons que

n—1
sup |Rn’ = Sup E (eKi - thKifl)l{Ki—l?éKi} )
1<n<N 1<n<N ‘=

donc en notant pour tout 0 < n < N, [%fy = Kn_p,0na

n—1
su R,|= su e - 1 .
Sy Ml = ;( ey~ ey e ey R

La suite (K, ), étant une chaine de Markov, la chaine inversée (?5 Jo<n<nN est aussi une chaine de Markov,
mais on ne sait a priori rien sur son noyau de transition. On a vu que puisque le champ a est indépendant
du temps, les inverses des caractéristiques associées & a sont les caractéristiques associées & —a. On va donc
comparer les lois de la chaine inversée (?fy Jo<n<n et de la chaine associée & —a, de noyau de transitions
(gr—7)K,7. Mais comme on I'a déja évoqué, la condition CFL qui assure que (px—j)k,s est un noyau de
transitions ne garantit rien sur (¢x—.7)x,7. On va donc modifier un peu les gx_,; pour obtenir un noyau de
transitions.

Proposition 3.4 Notons

1
VK €T, 0k:= / div(a)(z)dz.
K| Jx
Pour tout pas de temps At > 0 respectant la condition

B0 <n<1, [divia)|pemolt<1l-n (3.7)

16
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le noyau défini par

1

o Je Kt

TK—J =

1
VK=K = 1— Z KT
e LA oKAt

Yi—7 =10 82J€T\(K+U{K})

est un noyau de transition vérifiant v = (1 + 0 At) " 'pr k.
PREUVE. Soit K € T. Par (3.7), on a 1 4+ §x At > 0. Par formule de Stokes,

At
oAt = — [ div(a)(x)dz
K| Jx
At
- Z/ (a(x), nx_sp)da
[ /KL
At
= K] Z |K N Li{ak—L, nKk—L)
L~K
= Z qK—L — Z PK—L
LeK+ LeK-
= Z dK—L — Z PK—L,
L~K L~K

d’ou
Pk — 1+ (1 + 5}(A7f)(1 — 'YK%K) = 0 At,

soit vk = (1 + (5KAt)*1pK_,K. Ceci montre que les yx_.; sont tous positifs, de somme égale & 1, donc
forment un noyau de transitions. O

Dans toute la suite, on supposera vérifée. Avec la proposition précédente, on sait qu’il existe une
suite de variables aléatoires (I'y,),, définie sur (2,.4) et a valeurs dans R?, ainsi qu'une famille de probabilités
(Qr )k telle que sous chaque Qg, (I'y), est une chaine de Markov de noyau de transitions (yr—.s)r jeT
partant de K. On notera E% I'espérance sous Q. Le lien entre cette nouvelle chaine (7,), et la chaine

inversée (KJZV Jo<n<nN est donné par la proposition suivante.

Proposition 3.5 I existe une constante C > 0 telle que pour tout (K, L) € T? et toute fonction mesurable
¢ TN 5 Ry,

1 .
5[1 - ||d1V(a)HLoo(Rd)At]NEg[WFo, oo PNy =y

< EKW}(?Q]; N ?%)1{KN:L}
<Cll1+ Hdiv(a)HLOO(Rd)At]NE?W(FO, s PN)Lry=ry]

PREUVE. Par un procédé d’approximations, il suffit de démontrer le résultat pour les fonctions de la forme
L(jo,.an)s OU (Jo,...,JIN) € TN+ Jo = L et Jy = K. Soit ¥ une telle fonction. Alors (K,), étant une
chaine de Markov de noyau de transition (px—.7)K,J,
Ex[y(Lo, ..., FN)]-{FN:K}] = PJN(?éV =Jo,- .-, %%—1 = JN-1, ?% =Jn)
=Py (Ko =Jn, K1 = JN-1,..., KN = Jo)

=PIn,IN-1PIN_1,dn—2 X " X DPJy,Jo-

En remarquant que pour toutes cellules K ~ J,

qK—J = M]9JTK
- )
K|

17
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et en utilisant la Proposition 3.4, on montre que

|Jn+1| p
PAER TN M

VO S n S N — 17 ’an*)Jn-kl =

Par conséquent,

N-1
Ji
Ex[¢y(To, ... vFN)l{FN:K}] = (H (1+ 6JnAt)> ||J](\)J|’7J0,J1 X X YN, N

n=0

N—-1 ’J ‘
— (H (1+ 5JnAt)> ﬁESW(FO, o PN Ly
n=0

Mais d’aprés (1.3), si J est une cellule, 37'h¢ < |J| < h?, donc la quantitée |Jy|/|.Jn| est bornée. Et
11— |[div(a) || poe (rayAt| < 1+ 65AL < |1+ ||div(a)| oo (reyAtl,

donc avec (3.7)),

ce qui conclut. O
On rappelle que
n—1
sup |R,| = sup e - Lo, 2K
1§n§N| ol 1<n<N ;( K ?ivfﬁv_l) {Ki1#Ki}

et que 'on cherche a majorer

Z Z Z (k+1)pPK< sup !Rn\2§h1/2,KN:L>,

KeTo k>0 LeT,N O=n=N

Au vu de cette proposition, on introduit I’analogue de (R,,), pour la chaine (I'y)s,,

—

n—

E() 0, En = Z(epi - xpiypi+1)1{ri+17gpi}, n > 1.
i=0

~

D’aprés la Proposition 3.5, il existe C' > 0 tel que alors pour tous k € N, K, L € T,

k k
Pi | sup |Ru|>=h'2 Kyn=L|<CO+CA)NQL| sup |E.| > =h'2 Ky =K (3.8)
1<n<N 2 1<n<N 2

On va montrer que (Z,,), est une martingale sous Qg , et utiliser I'inégalité de concentration de la Proposition
3.3 comme dans la partie précédente.

Proposition 3.6 Pour toute cellule K € T, la suite (2,), est une martingale sous Qg pour la filtration
(c(Toy---,Tn))n-

PREUVE. Il est clair que pour tout n € N, E,, est o(T'g,...,Ty),
EQE,1IT0,. .., 0] — Z0 = Edfer, — 2r,,,.r.|T0, - -, T
= raoiler,—ay,)
Jert
= (1+00,A07" Y qr, s(er, —air,)
Jert
=0,
par définition des eg. O

En reprenant la démarche de la preuve du Lemme 3.2, on montre le lemme suivant.
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Lemme 3.7 [ existe une constante C' > 0 telle que pour tout k > 0,

sup Qr, sup |=,] > Ehl/Q < C[e—kz/(CNAt) +€—]§/(Chl/2)].
LeT 0<n<N 2 -

D’aprés ce lemme et (3.8), il existe C' > 0 tel que

>0 2 (k+1)pPK< sup [Rn| > khl/Q :L>

KeTo k20 LTy 0<n<N

k
SCA+CAHN I N | k+1pQL< sup |En|22h1/2,KN:K>
<n<N

KeTo k>0 LETN

< CA+CAYNY " card(T{Y)(k + 1)P sup Qy ( sup |Z,| > kh1/2>

>0 LET 0<n<N
< Ch_d/2BCNAt Z(k + 1)d+p[e—k2/(CNAt) + e—k/(Chl/Q)] (39)
k>0
D’aprés . . ) et (3.9)), il existe C' > 0 tel que

WPPQY < Ch™¥2NA(L + CNALY + Ch=Y2eONA N (f 4 1)pHd[-F/(ONAY | o=k/(CNH%))

k>0
< Ch™2NAL(L + CNALP + Ch=¥2eENM N (o 1)ptd[ek/ (ONAY o =k/(CHV2)

k>0

Lemme 3.8 Pour tousn >1 et a> 0,

S (k+1)re ™ <2+ D1+ o)™
E>0

PREUVE. Soient n € N* et a > 0, on note
foiz € R (z+1)" 472/

On a
VeeR, fi(z)=mn—a Y(e+1)(z+1)" e,

donc f/(x) > 0 si et seulement si x < an— 1. Par comparaison avec une intégrale, et comme pour tout z > 1,
1+2x < 22,

“+o0 “+00
> (k+1)retle< / (z+1)"e %z
k=|na+1 Lna)

+o0
S/ (z+1)"e */*dx
0
1 +00
S/ (:U+1)”e_”/o‘dx+2"/ a"e " dx
0 1

+oo
< 2"a + 2"/ e v o dy
0

“+o00
< 2n (a + a"/ x"e‘”d:c)
0

<2%(1+a" 'T(n+1))
< 2"a(l4 (n+1)la™ ).

19



RAPPORT DE STAGE Section 8

De plus,

[na
> (k41" < (14 na)",
k=0

d’ott, comme (n+1)! >1et1+a” ! < (14 a)" 1,

> (k+1Dme e < 2%a(l+ (n+ 1)1 ) + (1 + na)"
k>0

<2"(n+ Dla(l+a" 1)+ (1+a)"
<2"(n+1D)!1+a)1+a)" t+(1+a)"
<2"n+ D1+ )"

O
On en déduit que
Sk + 1) ONAY 4 o=k/(ONBI)] < 9oty 4 g 4 1)I((1 + CNAOPH 4 (14 ChY/2)pHd)
k>0
< 2%+ d + 1)!I((1 + CNALPTE + (1 4 )P+
< 2PHHL (L d 4+ 1)1 + C)PF(1 + CNAL)PT,

donc il existe une constante C), > 0 dépendant de p telle que

S (k4 1yprd[en R/ (ONAD g o=/ ENRA)] < 0 (1 4 CN AP

k>0
Par conséquent, en gardant & I'esprit que h < 1,

QY < ChP=DNAL(1 + CNAP + C,ChP=D/2eONA (1 ON AP

< h(p—d)/2€2pCNAt + CpCh(p_d)/Qez(p+d)CNAt

< h(p—d)/QcpeCpNAt
soit

N-1
HXN ~Xo+ At a(X,) < Cyht/2=d/(2p) (CrNAL (3.10)
n=0 p,70
On revient a I'inégalité (3.1)),
| XN — Z(NAt, Xo)llp,70
N-1 N-1
< || Xy — Z(NAL Xo) + At > [a(Xy) — a(Z(nAt, Xo))]|| + Lip(a)At Y [|Xn — Z(nAt, Xo)|l,, 7, -
n=0 p,To n=0

D’apres (3.2)) et (3.10)), il existe C}, > 0 dépendant de p telle que

N—-1
HXN — Z(NAt, Xo) + At Y " [a(Xn) — a(Z(nAt, X))] < G ht/2d/2r)CoNAL | ¢ p1/2oCrNAL
n=0 2,70
< 2Cph1/2_d/<2p)€CpNAt,
donc
N-1
| XN — Z(NAt, Xo)|lp75 < Cph' /2= HEPCNA L CUAEN " || X, — Z(nAt, Xo) ||, 75 -

n=0
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Le lemme de Gronwall permet alors de montrer que
| Xn — Z(NAL, Xo)|lp7 < Cph!/?~4/@P)CrNAL
Au tout début de la section 3, on a fixé x = 0 pour majorer
> Ex[|Xn — Z(NAt, Xo)[”).
KeTs
Mais la preuve de la majoration ne dépend en fait pas du z choisi, on a donc

Vo e R, ) Ex[| Xy — Z(NAL Xo)[P] < CphP/2 42N At (3.11)
KeTy

3.3 Majoration de I’erreur de convergence
D’aprés les inégalités (2.3) et (3.11)), il existe une constante C), > 0 dépendant de p telle que
> Pg(kh'? < | Xy — Z(NAL, Xo)|) < Cp(k + 1) Ph™42e“r VAL
KeT,
ce qui entraine avec ([2.2)

> IK|lay — a(NAL e)| < Coh'2ePNAN (5 + 2)(k + 1) 7P| Vull 11 8
KeT, k>0

On intégre cette relation pour z € R®. Par le théoréme de Fubini-Tonelli,

[ X ek - avateoie s [ ST Kl - alvat el
KeTz KeT
lex —x|<h1/2

<>y \Knu%—u(NAt,eK)/ (o pi/2) (ex)da
KeT R¢
< KN K ||a — a(NALex)|.
KeT

Par la définition (1.2) de B¥, par changement de variable Z(NAt,-), dont on a vu en ((1.9) une majoration du
Jacobien, et par I'inégalité ||Vu2||L1(Rd) < ”u0||Bv(Rd) vue au début de la section 1.3, il existe une constante
C > 0 telle que

| vl = [ V| (2)dzda
Rd R4 JB(Z(NAtzx),CoeCoNAL (k+1)R1/2)

< eCNAt/ / |V (2)|dzda
R4 JB(z,C0eCoNAL(k4+1)R1/2)

< C(k+ 1) 2eNA |V || 1 gay

< C(k+ 1) 2N 40| gy (gay.-
La majoration Donc par théoréme de Fubini-Tonelli, il existe une constante C), > 0 ne dépendant que de p
telle que

> IK|Juy — w(NAt ex)| < Cph2eNA |V || 1y gay > (K +2)(k + 1)*P.
KeT k>0

En choisissant I'entier p tel que la série } ;q(k + 2)(k + 1)4=P converge, par exemple p = d + 3, on obtient
I’existence d’une constante C' > 0 telle que

> IKlay — a(NAt ex)| < ChMY 2N 10|y gay (3.12)
KeT

Avec les inégalités ((1.7)), (1.8), (1.10]) et (3.12), on montre le théoréme suivant.

21



RAPPORT DE STAGE

Section 3

Théoréme 3.9  Soit T un maillage de RY, dont les cellules sont des polygones fermés, d’intérieurs disjoints.

On suppose qu’il existe o, 5,1 > 0 tels que et sotent vérifiées. On suppose de plus @ vérifiée.
Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de ||a||s, o, B, d, Lip(a), n, 0 et HuOHBV(Rd) telle que

pour tout N > 1,
D Il — w(NAL |1y < ChMYZeONAL
KeT

Annexe

Dans cette annexe, on démontre la Proposition 3.3.

Proposition 3.10 Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et d € N*. Il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant

que de d telle pour toute martingale (Yy,), & valeurs dans R?, pour une filtration (Hy)n, satisfaisant

— Y =0,
V>0, |Ye-Y| <1,
— il existe v > 0 tel que
Vn >0, EHYn-i-l - Yn|2’Hn] <,

on a

Vu>0, P ( sup |Yi| > u) < C[e—u2/(cm) _+_€—u/c]'
0<k<n

PREUVE. Sans perte de généralités, on peut supposer que d = 1. En effet,

0<k<n 0<k<n

d
Yu >0, P ( sup |Yi| > u) < ZP < sup |(Yy)s] > ud—l/?) 7
i=1

ot (Y}); désigne la i®™¢ composante de Y. En dimension 1, il suffit d’étudier P(supg<y<, Yx > u), puis de
considérer la martingale (—Y},),, pour récupérer les valeurs absolues. On commence par démontrer le lemme

suivant.

Lemme 3.11  Soit (Fy,)n une filtration sur (2, A, P). Soient (Xy,), des variables aléatoires indépendantes

sur (Q, A, P), telles que pour tout n € N, X,, est F,-mesurable et
vneN, X,<1 P-ps, E[X,11|Fn] =0 P-p.s.
On note Sy := 0, Ty := 0, et pour tout n > 1,

S, = ZTL:X,C, T, = f:Var(XM}'n_l).
k=1 k=1

Pour tout A\ > 0, on pose e()\) := e

— 1= X, ainsi que
o,y € R, Qa(z,y) =M.

Alors pour tout A >0, (Qx(T5, Sn))n est une sur-martingale.
PREUVE. Soit A > 0. Soit n € N, puisque pour tout n € N, V,,11 est F,-mesurable,

E[Q)\(Tn+17 Sn—l—l)‘]:n] - E[e)\sn-klie()\)Tn-H ’]:n] = Q)\(Tny Sn>E[6)\X”+1 ’fn]eie()\)vn-ky

Une étude de fonction montre que 'application définie par

o) =1 vezo, ga)=2,

2’ x?
est croissante. Donc pour tout = < 1, g(Ax) < g()), soit

M <1+ Az + z2e(N).
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Ainsi, puisque pour tout n € N, X,, <1, on a
E[eMm 1| F] <14+ AE[X,41|Fn] + e VE[X2, | F] < 1+ e(A\)Vpyr < efMVorr,

On en déduit que
Vn € N,  E[Qx(Thy1, Snt1)Fal < Qa(Thy1, Sna1)s

donc (QA(Tn, Sn))n est une sur-martingale. O

Soit n € N. Les variables aléatoires Xg := 0, Xg := Y, — Y,_1si k < n, X; := 0 si k > n, vérifient
les hypothéses du lemme précédent, pour la filtration (H,,),. Donc pour tout temps d’arrét o, par théoréme
d’arrét de Doob,

E[l{;c 01 QA (T5,55)] < E[QA(T0, S0)] < 1.

Soit u > 0. Soit o le plus petit entier k tel que Sy > u, en prenant 0 = +oo s’il n’existe pas de tel entier.
Les variances conditionnelles des X, étant bornées par v, on a

A={3FkeN, Spy>uT,<nv}={3keN, S;>u}={0c<+oo},

donc
1> E[1{0<+OO}Q>\(TU, Sy)] > E[lAeASf’_eO‘)Tﬂ > P(A)e)‘“_eo‘)m’,
d’oul
P(3keN, Sip>u) < e~ Aute(A)nv
Or

P(3keN, Sy>u)=P| sup Yp>u],
0<k<n

et une étude de fonctions montre que

u+nv
VA0, e Nt < (1 )
-7 ~— \u+nv -

Ceci montre que

P ( sup Y > u) < e~/ @utnv))

0<k<n

En distinguant les cas v < nv et u > nv, on en déduit que

P| sup Vi >u| < e~u?/(dno) 4 e u/A
0<k<n

ce qui conclut. O
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