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Définition

Soient k un corps et fi,...,fs € k[z1,...,z,]. On note :

V(i) = {(a, o an) € [ Vi€ {1, s} s S, ovan) = 0

On I'appelle variété affine définie par fi, ..., f;.
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Exemples :

Dans RZ?,
> V(22 + 1) = 0 est fini, borné.
> V(22 +y?) ={(0,0)} est fini, borné.

(:1:2 ) est infini, non borné.

<(x +?) 4x2y2) est infini, borné.
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Propriété

Soient V:=V (f;,i=1,...n), W:=V(g;, it =1,...m) des variétés affines. Alors V' N
W=V, . o1, 9m) et VUW =V (fig;,i=1,...n ,et j=1,...m) sont
des variétés affines.
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Correspondance Idéaux/Variétés affines

A un idéal I de k[z,...,x,), on associe :
V(I)={ack™|Vfel:f(a)=0}

C'est une variété affine d'apres le théoreme de la base de Hilbert.

7/18



Correspondance Idéaux/Variétés affines

A un idéal I de k[z,...,x,), on associe :
V(I)={ack™|Vfel:f(a)=0}

C'est une variété affine d'apres le théoreme de la base de Hilbert.
On obtient alors I'application suivante :

{ Idéaux de k[z1,. .., 2] } N { Variétés affines }
I— V(I).
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Version faible

Soit k un corps algébriquement clos et I, un idéal de k[z, ..., z,].

I est un idéal propre si et seulement si V(I) # @.
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Un résultat préliminaire

Soit k un corps algébriquement clos et I un idéal propre de k[zy, ..., z,]. Pour tout a € k, on
introduit I'ideal :

Iy—q = {f(xl,...,xn_l,a), fe I}.

On notera quand le contexte sera évident : f(z1,...,2,_1,a) = f.

Soit k un corps algébriquement clos et I un idéal propre de k[zi,...,z,]. |l existe un
élément a € k tel que :
Izn:a 7é k[zl, ey In—l]'
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Preuve du résultat préliminaire

Soit k& un corps algébriquement clos et I un idéal propre de k[zi,...,z,]. |l existe un
élément a € k tel que :
Iq;nza # k[xl, ceey .'L'n_]_].

» Cas 1:1nk[z,] #{0}.
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Preuve du résultat préliminaire

Soit k& un corps algébriquement clos et I un idéal propre de k[zi,...,z,]. |l existe un
élément a € k tel que :

Izn=a # k[x17 . '7'7:'!1—1]-

» Cas 1:1nk[z,] #{0}.
» Cas 2 : I Nk[z,] = {0}. Voici un résultat admis :

Une base G = (g1,...,9:) de I est une base de Grobner d'un idéal I si et seulement si pour
tous i # j, le S-polynéme s'écrit sous la forme :

x7 7
P — E A
LT(g])gl LT(g]) g’u gJ 191

ot PPCM (LM (g;), LM(f;)) > LT(Aif;) quand A;fy # 0 et, 27 = PPCM (LM (g;), LM (g;)).
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Preuve du Nullstellensatz faible

Soit k£ un corps algébriquement clos et I, un idéal de k[z, ..., z,].

T est un idéal propre si et seulement si V(I) # @.

Soit k un corps algébriquement clos et I un idéal propre de k[zi,...,z,]. |l existe un
élément a € k tel que :

Iwn=a 7é k[Il’ .- -»xn—l]-
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Et les bases de Grobner?

Soit k un corps et I un idéal de k[z,...,z,]. On calcule une base de Grobner de I pour
un ordre quelconque.

> Si elle contient le polynéme 1 alors : V(I) = .
» Sinon : V(I) # .
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Résolution de systeme - Probleme de minimisation

On souhaite trouver les extrémas de f(z,y, z) = 2% — yz? + 2y sur la sphere S5(0,2).
Le théoreme des extrémas liés affirme que si m € R? est un tel extréma alors :

Vf(m) =tVg(m)ol g: (z,y,2) ER® = 2 +y>+ 22 —4etou t €R.

322 — 2yx = 2tz

- ) v o , -2’ +z=2ty
Ainsi les extrémas | y | recherchés vérifient forcément : 9%y "
Yy = slz
z

24yt + 22 =4
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Mise en situation

On considere un graphe et on se demande si I'on peut colorier les sommets de celui-ci de trois
couleurs différentes tel que deux sommets reliés par une aréte aient des couleurs différentes.

Un graphe bien colorié. Un graphe pas bien colorié.
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Quelques exemples
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