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Introduction :

Cette trace écrite a pour premier objectif, d’essayer d’avoir quelque chose de suffisamment "propre"
dans cette matiére en termes de rédaction (pour les problémes de présentation, j’attends d’étre suffisam-
ment avancé dans le cours avant de m’y mettre). Si vous voyez des erreurs (ce qui est probable) ou des
oublis (qui ne sont pas volontaires c.f plus bas), n’hésitez pas a me le dire. Pareil, si vous voulez partager
une démonstration qui vous parait plus simple, n’hésitez pas. En ce qui concerne le contenu de ce poly

pour l'instant, voici ce qu’il manque a ’heure actuelle.

— Le délire autour de la convergence uniforme d’un produit infini (que j’ai pour l'instant remplacé

par la convergence de la normale de la série associée dans les résultats ou on Dutilise).
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Notations :

— Pour U,V deux ensembles quelconques, on note F (U, V) ensemble des fonctions de U dans V. On

ajoutera un indice ¢ pour I’ensemble des fonctions continues.
— Pour a,b € R, on note B(a,b) la bande horizontale suivante : {z € C | a < Im(z) < b}.
— Pour a,b € R, on note B(a,b) la bande verticale suivante : {z € C | a < Re(z) < b}.
— Pour a,b € R, on note A(a,b) 'anneau dans le plan complexe suivant : {z € C,a < |z| < b}.

— Si f: U — V est définie entre deux ensembles quelconques, on note Z(f) 'ensemble de ses zéros

(non répétés avec multiplicité).

— Si K est un compact de C, on définit la norme suivante :
VS € FuK.O). flluk 1= supl (o).
xre

Les autres notations apparaissant dans ce cours seront précisées au fur et & mesure du document.



I Quelques rappels autour des fonctions holomorphes

I.1 Quelques éléments de cours

Le but de cette partie est de faire quelques rappels (ou non) sur les fonctions holomorphes. 11 n’y
a pour l'instant qu’une liste incompléte de résultats qui sont utiles pour ce qu’on a fait pour l'instant.

Pour les résultats qui ne sont pas démontrés, on renvoie vers un bon cours de L3.

Théoréme 1.1: Développement en série de Laurent

Toute fonction holomorphe sur une couronne A(a,b) ou b > a > 0 se développe en série de Laurent

(autour de 0) :
flz) = Z anz".

neL
Cette série vérifie les propriétés suivantes :
— La série converge normalement sur tous les compacts de A(a, b).
— Les coeflicients ¢,, sont donnés par :

1 f(2)

"2 Jo 2t de

Ces valeurs sont indépendantes du choix des rayons a et b.

— Les séries entiéres g 2" et E cnz" ont des rayons de convergence Ry et R_ vérifiant :
neN neL=

R_>aet R <b.

Lemma I.2: Lemme de Goursat

Si f est une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert d’un triangle 7', alors 'intégrale curviligne
de f sur le contour 9T de T est nulle :

f(z)dz =0.
orT

Ce résultat reste vrai si f est supposée continue sur ’ouvert considéré, et holomorphe sur cet ouvert

sauf peut-étre en un nombre fini de points.

Proposition 1.3

Soit f une fonction continue sur un anneau A(a,b). Si f est holomorphe sur A(a,b) — D ou D est

une droite alors f est holomorphe sur A(a,b).

Démonstration : Pour montrer que ce résultat, on va montrer que f vérifie le lemme de Goursat
sur A(a,b). Ainsi, par caractérisation des fonctions holomorphes, on montrera que f est holomorphe sur

A(a,b). Pour cela, on va considérer un triangle T' dans A(a,b). Il y a trois possibilités :

— Soit, le triangle et la droite ne s’intersectent pas et alors c’est le lemme de Goursat dans le cas

comme ci-dessus.



— Soit, le triangle et la droite coincident sur un coté du triangle. La fin de ce point sera faite

dans une version actualisée (avec des dessins).

— Sinon, le triangle et la droite s’intersectent et on peut se ramener au cas précédent.

Définition 1.4
Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage de a € C. On appelle résidu de f en a le coefficient

1
(z —a)

devant

dans le développement en série de Laurent de f en a

Théoréme 1I.5: Théoréme des résidus

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert étoilé U, sauf aux points d’un ensemble S de

singularités isolées. Soit v un lacet tracé dans U, et ne rencontrant pas S. Alors

L/f(z)dz = ZInd(*y,a)Res(f, a).

2w
a€S

Proposition 1.6: Calcul de résidus
Soit U un ouvert étoilé, a € U et f: U — C une application méromorphe.
— Si a est pole simple de f alors :

Res(f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a

— Si a est un pole d’ordre m € N alors :

Res(f, ) = lim ——— 4" ((z - a)mf(z)).

z—a (m — 1)l dzm—1

Théoréme 1.7: Théoréme de Weierstrass

Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes dans un ouvert U qui converge uniformément sur les
parties compactes de U vers une fonction f. Alors f est holomorphe, et pour tout £ € N, la suite

des dérivées k-iéme ( ,(Lk)) converge uniformément sur les compacts de U vers ).

Théoréme 1.8: Théoréme d’holomorphie sous l’intégrale

Soient (F, A, ) un espace mesuré et U un ouvert de C. Soit f : (z,2) € U x E +— f(z,2) € C. On

suppose que :

— Pour tout z € U, = +— f(z,x) est mesurable;

0
— Pour p-presque tout x € E, z+ f(z,x) est holomorphe sur U, de dérivée notée —— ;

0z

— Il existe un fonction ¢ : E — R, mesurable, intégrable vérifiant pour tout z € U et pour

p-presque tout x € E : |f(z,x)] < p(z).
Alors la fonction F' : z — F(z) = [ f(z,2)du(z) est holomorphe sur U et pour tout z € U, la



0
fonction x — —f(z,:c) est intégrable et pour tout z € U :

0z

Fe)= [ O (z,x) dute).

Proposition 1.9
Si f holomorphe :
!
/ —dz = 2in(N — P),
5 f

ou N (resp. P) est le nombre de zéros (resp. de poles) entourés par 7.

Proposition 1.10: Principe du maximum

— Soit f une fonction holomorphe dans un domaine U. Si |f| a un maximum local en un point

a de U, alors f est constante dans U.

— Soit U un ouvert borné et f une fonction holomorphe dans U et continue sur U. Alors, pour

tout z € U, on a :

[f(2)] < sup{[f(w)]: w e dU}.

Théoréme 1.11: Principe des zéros isolés

Soit U un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe dans U, non identiquement nulle. Si
a est un zéro de f, il existe un voisinage de a dans lequel f n’admet pas d’autres zéros. Autrement

dit, les zéros de f sont isolés.

Théoréme 1.12: Principe du prolongement analytique

Soit U un ouvert connexe de C, f et g deux fonctions holomorphes sur U, A une partie de U

admettant un point d’accumulation. Alors :

f=gswr A < f=gsurU.

1.2 Homographies

Ce point sera actualisé plus tard, il n’est pas nécessaire pour le premier CC (hormis ce qui sera

marqué au fur et a mesure du document).



IT Exemples de construction de fonctions

II.1 Exemples de fonctions périodiques

Chercher une fonction périodique c’est finalement chercher le stabilisateur sous une certaine action
de groupe :

{GXE—>E
(9,7) = gz

Dans cette partie, nous allons essayer de caractériser les fonctions holomorphes et méromorphes pério-

diques.

II.1.1 Cas des fonctions holomorphes périodiques

Pour commencer, remarquons que si £ = C et G = 2inwZ, chercher le stabilisateur de notre action de
groupe revient a chercher les fonctions entiéres périodiques vérifiant pour tout z € C: f(z 4+ 2im) = f(2).
On sait que les fonctions de la forme z — ae® + b ou a, b sont des constantes complexes, correspondent.

Dans le cas général, c’est le théoréme suivant qui nous permet de résoudre ce probléme.
Théoréme II.1: Caractérisation des fonctions holomorphes périodiques

Soit f une fonction holomorphe sur une bande B(a,b), périodique de période T > 0. Alors :

— f se développe sous la forme d’une série de Fourier :

Vz € B(a,b) : f(z) = Zanewz,

neEZ

ou les séries entiéres E a,z" et E anz" ont des rayons de convergence respectivement

neN nez-
L. . —27a _27b
superieurs a e T ete T

— Inversement, si une suite (ay)ncz vérifie ces propriétés, la fonction f définie comme ci-dessus

est bien une fonction holomorphe sur la bande B(a,b) et périodique de période T' > 0.

Démonstration :

— Pour montrer le premier point, I'idée est de passer par un développement général d’une fonction
holomorphe sous la forme d’une série. On pense donc & développer en série de Laurent cette
fonction. Malheureusement, il y a un probléme : on veut des termes exponentiels & la place des
termes polyndmiaux qui apparaissent dans une série de Laurent. Cela nous invite donc a poser
p:2€Cr e et de développer en série de Laurent la fonction f o @~1!.

Montrons d’abord que ¢ induit une bijection entre B(a,b) N {|Re(z)| < g} et A(B,a) —R_ ou

_2ma _ 2nb
a=e T et f=e T

On a facilement que :
z € B(a,b) <= ¢(z) € A(B,a).

T
2im

Donc ¢ : B(a,b) N {|Re(z)| < z} — A(B,a) — R_ est une bijection holomorphe.
Ainsi par composition, f o ¢! est holomorphe sur A(3,a) — R_. Ainsi d’aprés 1.3, f o ¢~ ! est

Or si p(z) = ¢ alors z = log(&) ou log est la détermination principale du logarithme.



1

holomorphe sur A(3,a). Comme cela est vrai pour tout a,b € R, on en déduit que f o ¢! est

1

holomorphe sur C. Donc on peut développer f o ™" en série de Laurent en 0 :

VEEC : fop l(§) =) ant"
neZ
Ainsi on obtient un développement en série de Fourier pour f :
Vz € B(a,b) : f(z) = Z ane T
nez

Les inégalités sur les rayons de convergence proviennent directement de celles obtenues sur le

développement en série de Laurent de f o=t 1.1

— (C’est une conséquence du théoréme de Weierstrass.

I1.1.2 Cas des fonctions méromorphes périodiques

C’est plutdt un point qui est abordé lors des exercices. Voici ce qu’Isabelle Gruais m’a dit 1a-dessus :

Les fonctions mésomorphes périodiques interviennent aussi dans le TD 2 (exercice 1 et estimations
uniformes dans Uexercice 2), dans le TD 8 que j’ai distribué. Elles vont encore intervenir au cours des
TDs suivants car elles ont tres importantes et efficaces d’un point de vue pratique méme si par ailleurs
elles suivent trés banalement le théoréme de convergence uniforme sur les compacts. 1l n’y a donc pas de
résultat plus général. C’est un outil qu’il faut maitriser au méme titre que le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue en intégration.

I1.2 Produits infinis

L’objectif de cette partie est d’avant tout de s’intéresser aux produits infinis de fonctions. Mais avant

cela on va faire quelques rappels dans le cas des produits infinis numériques.

I1.2.1 Cas numérique

Définition I1.2

Soit (an) € C une suite de complexes. On dit que le produit infini H a, converge si la suite
neN
n
(pn)nen définie pour tout n € N par p,, = H ay, converge.
k=0
—+00
Si un produit infini H a, converge, on notera H an sa limite. Dans le cadre des réels positifs, la
neN n=0

convergence d’un produit infini est équivalente & la convergence d’une série d’aprés la propriété suivante :

Proposition I1.3

Soit (a,,) une suite de réels positifs. Le produit infini H (14 ay,) converge si et seulement si Z Gn,
n>0 n=0



converge

Rappelons qu’on peut remplacer I’hypothése de positivité par "les a,, sont positifs a partir d’un certain
rang".

Démonstration : Nous allons démontrer cette propriété par double implication. Remarquons juste
avant que comme la suite (a,) est & termes positifs, pour tout n € N : In(1 4+ a,,) > 0 et aussi que par

continuité des fonctions exponentielles et logarithmes :

Le produit infini H (1 + a,,) converge si et seulement si la série Z In(1 + a,) converge.
n>0 n>0

— Supposons que le produit infini H (1+ ay,) converge. On a :
n>0

lim 2ot

n—-+4oo pn

Or pour tout n € N : Dol _q 4 ap. Ainsi (a,) converge vers 0. Ainsi comme In(1+a,) ~ ap,
n—-+00

n
par comparaison de séries a termes positifs, on obtient que la série de terme général a,,n € N

converge.

— Supposons que la série de terme général a,,n € N converge. Alors nécessairement (a,,) converge
vers 0. Ainsi, par comparaison de séries & termes positifs, on obtient que la série de terme général

In(1+ ay),n € N converge donc que le produit infini considéré converge.

O

I1.2.2 Produits de fonctions

On commence par deux lemmes techniques qui nous seront utiles pour la suite.

Lemme I1.4
Siug,...,u, sont n éléments de C alors on a l'inégalité suivante :
n n
[T +w) - 1‘ <exp (ZUH) - L
k=1 k=1

Démonstration : On va procéder par récurrence sur n € N*.

Initialisation : C’est une conséquence directe de 'inégalité de convexité : 1 + x < e” pour x > 0.



Hérédité : On suppose que 'inégalité est vraie pour n complexes uq, ... u,. Soit u,4+1 € C.

n+1 n
H(l +Uk) — 1‘ = ‘(H(l—l—uk) — 1)(1 +un+1) — Up41
k=1 k=1
< (14+ug) — 1‘(1 + |unt1]) + |unt1] par inégalité triangulaire,

k=1

n
< | exp (Z|uk\) - 1) (14 |unt1]) + |uns1| par hypothése de récurrence,
k=1
n

< exp (ZIWI) (1 + [ung1]) = 1,

k=1
n+1
< exp (Z\uﬂ) — 1 par convexité de ’exponentielle.
k=1
O
Lemme I1.5
Pour tout z € C tel que |z] < 1:
||
In(1+2)] < .
In(1+2)] <
Démonstration : Soit z € C tel que |z| < 1. On utilise simplement le développement en série du
logarithme autour de 1 :
— _1\n—17 n
(1 +2)] = Y (-1) - <Yl < o
n=1 n=1
O

Définition I1.6

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur un ouvert U de C. On dit que le produit infini

n
H fn converge si la suite (p,)nen définie pour tout n € N par p,, = H fr converge.

neN k=0
+oo
Si un produit infini H fn converge, on notera H frn sa limite.
neN n=0

Proposition I1.7
Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert U de C. On suppose que la série
> n>o(fn — 1) converge normalement sur tout compact de U. Alors :

— le produit infini H fn converge uniformément sur tout compact de C et la limite f est

neN
holomorphe sur U.

— l’ensemble des zéros de f est la réunion des zéros des f,, et 'ordre de multiplicité d’un zéro

de f est égale a la somme des multiplicités de ce zéro des f,.

10



Démonstration : Comme pour tout ng > 0, on a : H fn=1>_o-- fno H fn, on obtient facilement
n=>0 n>ngo
Iinclusion suivante :

U 2(fa) € 2().

n>=0

Soit K un compact de U. Soient k > n deux entiers naturels non nuls. On a pour tout z € K :

k
pn(2) = () = In ()1 = [T £(2)

j=n+1

On pose pour tous j € N,z € K, u;(z) = fj(z) — 1. Par inégalité triangulaire puis par le lemme II.4, on

a pour tout z € K :

) = el < I T 0+ s 1),
j=n+1
< [pn(2)] (eXp( Zk: |U](Z)|) — 1>.

j=n+1

Or comme H fn converge normalement sur K, la série de terme général ||u;||,x converge. Donc il
n=0
existe un entier Ny suffisamment grand tel que si N > Ny (ce que l'on fera par la suite) on ait alors :

k
Y lu)l<e

j=n-+1

Ainsi on obtient pour tout z € K et pour e suffisamment petit :
[Pn(2) — Pr(2)] < lpn(2)|(e® — 1) < 2epn(2)].

On précise que la derniére inégalité peut étre obtenue par simple étude la fonction = +— e* — 1 — 2
autour de 0.
Or, par inégalité triangulaire,

Pn(2) = pi(2)| Z Ipn(2)] — Pk (2)].

Ainsi on obtient :
(1 =2¢)|pn(2)| < [pr(2)].

Ainsi pour k — 400 :

[F(2)] = (1 = 2¢)|pn(2)]-

Alinsi, si on considére z € Z(f), pour tout ¢ suffisamment proche de 0, il existe un entier Ny tel que pour

tout n = Ny : pp(z) = 0. On obtient finalement 'autre inclusion demandée :

U 2(f.) = 2(5).

n=0

11



Théoréme II.8

Soit (f,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert de U de C. On suppose que pour tout
sur tout compact de U.

!
La série de terme général

n

n € N : f,, ne s’annule pas. On suppose que la série de terme général f,, — 1 converge normalement

!
converge normalement sur tout compact de U vers 7
n
Démonstration Soit K un compact de U. Soit g > 1 et € €]0,&[. Par hypothése, on dispose d’un
entier ny > 0 tel que pour tout n > ny : Z |ten oo,k <. Soit z € K, on a:
n>=ngo
[un(2)| < [[unlloo,x <& <1
D’aprés le lemme I1.5, on a :
|un(2)] [[tn (2) |l oo, i
In(1+ < < —.
Donc :

1—60

(1 + un)|so.xc < M

1-— €0
On en déduit que la série Z In (1 + u,) converge normalement sur K. On note S = Z In(1 + up).
n>ng
résultat nous dit que :

n>ng
/
>

S est holomorphe sur K comme limite uniforme d’une série de fonctions holomorphes sur K. De plus ce

= In(l+u,)) = 9.
o = 2o (n(+un)
n>=ngo nzng

Or, par continuité de la fonction de la fonction exponentielle, on a :

H (1 +uy) lim  eXn=no MTUn) — oS
N—+o00

n>=ngo

Donc, on obtient une expression simple de f selon S :

f=1r-.. fno—les'
Ainsi, par dérivation, on obtient :
no—1 no—1
= o fut)e® + oo fugrS'eS = S (i TT £i)e + fo
k=0 §=0,j#k
Puis comme pour tout £ € N, fi # 0, on a

e frg_18€%.

no—1 ; no—1
f/: Z (% H fj)es"’—fo'wfnoflsles.
k=0 ¥ j=o,

12



Puis en factorisant par fy ... fn,_1€° = f, on obtient alors :
y = (Zlf’“ +8')1 = P
= Ji = fn
Or comme pour tout n € N, f,, ne s’annule pas, alors f ne s’annule pas non plus d’apreés I1.7. Ainsi :

+oo
fo _ 1
Sy

I1.3 Séries de Dirichlet

Définition I1.9

—Anz

On appelle série de Dirichlet toute série de fonctions de la forme z — ape ot (ay) est une suite

de nombre complexes et (\,) est une suite croissante de nombres réels strictement positifs.

Dans la littérature classique, on appelle souvent les séries de Dirichlet, les séries comme ci-dessus mais

dans le cas particulier ou A, = In(n).

Proposition I1.10

Soient ()\,,) une suite croissante de réels strictement positifs tendant vers +oo et (a,) € CN. Si la

série de terme général a,e *»* n € N converge pour z = 2 alors elle converge uniformément sur

{z € C| Re(z) > Re(z0), |arg(z — 20)| < a} pour tout « €]0, g[

Démonstration : Quitte 4 remplacer a,, par a,e***® dans la série de Dirichlet, on peut supposer que

zo = 0. L’hypotheése devient alors que la série de terme général a,,,n € N converge.

q
Pour tout ¢ > p € N, on pose 4, 4 = Z ak.
k=p
Soit € > 0. On peut réécrire 'hypothése sous cette forme :

dng >0 ‘ VN >2ng—1, Vp > 0, |AN,N+p| <e.

Soient N > ng et p € N. Une sommation d’Abel nous donne :

N+p N+p—1
’ E ane | = ‘ E An_in(e ™% —e M 0%) 4 Ay Nype WEPE 4+ Anog vorem MWV
n=N n=N

Et alors, par inégalité triangulaire :

N+p N+p—1
‘ Z ane”*| < Z |AN—1,n||€7)\"Z - 67/\"+1Z| + |AN_17N+p||e*)‘N+pZ| + ‘AN—l,N—1|‘€7)\NZ|-
n=N n=N

Or si on écrit z = z + iy ot (z,y) € Ry x R alors [e"*+r?| < 1 et |[e"*V?| < 1. Ainsi, comme N > ny,

13



on peut écrire :
N+p N+p—1

‘ E ane 7| < E gle™Mn® — g7 Ant12| 4 9¢,
n=N

n=N
Or pour tout n > 1, on écrit* :

Ant1
|67)\nz _ 67)\n+1z‘ < |Z|/ 67151 dt g B(ef)\nm _ 67)\"4_11:).
An T

Donc en reportant dans notre précédente inégalité, on obtient finalement par télescopage :

R O B P g
‘ Z ane” ¥ < e— (e T —eTMWHPT) 4 22 Le(— +2).
= x x
Soit a > 0 tel que arg(z) = |Q| < a. Comme la fonction tan est croissante sur [0, %], ona:
x
2] <1+ |g| < 1+ tan(a).
x x

Ainsi pour tout z € {z € C | Re(z) > 0, |arg(z)|] < a} et pour tout € > 0, il existe un rang Ny tel que
pour tout N > ng et pour tout p € N:

N+p

’ E ane_A”Z

n=N

< &(2 + tan(a)).

On obtient ainsi, par le critére de Cauchy uniforme, la convergence uniforme de la série de Dirichlet sur

le domaine souhaité. O
Proposition I1.11

Si la série de Dirichlet E ane” "% converge pour z = z, alors elle converge uniformément sur tout
n=0

compact de {z € C | Re(z) > Re(z0)}-

Démonstration : C’est une conséquence immeédiate de la proposition précédente : on peut toujours
71' o

trouver « suffisamment proche de — tel qu'un compact de {z € C | Re(z) > Re(zo)} soit inclus dans

{Re(z) > Re(z0), |arg(z — 20)| < a} . O

Proposition I1.12
Le domaine de convergence d’une série de Dirichlet Z ane Mn?
. n>0
la forme {Re(z) > p}, p € R appelé demi-plan de convergence de la série.

admet un demi-plan maximal de

Démonstration : C’est une conséquence du lemme de Zorn. O

Définition I1.13

Si le demi-plan de convergence de la série de Dirichlet Z ane % est {z € C | Re(z) > p} alors p
n>0

1. linégalité des accroissements finis ne semble pas mener a grand chose
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est appelé abscisse de convergence de la série de Dirichlet Z ane %,
n>0

Dans ce cas, on note pT, 'abscisse de convergence (dite absolue) de la série E |an|e .

n>0
Proposition I1.14
Soit Z ane”*"* une série de Dirichlet d’abscisse de convergence p.
n>0
Si pour tout z € {z € C | Re(z) > p} : Z ane = 0 alors pour tout n € N,a,, = 0.

Démonstration : Pour tout z € {{ € C | Re(€) > p}, on pose :

= g ane_’\”z.

n=0

T
On suppose que f est nulle sur cet ensemble. Soit € > 0 et a €]0, 5[ Soit zg € C tel que la série de terme

~An20 n € N converge. Par convergence uniforme sur le domaine

général a,e
Ko :={z € C| Re(z) > Re(20), |arg(z — 20)| < a},

il existe un entier ng > 0 tel que pour tout n > ng et pour tout z € K,

‘ g ane M*| <

n>ng

Soit z € K, on a :

€% £(2) — ao] < Z\a e ) 4

Or le premier terme du majorant tend vers 0 lorsque Re(z) tend vers +oo. Donc :

li Aoz — =0.
reim 177 F(2) = ao
Or, comme z € K, C {£ € C | Re(§) > p} : €M% f(2) = 0. Donc forcément ag = 0.

On montre ensuite de la méme maniére par récurrence que pour tout n € N : a,, = 0. (|

Proposition 11.15

Soit Z ane”*"* une série de Dirichlet définie sur un ensemble : {z € C | Re(z) > p} * et telle que
n>0
pour tout n € N:a,, > 0.
Si Z ane~** admet un prolongement holomorphe au voisinage de tout point de {z € C | Re(z) =
n>0
p} alors il existe € > 0 tel que Z ane” " converge pour tout z € C tel que Re(z) > p — ¢.
n>0

a. p n’est pas ’abscisse de convergence
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Démonstration : Pour tout z € {{ € C | Re(€) > p}, on pose :
£ = 3 ane e
n=0

-

Quitte & remplacer a,, par a,e” """, on peut supposer p = 0.

Par hypothése, il existe § > 0 tel que f admette un prolongement holomorphe sur B(0,§). De plus, il
existe £ > 0 tel que f soit holomorphe sur {z € C | |z — 1| < 1+ ¢} = A.. Pour z € A, f se développe

Z f(k) (z— 1)k,

Or d’apres le théoréme de convergence de Weierstrass appliqué en z = 1 (ce qui est bien licite) :

en série entiére sous la forme :

f(k) Z an An

On en déduit qu’on peut écrire f(z) sous la forme d’une somme double pour z € A..

L 1)k
Z(Z“n nk-%)( k!l)'

k=0
Et si z = —e € A, f(—¢) est la somme double de termes positifs, donc d’aprés le théoréme de Fubini-
Tonelli : .
00 400
Aremn (1+ 5)

=22 an) i

n=0 k=0
Ainsi :

too 100 vk k
= o (S

k=0
+o0 —+o0
_ E anef)‘" e)\n(lJrE) _ E anef)‘"a.
n=0 n=0
Donc la série de terme général a,,e”*"* converge pour z = —e&, donc elle converge pour tout z € C tel

que Re(z) > —e¢.
O

I1.4 Fonctions elliptiques
I1.4.1 Un exemple de fonction elliptique : la fonction P de Weierstrass

On pose u,v € C — {0} tels que % ¢ R. On note A = {zu + yv, z,y € Z} le réseau de C engendré
par u et v.
Définition 11.16
On dit que f : C — C est bi-périodique si pour tout z € C et pour tout A € A: f(z+ \) = f(2).
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Proposition I1.17
Si f est holomorphe et bi-périodique sur C, alors f est constante.
Démonstration : Comme f est holomorphe, f est continue. Ainsi f est bornée sur le compact

{zu +yv, (z,y) € [0,1]?}. Comme f est bi-périodique, on en déduit que f est bornée sur C. Ainsi, f est

constante d’aprés le théoréme de Liouville. O

Définition I1.18

On appelle fonction elliptique sur C toute fonction méromorphe et bi-périodique sur C.

Lemme I1.19

La série de terme général A € A — {0} converge.

I/\I3’

Démonstration : D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, on a :

Yy LYy L
AeA—{0} n— uerA
ou on désigne pour tout n € N*: P, = {z € C | ||2]/oc = n}. On note d = zergiI%A\|z\\w > 0 qui existe car
P1 N A est un compact de R? et est strictement positif car z +— ||z« est strictement positif sur P; N A
(sinon U serait réel).
Ainsi pgur tout n > 1 et pour tout A € P, N A :

Ainsi pour tout n € N* :

Pl
Z |)\|3 < n3d3

AEP,
Or |P,| = (2n + 1)4 — 4 = 8n pour tout n € N*. D’ou la convergence demandée par comparaison a une

série de terme général o > 1. O

Proposition I1.20

La série de fonctions méromorphes

=3t T (e w)

AeA—{0}

converge uniformément sur tout compact de C — A et définit une fonction méromorphe sur C.

Démonstration : Soit K un compact de C — A. Comme K est borné, il existe R € Ry tel que pour
tout z € K : |2| < R. Soient A € A tel que [A\| > 2R et z€ K. On a:

17



1 1y |2Mz — 22|
EEPVEAPT R YEIFE e
5

z z
Or, comme 2 — <[ < - et |[1—=| >
comme 2 3| < 2 et [1 - 5]

5 , on obtient :

1
2
2Az—22 _ JellPA—2] _ [:(2-%)| _10R
ARz = A ARz = A2 AP =52 T AR

Donc d’aprés le lemme précédent, la série considérée est normalement convergente pour |z| < R et
z € C — A, donc uniformément convergente sur tout compact de C — A.

Précisions toutefois ici une légére subtilité, on a considéré uniquement les A de module supérieur ou égal
a 2R. En fait, comme le nombre de A € A ne vérifiant pas cette propriété est fini, ils ne nous génent pas

pour montrer la convergence normale. O

La démonstration ci-dessus, nous donne en plus que P est méromorphe sur C, de poéles les éléments de
A. Les poles de P étant d’ordre 2.

Proposition I1.21

La fonction P est paire.

Démonstration : Soit z € C — A.

Pe=n+ ¥ (gopw)=mt X (gowpow) =P

AeA—{0} N==X, Me—-A=A

D’aprés le théoréme de convergence de Weierstrass, pour tout z € C — A.

, 2 1 1
Ple) = —— =2 > WZ‘QZW'

xe—{0} AEA

Proposition 11.22

P est une fonction elliptique.

Démonstration : Avec le travail précédent, il nous suffit de montrer que P est A-périodique. Soient
ze€C—Aet \g €A

1
Plztdo) =2 e = 2 s = P
(Z + 0) )\GZA (Z AN+ )\0)3 AGAZ)\O:A (Z — )\)3 (Z)

(Notons ici qu’il n’y a pas de probléme de changement d’indice puisque ici toutes les séries convergent
considérées convergent absolument d’aprés I1.20).
Donc z — P(z + Ag) — P(z) est constante. En particulier, il existe deux constantes C, et C, dans C

telles que pour tout z € C — A :
P(z+u) —P(z) =Cy et P(z+v) —P(z) =C,.

18



u —v
En appliquant ces inégalités a respectivement — et —, on obtient que C,, = C,, = 0. On en déduit
par récurrence que pour tout A € A : P(z + A) = P(z). Donc P est une fonction elliptique. O

Proposition I1.23

P est solution de ’équation différentielle suivante :
(P')? = 4P° — g2P — g3,

ol gs, g3 sont des constantes qui dépendent du réseau A, appelées invariants de Weierstrass.

1 1
AeA—{0} AeA—{0}

Démonstration : Notons g la fonction holomorphe définie au voisinage de 0 par

= 2 (e %)

A€A—{0}

Au voisinage de z = 0,P(z) = % + g(z) ol on considére g holomorphe sur une boule B(0, ) pour a

suffisamment petit. Comme P est paire, g est aussi paire, donc pour tout z € B(0, ) :
+oo
g(z) = Z agn 2",
n=0

Posons pour A € A — {0}, g (2) : ﬁ — % On pose g»(0) = 0. La somme qui définit g converge

uniformément sur B(0, «). Donc g(0) = 0, ainsi ag = 0. Et alors pour z — 0 :
1 X
2
2T > age 2"
n=1

1 =3
2 2
o) +z E Aopt22°"
n=0

P(z)

1
= + 22(a2 +ag?+ 0(|z|2)).
On a aussi :
_9 Ix
Pl(z) = ? + Z 2na2n22n71
n=1
—+oo

2 2n—2
= + 2z Z Nagn 2

n=1

2
_ _273 + 22((1,2 + 2(1422 + 0(|Z‘2))

Donc un calcul donne :
: a
(P')(2) = 4(P)*(2) = ~20—3 — 28as + o(1).
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On obtient alors :

—20@2
22

(P")2(2) — 4(P)3(2) + 20a2P(2) = — 28ay + 20&2(%2 + as2? + o|z|*) = —28a4 + o(1).

Donc il existe une fonction i définie sur B(0, @) et holomorphe telle que :
(P")2(2) — 4P3(2) + 20a2P + 28a4 = h(z).

On remarque que h(0) = 0, et que (P’)? — 4(P)? + 20a2P + 28a4 est holomorphe, A-périodique donc
constante sur B(0,a). Donc nécessairement, cette application est nulle d’aprés I11.17. Donc : (P)? —
4(P)3 4+ 20asP + 28a4. Pour trouver les expressions de as et a4, on dérive terme & terme la série associée

a la fonction g et on trouve :

CL2:3 Z %eta4:5 Z %

reA—{0} AeA—{0}

On obtient ainsi le résultat demandé. O

Proposition 11.24

P’ admet 3 zéros distincts modulo A :

U v u+v
w1:§, W2:§,W3: .

[\

Démonstration : P’ est impaire et A-périodique donc P'(F*) = P'(—§ +u) = P'(§) = 0. De méme,
P(3) = P52 =0 0

I1.4.2 Changements de réseaux

Définition I1.25

On appelle parallélogramme fondamental toute période de A.

Proposition I1.26

Soit P un parallélogramme fondamental de A et soit f une fonction A-elliptique sans poles le long
de OP. Soit A I'ensemble des poles de f dans P. Alors :

Z Res(f,a) = 0.

acA

Démonstration : ANJP = &, donc d’aprés le théoréme des résidus :

/andZ = Ziﬂ'ZRes(f,a).

acA

Soit a € C et (u,v) une base de A, on a :

fdz:/ fdz—|—/ fdz+/ fdz+/ fdz.
oP o, 4] [atu,a+u+v) [atutv,a+v] [a+v,a]
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Donc par périodicité de f :

/ fdz+/ fdz:Oet/ fdz+/ fdz=0.
[, atu] [atutv,a+v] [atu,at+u+v] [a+v,a]

D’ou le résultat. O

Proposition 11.27

Soit P un parallélogramme fondamental de A et soit f une fonction A-elliptique sans points singuliers
(sans poles et sans zéros) le long de OP. Soit S I'ensemble des points singuliers de f a 'intérieur de

P. Pour tout s € S, on note mg ’'ordre de s : ms > 0 si s est un zéro de f, ms; < 0 si s est un pole

de f. Alors :
st =0et sts = 0[A].
seSs ses
/
Démonstration : Comme f est A-elliptique, — est aussi A-elliptique.

Au voisinage de s € S: f(z) = (2 — s)™=g(z) avec g holomorphe. Donc :

f'z) _ma(z=s)™lg(z) + (2= 5)™g'(z) _ ms  g'(2)
f(2) (z—s)mg(2) z—s  g(z)

/

Donc g est holomorphe dans le voisinage de s. On obtient alors :
9

r Ms o Res(J;,/, 8) = ms.

D’aprés le théoréme des résidus et car ~— est elliptique :

f

I'(z) = urm ms =
f Ty 22 =2 a0

ses

f'(2)
f(2)

Prouvons le second point : z — z est méromorphe sur C et holomorphe sur C — A. Soit s € S.

Alors :

f'(2)
) s

Donc d’aprés le théoréme des résidus :

I'(z) =27 sm
/BPZf(Z) dz=2 Z s

ses

Or :

f'(2) f'(z) f'(2) f'(2) f'(2)
dz = d d d dz.
/BP ‘ f(Z) ‘ /[a,oc+u] ‘ f(Z) Z+/[\a+u,a+u+v] ‘ f(Z) Z+/[a+u+v,a+v] ‘ f(Z) Z+/[o¢+v,a] ‘ f(Z) ‘

Et :

f'(2) f'(2) f'(2) f'(2)
z dz z dz = z dz — z dz.
»/[a,aJru] f(Z) N /[;x«ku+v,a+v] f(Z) /[a,a+u] f(Z) /[oz+v,a+u+v] f(Z)
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Avec :

fz) o _ fllotz) . f'(2)
/[aJrv,aJrqu'u] ‘ f(Z) == /[a,a+u] (v * Z) f(’U + Z) s /[a,aJru](Z * U) f(Z) az
Ainsi :
zf/(z) dz zf,(z) dz = ZJN(Z) dz — z+v ') dz
/[a,aJru] f(Z) - »/[oz+u+v,a+v] f(Z) /[a,thu] f(Z) /[a,a+u]( * ) f(Z) ’
_ ﬂ;/ Iy, - ~o[m(ren)]
o, +u]

f(z) a
Donc :
') I ) .
/{awu] Aot /{MHM #iy 42 = —vn(lf e+ w)) ~ I (1F )] + 26k)
= —2itk7mv ou k est un entier.
De méme :

f'(2) fz) '@, X
/[a+u7a+u+v] z ) dz + /[a7+v7a] z 72 dz = u/(H_U’a] z ) dz = —2iwlu ou l € Z.

Finalement :

2i(kv + lu) = sts = 0[A].
seS

Proposition 11.28

Les zéros de P’ sont simples.
Démonstration :  On note Q(X) le polynome 4X3 — g, X — g3. Dans C, Q(X) se factorise :
Q(X) = 4(X — al)(X — ag)(X — CL3) oua; = P(wi), 1€ {1,2,3}

On suppose que P’ admet un zéro double (i.e Q(P) = 0), sans perte de généralité, on peut supposer que
P(w1) = P(ws). Ainsi w; et wy sont des zéros doubles de P — P(wy).

u—+ v
Soit (u,v) une base de A. On choisit parallélogramme fondamental P construit sur oo = — +

4
u u v
P — 77(5) est elliptique et admet 5 et 3 pour zéros et ces zéros sont doubles car aussi zéros de P’.

NTRON

Donc : P

= dz=mo+me +mz =-2+24+2=2#0.
op P—=P(3) : :

La proposition précédente montre alors que nous aboutissons a une contradiction. Ainsi P’ admet 3 zéros

simples. (I

Remarque : On sait que P vérifie
(P')? = 4P% — g P — gs.

Donc

(P/) = i\/ 47)3 — 927) — gs.

22



Donc P est solution implicite de :

P(z) dw
z=2zy+ / ————, ou l'intégrale est définie sur un chemin qui éviter les zéros de Q.

Plzo) VQW)

1
Or comme P’ = /Q(P) pour une détermination de la racine carrée, z — — est bien définie dans un
voisinage de a € C tel que P’(a) # 0 d’apres le principe des zéros isolés. Et d’aprés le théoréme d’inversion

locale, on peut définir I'inverse P! sur ce voisinage. Et on a :

Et alors :

1
Ainsi P’ est une primitive de —.
V@
Le résultat suivant constitue une (presque) réciproque a I1.23. Sa démonstration est trés difficile et
figure dans le poly de Michéle Audin.
Proposition I1.29

Soit Q(X) = 4X2 — aX — b tel que a® — 27b* # 0, c’est-a-dire que @Q a trois poles simples dans C.
Alors il existe un réseau A tel que a = go(A) et b = g3(A).

Définition I1.30

az+b

d
Une homographie est une application z € C — {—=} — Td avec ad — bec = +£1.
c cz

Proposition 11.31

Soit (u,v) une base de A. Si (u/,v’) est une base de A, alors il existe une homographie

d az+b v’ a b\ (v
C—-{—- tell = .
z € { C}»—) o 1 g telle que (u’) (c d) (u)

La propriété suivante donne une description exacte des changements de réseaux.

Proposition 11.32

. w .
Il existe une base (w1, ws) du réseau A pour laquelle 7 = 22 verifie :

w1
1. Im(7) > 0,
1 1
2. —— g 5
5 < Re(T) 5
3. |7 =1,

4. Si|7r| =1, alors Re(7) > 0.
Inversement, si 7 € C vérifie ces quatre conditions, alors il existe 2,4, ou 6 bases (wq,ws) de A

w
telles que 7 = =2
w1
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Démonstration :

— 1l existe (w;,ws) une base de A telle que? :
lw1] < |we| € min(jw; — wal, Jw1 + wa).

On pose T = “2 Comme lwe| < |w1 £ wsl, on a :
w1

|T|:\ﬂ]<|711\.
w1

On en déduit :
I7|* < |7|* £ 2Re(r) + 1.

1 1
Donc |Re(7)| < 3 Si Re(r) = —5 ona alors |7| = |7 + 1] et ainsi :
lwa| = w1 + wa| < wi — wal.
On échange alors wo et wy + ws :
w1 + w3 w2 1 1
T o + o e (1) 5= 35

. Et en s’intéressant a la partie imaginaire de 7 :

1 1
On peut donc se ramener & —5 < Re(z) < 3

Im(z) = Im(ﬂ) = Im(w%ﬁ) = LIm(f,ugch).

w1 wi?? w2
Ainsi, quitte a échanger w; en —wy, on peut supposer que Zm(z) > 0. Si || = 1, alors on peut
écrire z = € ot € [0, 7[. Si cos(d) <0, alors cos(m — 0) = —cos() >0 et (") = = = ety
T W2

On échange —w; et wo de sorte qu’on ait toujours Re(r) = 0si |7] =1

— Inversement, soit 7,7’ € C satisfaisant ces quatre propriétés et on suppose qu’il existe une homo-

b b
graphie A = (a ) vérifiant ad — bec = 1 telle que 7/ = ar + . On veut montrer que 7 = 7'.
c ct+d
+b)(cz+d) 1
Im(r) = Tm [ & = d — be)Tm ().
m(7") m < or + d? o (a c)Im(T)
Ainsi Tin(r)
T = =T _ 0.
R A e

Ainsi, quitte a échanger 7 et 7/, on peut supposer que Zm(7’') > Zm(7) > 0. On obtient ainsi
et +d| <1 i.e
A7|? + 2cdRe(2) + d* < 1.

Donc?

¢ —|c||d| + d® < 1.

2. On prend une base (wi,ws2) de A et quitte & échanger (w1,ws) avec (w1 + w2, w1 — w2), on a ce que 'on veut
3. Car 2cdRe(z) = —2|c||d||Re(T)| = —|c]||d|-
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On en déduit que

2 4
Ainsi
P<ton
=3
Ainsi nécessairement d € {—1,0,+1}.
— Sic=0, alors a =d =+1. D’ou
b b
"= ar;— ZT—‘rE:Tib.

Donc en module :

|7 = |r£b > 1

Or en regardant les parties réelles :

1
[Re(r') ~ Re(r)] = b < 3.
Ainsi nécessairement b = 0 et alors 7/ = 7.
— Sic#0, alors :
d 1
et d
¢
Or, on sait que ‘|c| - Eﬂ‘ < 1. On en déduit que
d d 3
iMoo e e S

Ainsi nécessairement, |c| < 1, donc comme ¢ # 0, on obtient que ¢ = +1 et |7+ d| < 1. ¢

— Sid=0, alors |7| =1 et comme ad —bc = 1, on a nécessairement b = —c = £1. Et alors :
L A S
cT c T T

Ainsi Re(7' +7) = Re(t + 7') = £a. £a =1, alors 7/ =1 — 7 et ainsi :
1 !/
§<7?£(T)=1—Re(7-)<1.

Or ceci est faux car Re(7') <

|~

. 1 ...
. Donc nécessairement @ = 0 et 7/ = —7 = —=. Ainsi
T
|| = |7] =1etainsi: 7=7"=1i.
— Sid # 0, selon Farid :

T’ inquiétes on le fera ensemble
Seules trois homographies possédent au moins un point fixe :

T+1 -1 ~1

T = ;T ;T ——.
T T+ 1 T4+ 1

Fin par Farid.

4. car |t =1
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I1.4.3 Intégrales elliptiques

1
On a vu que comme P’ = /Q(P) pour une détermination de la racine carrée, z — — est bien définie
dans un voisinage de a € C tel que P’(a) # 0 d’aprés le principe des zéros isolés. Et d’aprés le théoréme

d’inversion locale, on peut définir I'inverse P~! sur ce voisinage. Et on a :

Et alors :

1
Ainsi P’ est une primitive de —=. On peut généraliser ces expressions aux polynoémes @ de degré 3 ou

4 avec des racines distinctes selon la proposition suivante :

Proposition I1.33

Si @ est un polynéome de degré 3 ou 4 dont toutes les racines sont distinctes (donc simples), alors
il existe une fonction f elliptique et non constante telle que sur tout ouvert U C C sur lequel f est

inversible d’inverse g : f(U) — U, on a :

vz e f(U): (9

Démonstration : Soit x € C tel que Q(z) # 0. Alors, il existe un ouvert U, x € U, tel que pour tout
zeU, Q(z) #0.

— Si Q(X) est de la forme Q(X) = X3 — aX — b, alors, d’aprés 11.29, il existe un réseau A tel qu'on

aa=ga(A),b= g3(A) et alors P = P, vérifie (P')? = Q(P) # 0. Ainsi P’ # 0 dans U et d’aprés

le théoréme d’inversion locale, quitte a étendre U, P est inversible d’inverse P~1 : P(U) — U. Et

il suffit de prendre g = P~! pour conclure dans ce cas.

— Supposons que deg(Q) = 4 (et toujours que toutes les racines de @) sont distinctes). On note :

QX) = A(X —a1)(X —a2)(X —a3)(X —aq)

a4X
X+ -

aq

).Ona:

et on peut supposer que ag # 0 (quitte a réordonner les (a;)). On considére Q(

Q(50) =TT (5 o) (525 - o)

aq i=1 a4 a4
1o, P ;
=(X+ ;4) 4Ai1;[1 ((a4 —a;)X — ;4) x —1
1. _ a;
= A(X + a) 4};[1 ((a4 —a)X — a:)
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On note Q(X) = H?Zl ((a4 —a)X — Z—) de telle sorte a ce que :

i
4

Q( Xajxat)mx )t = Q).

On considére Le changement de variable z =

/g dz a s 1
0 /Q(z) s+ a- s+ aq

£ ds 3 s ¢ ds
/0 \f((g(zr):/o (S+al4)2d Q(%> :/0 é@_

ay

donne que :

On se rameéne donc au cas ou deg(Q) = 3.

— Soit Q(X) = aX? +bX? + cX + d un polynoéme de degré 3 a racines distinctes. On suppose que

a =1 (quitte & considérer 9) Or,on a :
a

3 b3

Q(X) = (X+§)3+(c—%)Xﬂz—g

Ainsi, par la transformation X — X+2 (de déterminant 1), on se raméne a Q(X) = o’ X3+ X +¢.

Et en considérant %Q(X ), on se raméne au premier cas.

O

I1.4.4 Transformations conformes et intégrales elliptiques

Définition I1.34

Soit U un ouvert de C. Une fonction f : U — C de classe C! est dite conforme en a € U si sa

L > o . : a B\
matrice jacobienne associée est une similitude directe, i.e de la forme ) ot a? + B2 # 0.
e

On dira qu’elle est conforme sur U si elle est conforme en tout point de U

Proposition I1.35

Soit U un ouvert de C. Une application f : U — C holomorphe est conforme sur U si f’ ne s’annule

pas sur U.

Démonstration : C’est une conséquence directe des conditions de Cauchy-Riemann. ]

Par convention, on note une homographie :

az+b a b a b z
= -z = .
cz+d c d c d 1

Considérons le cas ot cette homographie est inversible, i.e ad — bc # 0. Un homographie inversible est

une transformation conforme sur son domaine de définition. Si ¢ # 0, on peut écrire :

az+b a (ad—bc) 1

cz+d ¢ c2 (z+g)2'
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C’est la composée d’homographies élémentaires du type translation z — z 4 a, similitude directe z — kz
et inversion z — 1/z.
On vérifie que 'homographie donnée transforme tout cerle ne passsant pas par —d/c en un cercle et tout

cercle y passant en une droite.

La transformation de Schwarz-Christoffel
Intéressons-nous a un autre exemple de transformation conforme : la transformation de Schwarz-Christofel.
n
Soient a; < ag < ... < a, € R une suite finie croissante. Soient p,..., i €]0, 1] tels que Z/Lk = 2.

k=1
On pose pour tout z € C de partie réelle positive :

f est bien définie et holomorphe sur le demi-plan de Poincaré H = {z € C | Zm(z) > 0}. On définit
z — In(z) comme d’inverse de z +— € sur la période {z € C | ,g <(z) < Sg}, c’est-a-dire, z — In(z)
définie sur le plan fendu : {z € C|Re(z) = 0,Zm(z) < 0} Soit z = z € R et supposons que pour tout
ke{l,....,n}:z # ay.

— Siz < ay, alors :
(@ — ap)! = [& — age™* et f(2) = |f(z)[e>k=1 T = | f(2)] > 0.

— Supposons que G, < T < Agyt1 < A
— Sik <ko:(x—ap)H =|x— ap|**
— Sik >k (v —ap)" = |z — ag|tEel

On obtient alors :
F(@) = [ (2)]e’™ Shorgsr e

Ainsi f([aky, ak,+1]) reste sur une droite.
— Siz >ay,: f(z)=|f(z) >0.
On suppose maintenant que a; > 0 (hypothése licite car on peut toujours s’y ramener avec une transla-

tion). Alors f est holomorphe et ne s’annule pas sur le demi-plan ouvert D := I'm(z) > 0. On pose pour

tout z € H :
® ds

FE= ) T

1
S 7 est holomorphe sur H. On note Dy le plan C fendu le long des demi-droites {Re(z) =
s

ax, Im(z) < 0}. De plus F se prolonge & Dy en une application holomorphe au moyen de I’homoto-

pie de chemin :
Vs €10,1],Vz =x + iy, ¢(z,8) =z+issiy >0,z +i(y+ s(1 —y)) sinon.

Si ¢ +— 7(t) est une chemin dans Dy, alors (t,s) — ¢(v(¢), s) transforme v en un chemin dans H (pour
s = 1). Cest-a-dire, tout chemin dans Dy est homotope & un chemin dans H. Or, d’aprés 11.35, F est

une application conforme sur Dj.
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Proposition I1.36

L’application F' transforme le demi-plan de Poincaré H en un ensemble convexe P dont la frontiére

est un polygone a n cotés d’angles w(1 — py) pour i € {1,...,n}.

Démonstration : La preuve est passée. t

Définition I1.37
Considérons une application linéaire affine v :t € R+ at +b (ou a,b € C,a # 0) et L son image.

— On appelle segment ouvert sur L, I'image par v d’un intervalle ouvert non vide borné de R.

— On appelle de méme demi-droite ouverte sur L, I'image par v d’un intervalle ouvert illimité

de la forme | — 0o, ¢[ ou J¢, +00].

Proposition I1.38

Soit P un demi-plan ouvert dans C de frontiére L, soit D C P un ouvert. On suppose que 9D
contient un ensemble S, segment ouvert ou demi-droite ouverte sur L. Soit f: DU .S — C, définie
et continue sur DU S, holomorphe sur D. On suppose qu’il existe une droite L’ telle que f(S) C L'.
Alors il existe une fonction g holomorphe sur U = DU L U o(D) qui prolonge f et qui vérifie :

g(o(2)) = 0'(g9(2)), V2 € D

ol 'on note o et ¢’ les symétries par rapport & L et L’ respectivement.

Démonstration : Au moyen des transformations affines z + az + b et z — a’z + b vérifiant :
a(Zm(z) =0) +b=Let 'L’ + = (Im(z) = 0) et en replagant f par fi : z — a’f(az + b) + b/, on se
raméne au cas ol L = L’ est l'axe réel. Alors 0 = ¢’ est la symétrie z — Z. Par hypotheése, f(S) C R.
L’application f; : z — f(Z) est continue sur ¢(D) U S, analytique sur o(D) et coincide avec f sur S. On
pose : g(z) = f(z) si z € D, et g(z) = f1(z) si z € o(D)US. Alors g est continue sur U et holomorphe

sur D U o(D), donc holomorphe sur U. O

I1.4.5 TUne application : la fonction sn de Jacobi

On se propose de trouver une transformation conforme z = F(w) du demi-plan ouvert Dy = {w €
C|Zm(w) > 0} sur un rectangle. Le probléme est résolu par la transformation de Schwarz-Christofel avec

n=4= %,k € {1,...,4}, soit par exemple :

z:F(w):/ ds avec 0 < k < 1.
0 VA=) -R)

Alors, les deux premiers sommets du rectangle ouvert Ry := F(Dg) sont :

! ds
Py = /0 Jioa oy

1 % ds FE "
F(E) :F(l)-i-/1 \/(1—32)(1—k2s2)€ 2 = K +iK'.
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De plus, par le changement de variable : s = iu, on remarque que pour tout t € R% : F(it) € iR’ . Donc
d’aprés le principe de symétrie :
Yw € Dy : F(—w) = —F(w).

1
En particulier : F(—1) = —F(1) = —K’. et F(— E) =-K+iK'

Définition I11.39
On appelle fonction sinus intégrale de Jacobi la transformation conforme Ry — Dy réciproque
de F. On la note sn.

Du travail précédent, on a directement :

Vz € Ry = F(D) : sn(—%) = —sn(z).

Proposition I1.40

L’application sn se prolonge en une fonction elliptique sur C avec la double périodicité :

Vz € C:sn(z +4K) = sn(z), sn(z 4+ 2iK’') = sn(z) = sn(z).

Démonstration : Je passe la preuve pour ma santé mentale. O
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IIT Solutions holomorphes d’équations différentielles

Note : Pour les démonstrations de cette partie qui ne seront pas notées, on se référe au poly de
Victor Lecerf.

On cherche & résoudre I’équation différentielle suivante dans C :

w” + p2)w’ +q(z)w =0 (IT1.1)

Théoréme III.1

Si p et g sont des fonctions holomorphes sur un ouvert 2 C C, alors pour tout couple (ag,a;) € C?
le probléme de Cauchy III.1 admet une unique solution w holomorphe sur Q telle que w(zy) =

ag,w'(z0) = a1 avec zg € Q.

II1.1 Points singuliers Fuchsiens

On cherche & résoudre II1.1 avec p et ¢ non holomorphes au voisinage de zg € C.
Définition II1I1.2

Un point zy € C est un point singulier fuchsien de III.1 si c’est un poéle d’ordre 1 de p ou d’ordre

< 2 de q, i.e. qu’il existe by, ¢y € C tels que :

ZIHEO(Z — 20)p(2) = by et Zlirglo(z — )2

q(z) = co.

Dans la littérature, on qualifie aussi ces points comme des singularités réguliéres.
Théoréme II1.3: Théoréme de Fuchs

On suppose que zp est un point singulier fuschien de complexes associés by, co. Soient a1,y € C
les racines de a(a — 1) + abg + ¢o = 0, telles que Re(ay) = Re(az).

— Si a; — ap & 7Z alors il existe deux solutions linéairement indépendantes développables au

voisinage de zg sous la forme :

wi(2) = (2 = 20)" P(2) et wa(2) = (2 = 20)**4)(2)

ol ¢ et ¢ sont des fonctions holomorphes au voisinage de 29, donc ¢(2) = >, 5 ar(z — 20)F

avec ap non nul et (z) =3, -, ap(z — 20)* avec aj, non nul.

— Sinon, si a3 — ay = m € Z, il existe deux solutions linéairement indépendantes développables

au voisinage de zg sous la forme :
wi(z) = (2 — 20)" ¢(2) et wa(z) = (Aln(z — 20) + 1(2))wr

ou A € C est une constante et 1 est holomorphes au voisinage de z et est défini comme dans
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le cas au dessus et ¢ admet zg comme pole d’ordre m :

o= Y i

E20k#m

Démonstration : La méthode employée est celle de Frobenius (on considére zg = 0 pour simplifier) :

— On considére les fonctions holormorphes P : z — 2p(z) et Q : z — 22q(z) qui sont développables

en série entiére.

— On multiplie III.1 par z? puis on remplace tout par des séries entiéres, puis, par unicité de dé-
veloppement en série entiére, on obtient une équation de récurrence sur les coefficients a, du

développement cherché d’une éventuelle solution w.

— On trouve alors le rayon de convergence de la série entiére associée & w. (Dans cette démonstration,

on a alors deux solutions possibles wy, wy selon que I'on considére ay ou aw).

— On calcule le Wronskien de w; et ws pour montrer qu’elles sont indépendantes si a; — ay ¢ N.

Sinon par analyse-synthése, on trouve u holomorphe sur un voisinage de zy telle que wy = uw;.

O
Définition I11.4
On dit que z = oo est un point singulier fuschien si I’équation obtenue aprés le changement { = —
admet ( = 0 pour point singulier fuschien.
Proposition I11.5
¢ = oo est un point singulier fuschien si et seulement si :
. 1 .1 .1 /1
lim (2 - ?P(Z)) — b€ Cet lim ?q<z) —c €C.
A reprendre
Exemple : On cherche a résoudre :
/
” w w
—+ — =0. I11.2
W z(z+2) + 22 ( )

1 1
— Icip(z) = o et q(z) = 2 E= 0 est donc un point singulier fuschien de IT1.2. Soit z € B(0, 2),

z+2)
w est solution de :

2(z4+2)w" + 20 + (2 + 2w =0°.
On cherche w sous la forme :

+oo
w(z) = z¢ Zanz" oit ag # 0.
n=0

On a alors en remplagant dans I’équation, ré-indexation et en regardant les termes en z :

2a(ae — 1)ag + aag + 2a9 = 0.

1
5. On aurait pu garder le 3 dans I’équation et le développer en série entiére mais ¢a fait un peu plus de calculs.
z
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Donc on obtient par résolution de ’équation du second degré deux racines distinctes a4 et a—

On obtient alors deux solution indépendantes d’aprés le théoréme de Fuchs :

vérifiant :

oy — o =

1 iv/15
Zzi7 40

w:l:

wi(z) =2

ot 9* sont des fonctions holomorphes sur 5(0, 2

).
— Si on cherche les solutions v(z) sous la forme w(%), on obtient en remplagant dans I11.2 (et aprés

quelques lignes de calculs) :

szu + Cl(c—:;z) ,UI +ov=0.

Donc sous forme résolue (pas de coefficients devant le terme de dérivée seconde) :

¢+2

1
i tO=7

v+ p(Ov' + ¢(C)v =0 o p(¢) = c

Ainsi, 0 est un point singulier fuschien de cette équation. On cherche v sous la forme
+oo
v(¢) = ¢ ba( avec B € C, by # 0.
n=0

On refait la méthode du point précédent pour trouver que :

—1+iV3

(B2 + B+ 1)by = 0 donc f* = 5

Donc au voisinage de ¢ — 0, on obtient :

Donc au voisinage de |z| — oo :

wt ~ \/Ezfiiggbo.
Enfin, on remarque que le développement obtenu est bien infini, en effet, on a pour tout n € N* :
(B+n)?+(B+n)+1)b,) =—(2B+n—-1)>+(B+n—1)—2)b,_1.

Alinsi si la suite (b,) s’annule a partir d’un certain rang, la suite (b,) est nulle ce qui n’est pas le

cas (on rappelle qu’on cherche au début une solution telle que by # 0).

II1.2 Intégrales de contour

Soit I’équation de Bessel :

2w + 20 + (22 = A)w =0 (\e€C).
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On trouve les solutions :
£0.) — LEA
wF(z) = z7"¢1(2z) avec ¢y holomorphes sur C.

On peut aussi chercher des solutions sous la forme d’une intégrale de contenu :

z»—)/ew(&)v(f)df
L

oll ¢ est une phase donnée et ou v est l'inconnue définie sur un contenu L & choisir. On obtient les

fonctions de Hankel :

H{(z) = / e 12sIn(8) girg d¢ et H{I(z) = / e i2sIn(g) girg d¢.
Ly Lo
ot ¢(&) = —isin(€) et v(€) = ¢, On définit L; comme ceci : on part de (0, —0c0) jusqu’a (0,0) puis
vers (—m,0) puis vers (—m, +00). De méme, on définit Ly : on part de (0, —c0) jusqu’a (0,0) puis vers
(47, 0) puis vers (4, +00).
Calcul de H{ :

|€7izsin(§)+i)\§| < eRefizsin(E%H)\E.
On pose z =z 41y, =(+in, A =a+ ib.
— Sur la branche 1 : £ =in,n < 0 : sin(§) = ish(n). Donc :

—izsin(§) +iAE = (y — iz)ish(n) — .

Donc :
Re—izsin(€) +iAE = xsh(n) — an.

Ainsi :
|67iz sin(§)+i/\§| < ewsh(n)fan.

. . _zlnl . .
Ce dernier terme étant équivalent a e~ 2°¢ ! lorsque que 7 tend vers —oo qui est d’intégrale conver-
gente entre 0 et —oo. Donc le terme de la premiére intégrale de Hankel converge sur la premiére

branche.

— Sur la branche 3 : £ = —7 4 in o n > 0. Par le méme raisonnement : sin(§) = — sin(in), donc :
—izsin(z) + 1A = izsh(n) + iA(—7 + in) = izsh(n) — An —imA.

Ainsi, on obtient le méme équivalent qu’au dessus lorsque 7 tend vers +o0o. Donc le terme de la
premiére intégrale de Hankel converge sur la troisiéme branche.
— Il n’y a aucun probléme de définition sur la deuxiéme branche.
Soient R > 0 et € > 0 tel que € < x = Re(2) < R.
— Sur la branche 1 :

|67iz sin(£)+i/\f| _ emsh(n)fan < eesh(n)fan c Ll(R_)

— Sur la branche 3 : La méme majoration montre que la fonction dans la lintégrale de Hankel est

dominée sur cette branche.

— Il y a évidemment domination de la fonction sur la branche 2 qui est un compact.
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Donc d’aprés le théoréme d’holomorphie sous 'intégrale, H i est holomorphe sur toute bande € < Re(z) <
R, donc holomorphe sur tout compact de {z € C | Re(z) > 0} donc holomorphe sur sur cet espace.

Par la méthode des développements en série, on trouve des solutions holomorphes sur C —R_. Donc, on
cherche un prolongement holomorphe de H{ 4 C —R_. Pour cela, on se donne &, €] —m, 7. On considére
alors le chemin L (&) défini par : on part de (£p, —o0) jusqu’a (0,0) puis vers (—m — &p,0) puis vers
(—m — &, +00). On note :

De, = {2 = a +iy | zcos(&) — ysin(&o) > 0}.

On montre de la méme maniére que pour L1, que z — e s HIA ¢ est bien définie et holo-
L1 (o)
morphe sur D¢, En plus, on remarque que :

U De=C-R..

—m<€o<m

On montre que :

Z f(z,6)d¢
L1(&o)

est un prolongement holomorphe de H { sur Do U D¢, par le théoréme du prolongement analytique pour

tout ¢ €] — m, 7[. On obtient ainsi un prolongement holomorphe de Hf a J_ D¢y UDg=C—-R_.

0 3 } T<€o<m
avec f_oo ez (ysinbo—wcos&o) gy < 400 ssi zcos&y — ysinéy > 0. De plus :

-
|zcos( + A| = |zcosépcoshn —izsinysinhn + A]  ~ e—|z|
n——oo 2

Le demi-plan D¢, := {z =z + iy € C,zcos&, — ysin&y > 0} est 'image de Dy = {z € C,Rez >0
par la rotation d’angle —¢p, d’ott on déduit que : Vz € Dy,
6777 e "

|i(zcos(—|—)\)e*i“i“4+”‘c| ~  —zle"® (ysingo—zcoso) _y
n——oco 2 n——00

Si¢ € Ly (&) et si & = —m — &, alors

e iz sin CHiN¢ eiz\Tr—&-Oz\&, e~z sin(&o—in)—An

et le calcul déja fait pour £ = & montre que H /{750 est une solution holomorphe de (2.11) sur De,. Si
—m < & < m, D¢, N Dy # B, et donc on obtient un prolongement holomorphe de H{ & D¢, U Dy si on
vérifie que H] = Hi,&o sur D¢, N Dy

Soit v > 0 et soit CJIW, resp. Cﬂ,w le contour réunion des segments [—&— m,—m| C R iy +
[—& — 7, —7] Civ+R,i[0,7] C iR, —&—7m+i[0,7] C —&o—7+ iR, resp. [0,&] C R, —iy+[0,&] C —iy+

R, i[—v,0] C iR, & + i[—7,0] C & + iR, parcouru dans le sens direct. Pour tout z € C,( + e~ ##sin¢HiAc

I

~., donc

est holomorphe sur CJIW, resp. C

/ efiz sin{+i)\Cd< _ O, V’Y >0
oL,

En particulier,

EIEOO ) efiz sin C+i)\Cd<- — I efiz sin CJrz)\Cdé- =0
v Ci’y Cioo
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Pour conclure, il suffit de vérifier que

lim efiz sin C+i)\(d< — lim e*iz sin (+i)\§d< =0
T+ Jiy 4 [—go—m,— 7] TH0 J —iy+[0,80)

En effet, si ( = —iy + £ avec £ € [0,&], alors

o . _ : €Y (4 sin £ —
|e zzsm(| _ eysmfcoshfy x cos & sinh 7y ~ e (ysin€é—z cos§)
y—+o00

avec : ysing —xcos{ < 0,Vz € D¢, N Dy. Soit z € D¢, N Dy ficxé. L’application & — ysin& — xcos§
est continue et < 0 sur le compact [0,&y] donc elle y atteint son maximum dans | —oo, 0], i.e. il existe
c>0et K >0t.q.:

vg c 71-,}/ + [0750] , |67izsin(+i)\( < Kefge—”

d’out on déduit :

< Kme 3¢" = 0
y—+o00o

/ e—iz sin {+i/\Cd<
C

I
-

De méme, si ¢ = iy + £ avec £ € [—m — &y, —], alors, en posant t = —¢ — 7, 0 < ¢t < &, on obtient
AAS [07 EO])

’e—izsinC| — eysintcoshv—wcostsinh'\/ ~ e%(ysint—wcost)
Y—+o0
et on conclut de ce qui précéde que
lim e i#sin C-‘rz/\CdC =0.

Y=+ Jor
C+’v

On obtient ainsi un prolongement holomorphe de H{, resp. Hi! a D¢, U Dy, V¢ €] — m, 7 [, i.e. &
C\R~.

II1.3 Comportement asymptotique

Si § = —% dans (2.12), alors on trouve I'expression suivante de Hj(z) valable pour Im(z) > 0 :

e_i% +oo .

Hi(z) — : / et? coshn—)\ndn.
T )

resp. pour Im(z) <0 :

—+o0
HiI(Z) _ p / et cosh n—Andn
—0o0

On en déduit :

N
)

e oo
Hi(it) = — / eteoshn=ngy vt >0

(s

— 00

resp. :
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;A

II(; €T [T coshnoa
Hy (it) = — / e oSNNIy Yt < 0

2

Proposition II1.6

YA >0
im
T2 21
HiGt) ~ et
A(it) t—+too 4T t °
eF [on
II¢: . 4T ¢
H," (it) T —

Ce résultat est la conséquence du résultat préliminaire suivant.
Lemme III.7

On considére I'intégrale

+oo
I(t) = / g(x)et @ dy
0

ou g et h sont deux fonctions réelles continues par morceaux vérifiant :

+oo
/ lg(z)]e" ™ dx < 400
0

— Fdo > 0 t.q. V& € [0,00], Yz > &, h(z) < h(J).
— il existe des constantes a, A€ R;A#0,¢>0,a>—1,5>0 t.q.

g(x) ~ Axz®, h(z) = a—czBJro(:z:B).

x—0 z—0
Alors :
A (07 —|— 1 at _otl
I(t) t—;:-oo EF <B> e (Ct) B

Démonstration : On commence par la preuve du lemme.Soit A €]0, ¢[. Il existe 6 = §(A) €]0, do[ t.q.
(A= N2 <g(x) < (A+ N2, a—(c+N2? <h(z)<a—(c—Nz?, Vxel0,d].
On en déduit :

) )
et [ g e > (=) [ aen e gy
0

0
= Ay e WFetdy o~ —AZN (L—H)
u=t(c+N)e? ft(etr) P Jo 00 pa(ean)) B NP
Le.:
s
o A—) 1

lim inf e*“tt%/ g(x)et"® dy > ( 3+1 r (a + )

t—+o00 0 B(C + )\)T B
De méme :
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4
lim sup €7att% / g(x)eth(z)dx < (A + /\3Jrl r (Ol + 1)
Ble=NF \ P

t—4o0 0

De plus, sit > 1,

+o0o +o00 too
/(S g(m)eth(w)dfv < /6 |g(x)‘eth(w)dx < e(t—l)h(é)A |g(x)|eh(g”)dx

donc
atl +oo at1 +oo
O / g(x)eth(x)da? < e tHamh() 55 o —h(9) / |g(m)\eh(l)d;ﬂ
5 5
+oo
< ¢~Ha=h(6) 2 —h(o) / 19(2)["@ dz < CetahoN 5"
0
— CyetBO=RENF
t——+o0
ie.:
+o00
lim e_att%/ g(z)e"®dy = 0.
t—+oo 5
Finalement :
a1 [T A=A 1
lim inf e ~*¢¢ 5 / g(z)e" @ dy > ( Q)H r <a + >
t—+oo 0 ﬂ(c'i_ )\)T ﬁ
et
ap1 (10 A 1
lim sup e~ 5 g(z)et"@dy < (A+ /\2+1 r <a + )
t—+o0 0 Blc—N)F B

Ceci étant vrai pour tout A €]0, ¢[, on en déduit :

. _ atl
liminf e~ %¢ 5
t—+4o0

t—4o0 0

ap1 [T A 1
lim e "% / g(x)e"®dy = —— T <a+> .
0 BeF g

t—+oo

+o0 - oo
/ g(2)e™®dy = limsup e~ 5 g(z)e™@ dg
0

O

alors on trouve

On fait maintenant la preuve de la proposition. Si §, = —3,

Démonstration :
Pexpression suivante de Jy(z) valable pour Im(z) > 0 :

eI [roe
: / et? cosh n—Andn.
) e

Hj(z) =

En particulier, si z = it avec t > 0,

T

e e e e
Hi(it) = — / e~teoshn=Ang, — 9 / e teoshn cosh (An)dn.
¢ 0

Q —o0

et on applique le Lemme préliminaire avec
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g(x) =cosh(Aa) ~ 1

z—0
h(z) = — cosh(z) = 1-% 4 (z?)
TrT—r

et
ie.:

et en tenant compte de

Définition IIIL.8
[] On appelle fonction de Bessel d’indice A € C, resp. fonction de Neumann d’indice A € C,

lapplication :

1
INEYTE
resp. :
Y)\:i(HI*HII)
2 AT

Les fonctions Jy et Ny sont définies et holomorphes sur C\R™.
Soit z € C\R™. Par définition :
1

JA(Z) — _% i 67izsin§+i)\zd<

ou L est le chemin de C parcouru dans le sens trigonométrique direct réunion de —w+iR™*, [—m, 7] C R

et ™+ iRT. Le changement de variable u = e¢~% transforme L en le chemin C' = I U~ U I réunion de

IF = {te*™ t > 1},
= {ew, €| —mml}.
On en déduit :

1 wu—21) _a_
In(z) = — (1= %)y =21y
20T C
et par le théoréme de Cauchy cette intégrale n’est pas changée si on remplace le contour C' par sa

transformée dans une homothétie de rapport > 0. Donc si z = z > 0, le changement de variable v = ¢

conduit a :
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et par prolongement analytique :

1 A 22
Vze C\R™, Ji(z)=— (E> / e~y M dy;
C

avec :

-2 —1)n 22\
Yo e C, e*nzz(m) <Zv>

Soit z € C\R™t.q. |2] < R avec R > 1. Siv € C et |v| = 1, alors

(-1 [ 22\" 1 (R*\" _
2 ) (Sl T) = <
>0

n>0 n>

et

‘6“’1)_/\_1| < e\v||v|—a—le2ﬂ'\b| — e27r\b|+1 — M.
Donc on peut intégrer terme & terme sur . Si v € Itavec [v| > 7 > 1, soit v = te™*™ avec t > r, alors

(_1)n 22 n 1 R2 n_ 2
2 \m) S mla) = <t

n>0 n>0

et
‘ev,uf)\71| _ efttfafl
avec

/e*tt*“*dt < 400.
P

Donc on peut intégrer terme a terme sur I=. Finalement :
z\* (- 1 z\2n
Ji(s) — (7) f/ vy-A-l-mg (7) _
A(2) 2 7;0 n! 24w Ce v "2

-() S ()

n>0
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IV Exercices

Exercice IV.1

1. Développer en série de Fourier z +— — &) lorsque Zm(z) # 0.
sin(z

2. Idem pour z + cot (2).

Solution :
1. Pour développer en série de Fourier cette expression, on utilise d’abord une des formules d’Euler :

12

I = — —.
Vz e C | Im(z) #0, R PO S F—F

Cependant, comme |e%*| = e~Im(2) notre développement de cette fraction va varier selon que Im(z)
soit strictement positif ou strictement négatif.

— Supposons que Zm(z) > 0. Dans ce cas on écrit :

1
sin(z)

= —2ie*”?

1 — e2iz’

On obtient alors le développement en série de Fourier voulu :

1 —+oo —+oo
= _9j¢t? Z e2inz — _9; Z e(2n+1)inz
sin(z)

n=0 n=0
— Supposons désormais que Zm(z) < 0. Dans ce cas on écrit :

L 1
= zle P E———
sin(z) 1—e 22

On obtient alors le développement en série de Fourier voulu :

—+oo —+oo
: — Qe 1? E 672’”7,?: =9 2 67(2n+1)1nz.
in
S (Z) n=0 n=0
2. Pour cette deuxiéme question, on va faire de méme qu’a la question précédente (c’est a dire utiliser

encore les formules d’Euler). Pour cela on écrit :

cos(z) 1, 1 1,1

t = = .
cotan(z) sin(z) o sin(z) + o sin(z)

Donc, avec la question précédente, on obtient les résultats suivants :

— SiZm(z) >0:
cotan(z) = —i + Z —2ie%"*,
n>1

— SiZm(z) <0 :
cotan(z) =i+ Z 2ie 2Nz,
n>1

41



Exercice IV.2

1. Montrer que la série de fonctions méromorphes définie par :

1
2 Gmap

nez
converge uniformément sur les bandes {a < Re(z) < b} —Z, a < b. On notera dans le reste
de cet exercice, f sa somme.
2. Montrer que f est méromorphe sur C, de poles & préciser.
3. Montrer que f est périodique de période 1.

4. Montrer que :

lim f(z+iy)=0
lyl—=+o0

et que la convergence est uniforme en z.

2
5. En déduire que pour tout z € C—Z: f(2) = (L) .

sin(mz)

Solution :

1. Soient a < b et soit z = x + iy € C — Z tel que z € [a,b]. On a pour tout entier n € Z :
|z =0l = |z —nl* + |yI* > [0 —n|*.

Donc pour tout n € Z : |z — n| > |x — nl|. Or, on remarque que :
— Sin<a:|lz—n|Zlz—nl=z—-n>a—n>0.
— Sin>b:|z—n|Z2|lz—n|l=n—2z>2n—-b>0.

Il en résulte que :

1 1
Z|z—n\2 Z|z—n|2 \Z(n—a)2+z(n—b)2'

n=a n>b

On en déduit que la série de terme général ﬁ converge uniformément sur B(a, b).

2. Soit K un compact de C—Z. K étant borné, il existe a < b tels que K C B(gl, b). D’aprés la question
précédente, f est la somme d’une série de fonctions holomorphes uniformément convergente sur
B(a,b) — Z donc holomorphe (d’aprés 1.7) sur B(a,b) — Z. Donc f est holomorphe sur K. Ceci
étant vrai pour tout compact K, f est holomorphe sur C — Z.

Soit ng € Z, on va montrer que ng est un pdle double de f. Le méme raisonnement montre que
g:zw— f(z)— m est limite uniforme sur tout compact de B(ng — %,no + %) d’une série
de fonctions holomorphes sur B(ng — 2070 + %) Donc ¢ est holomorphe sur B(ng — 17710 + 1)

2 2
Donc forcément ng est un pole double de f.

3. Pour montrer la périodicité, on voudrait a priori directement changer d’indice dans la série défi-
nissant f, mais cela n’est possible que pour des séries qui convergent absolument dans un complet.
Pour contrer cela, on va se servir du théoréme de prolongement analytique. Par ré-indigage (on

passe aux sommes finies, on ré-indice, puis on passe 4 la limite), on obtient facilement que pour tout
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x €R-Z: f(x+1) = f(z). Or, comme z € C—Z — f(z+1)— f(z) est un prolongement holomorphe
dex e R—Zw~ f(xr+1)— f(z) & C—Z, on en déduit que pour tout z € C—Z: f(z+ 1) — f(2).
Donc f est périodique de période 1.

. Soit R > 0 et soit z =z + iy € C — Z tel que |y| > R. Par périodicité de f, on peut supposer que

1 1
x €] — 2 +5[ Soit ng € Z* que l'on considére pour 'instant quelconque. Le méme raisonnement

qu’a la question 1. montre que pour tout |n| > n
1.2 9
2= 0> (n] - 2)* + 2

On obtient donc : ) )

> nTarS X o
—_nl2 T 112

o 12T S, (Il = 3)° + R2

Soit € > 0 et soit ng > 1 tels que :

1 € . 1 €

1
In|=no (|n‘ - 5) + R? 2" lyl=toeo In|<no

Remarquons que de tels € et ng et existent par convergence de la série associée au premier terme et
car le deuxiéme tend vers 0 lorsque |y| tend vers +o0o (c’est une somme finie de termes qui tendent

tous vers 0). On en déduit que :

1 . 1

Z 3 < lim
|y|»+oo « |z — nl lyl=-+oo Jyl=-+oo
[n| =m0 [n|<no
1 . 1
< #2 + | |11>13 E W < €.
— 1 o0 -
oo (0l = 3)" + B2 Wwl=dee B
P, 1
Ainsi  lim E T3 = lim f(z+iy) =0, la convergence étant uniforme en z.
|y|—~+o0 |Z - n| |y|——+o0

. Pour tout z € C — Z. On pose :

9(2) = (sin?ﬁz) ) 2'

On montre facilement que g est définie et holomorphe sur C — Z. Soit k € Z. On a par 1-périodicité
de — sin(7z) :

lim (z — k)?g(2) = lim (n(z — k))*

- 55 = 1.
2—k z—k sin(m(z — k))?

On en déduit que g est méromorphe sur C qui posséde comme pdles (doubles) les éléments de Z.

De plus, comme g est périodique de période 1, f — g est périodique de période 1. Cela nous invite
~ 1

a étudier f — g comme on a fait pour f, c’est-a-dire pour z € B(_§’ 5) Calculons le résidu de

I'unique pole de g sur cette bande. Avec I'aide d’un développement limité, on a :

Res(g,0) = ll_r)r%) % (ng(z)) = hm (229( )+ zzg’(z))

2272 —27 cos(mz)
= lim [ -22T 2 Z£MCOS\TZ)
prare) (sin(ﬂ'z)2 +(72) sin(7z)3 )
2 .
— lim (2277 sin(mz) — 2m322 cos(mz)

z—0

sin(mz)3 ) B ll—% 72 =0 = Res(f,0)
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Donc f — g est holomorphe sur C, périodique de période 1. De plus pour tout z = x + iy € C, on
a:
jsin(ry)| > shly).
Ainsi : - )
90 < (50) e

On en déduit que f — g converge uniformément vers 0 lorsque |Zm(z)| tend vers +o0o uniformément
en Re(z). On en déduit que f — g est bornée sur une période et est donc bornée sur C. Comme
elle est holomorphe sur C, elle est aussi constante. Comme elle tend vers 0 lorsque Zm(z) tend vers

400, nécessairement : f —g =0 sur C. Donc f = g sur C

O

Exercice IV.3
1. Montrer que la série de fonctions méromorphes

1 1 1
A (=t

n#0

converge uniformément sur les compacts de C — Z vers la somme :

1 1 1 T
VeeC-z :;Jrz(z—nJrﬁ) :tan(ﬂz)'

n#0
2. Montrer que :
1 2z T
V2eC-7Z : = ( )= ,
: z + ngl 22 —n? tan(7z)

Solution :

1 1
1. Pour tout n € Z*, on pose f,, : z € C—{n} » —— + —. Pour tout n € Z*, f,, définit une fonction
z—n n
méromorphe sur C, admet pour unique pole n (qui est simple).
Soient z € C,n > ng suffisamment grand :|z —n| > ||z| —n| 2 n—|z|. Si|z| < Ret |n| 2ng > R

alors :
|2 |2 R

nG— )] S il —12) ~ Jal(nl - R)’

On en déduit que :

Y ezl < E wewr
om0 S Rk - R)
On en déduit, par le critére de Cauchy uniforme que la série de terme général f,,n € Z est

uniformément convergente sur {|z| < R} N (C — Z) pour tout R > 0, donc converge uniformément

1 1 1
surtoutcompactde(Cvaersf:szJrZ( +7).
z = z—mn n

En particulier, d’aprés le théoréme de convergence de Weierstrass, comme les f,, sont holomorphes

sur C — Z, la série de terme général f! n € Z converge vers f'(z).
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Donc d’aprés Pexercice précédent, pour tout z € C —7Z :

re=-5+ 3 o = () =9O

n#0
ol on pose g : z —> % Ainsi il existe une constante ¢ € C tel que pour tout z € C — Z :
an(mz
f=g+ec
Pour tout n # 0 : f,(2) = 7oy donc fr (0) = 0. Or un développement limité de tan a I’ordre 1
donne :

lim (f(2) — g(2)) = lim (1 - L) —0

z—0 z—=0\z  tan(wz)
Donc nécessairement f = g sur C — Z, ce qui donne le résultat demandé.

2. Soit N un entier strictement positif. On a pour tout z € C — 7 :

N N

2z 1 1 1 1
222_n2_z<z_n+ﬁ+z+n_ﬁ)_ Z fu(2).
n=1 n=1 [n|<N,n#£0

On en déduit pour N tendant vers oo I’égalité demandée.

Exercice IV.4: Ecriture de sinus en produit infini

1. Montrer que f, définie par le produit infini suivant (sous réserve d’existence) :

+o0 ZQ
f@==110->)

est holomorphe sur C.

2. Montrer que pour tout z € C —Z :

F(2) 1,5~ 2
=—-42 —_—.

flz) = - ngl 22 —n?

Ainsi d’aprés l'exercice précédent :

f'(z) u

f(z)  tan(mz)’

3. En déduire que sin peut s’écrire comme un produit infini sous la forme :

VreC_7 sin(7z) ﬁo (1 22>
z —-7Z: = - — .
Tz n?2
n=1
Solution :
1. Pour tout z € C et pour tout n € N*, on pose :
2
z
z)=1——=
) =1-5



On remarque que la série de terme général z — f,(z) — 1,n > 1 converge normalement sur tout
compact de C. Donc le produit infini considéré est holomorphe sur C. Ainsi f est holomorphe sur

C comme produit de fonctions holomorphes sur C.
2. C’est une conséquence directe de 1V.19.

3. L’idée ici est de calculer une dérivée logarithmique afin de faire apparaitre celle de f :

d (o -1 1
M = mwcotan(mz) = ! (Z)
sin(mz)m—1! f(z)
Donc il existe ¢ € R tel que pour tout z € C —7Z :
sin(mz
() = 2T
™
Or, par convergence du produit infini :
L) _JE)
sin(7z) z sin(wz) 2—0

On en déduit ’égalité demandée.

Exercice IV.5: Développement périodique des polynémes de Bernoulli

Attention! L’énoncé qui suit est légérement modifié de 1’énoncé original (méme celui corrigé par

Isabelle Gruais).

e
1. Montrer que pour tout z € C, 'application 2 € B(0,27) — — 7 se développe sous la forme :
e

e 1 &

e —1 z n!

n=1

ou pour tout n € N*yp,, est un polynéme qu’on ne cherchera pas a déterminer.

2. Montrer que pour tout z,z € C
e 672(17:1:)

e2—1 1—e2%"

En déduire que pour tout = € [0, 1] et pour tout z € C :

1 n 1
e —1]  |1—e2|

er
<
ezfl‘\|

3. On pose pour tout k > 1, rp, = (2k — 1)m. Montrer qu'il existe C' > 0 tel que pour tout k > 1

et pour tout z € C de module 7, on a :

=1

< C
er —1

4. Soit k > 1. Montrer que pour tout des contours v,y C C appropriés et pour tout x € C, on
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a les relations suivantes pour tout n € N :

on(z
n! 24w

217r7‘$ eQiTrrz 1 e*T
= — —dz.
( 2mr)n 2i7r7‘)"> 2im /% z"(e* — 1)

5. Soit x € [0, 1]. Montrer que pour tout k£ > 1, on a pour tout = € [0,1] :

S~—
Il
‘H
4\
I3
3
o
v S
8
|
—_
Nao)
(oW
N

cos(2mnx)
(2nm)2k 7

+oo
pan() = (~) 12201 Y

n=1

+oco .
_ b1 sin(27nx)
par41(z +1) = (-1) 2(2k+1)!z:1W-

n=

Montrer de plus que les séries définies ci-dessus convergent normalement sur [0, 1].

6. Soit x €]0, 1[. Montrer que

1 sin(2nmx)
Z =) = — i Skt
2 1) Z nw
n>1
ou la série du membre de droite est uniformément convergente sur les intervalles [a, 1 — ¢

1
pour tout o € }0, 3 { et oul les sommes partielles sont bornées (pour = et N).

7. Montrer que ¢,,(0) = ¢, (1) pour tout n > 2. Etudier l'existence d'un prolongement holo-
morphe de @, = @y0,1]-

Solution :
zZT

1. La fonction f: z —

1 admet pour poles les éléments de 2inZ. Donc f est méromorphe sur C

et holomorphe sur (C — 2inZ. Ainsi 0 est Punique pole de f sur B(0,27). De plus,

1
Donc z = 0 est un pole d’ordre 1 et la fonction g : z € B(0,27) — f(z) — — est holomorphe sur
z

B(0,2m). Ainsi g est développable en série entiére sous la forme :

! ! Jio " Vz e B(0,2m)
——= an2" vz ,27).
e -1 =z =
Donc pour tout z € B(0,2) :
1 too too ngn 1 too too gnyn—1 too ST
f(z) = (Z+;anz):(;) ' )(2+Zanz):; A +(z_j )(Zan ")
—+oo —+oo n +oo
1 wn—&-l N .’Ek n+1
=t o (S ) = 2 (e +Z i)
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On en déduit le résultat en posant pour tout n € N :

prnle) _ _at ot
(n+ 1! (D) TR
. Pour tout z € C,z € C — 2i7Z :
3T e*T =2 672(17[6)

ee—1 (e#—1e = 1—e=

Soit z € [0,1], pour z=s+it € C. Si s <0

eZ(L’ eSfL‘ 1
= < .
ez—l‘ lez — 1| = ez — 1|
De méme si s > 0:
7T e—z(l—x) e—(—l—:c)s 1
‘ = = < .
e —1 1—e2 |1 — e 2] |1 — e 2|

. On note

Ro = {z € C | Re(z) € [0,7], Im(z) €] — 2,27, |2| > % |2 — 2in| > %}

Onnote f:2€ C— T Comme f est continue sur le compact Ry, il existe Cy > 0 tel que

eZ —
pour tout z € Ry : |f(2)] < Cp. Et comme [ est 2ir-périodique, pour tout z € Ry et pour tout
k>1:

De plus comme f est bornée sur le demi-plan D = {z € C | Re(z) < 0}, on en déduit qu’il existe
Cy > 0 tel que pour tout z € D : |f(z)| < Cy. Ainsi, en posant C = max(Cp, Cy), on obtient, en

particulier, que pour tout z de module 7% :
f(2)I < C.

. Notons h,, : z — % pour tout n > 1 Par définition de ¢, :

#n(2) = Res(hy, 0).
n!
Les poles de h sont 0, d’ordre n + 1 de résidu @n(ll“) et 2imr,r € Z qui sont des poles simples et de
n!

résidu : ) )

. (z — 2imr)e*® . (z — 2imr) e*® 1 eZimrz e2inre

llim —————— = lim —F— = — - = — .

z—2inr 2" (e* — 1) z=2inr (e —1) 27 e (2imr)™  (2imr)”

Choisissons pour = un cercle centré en 0 et de rayon R < 27. D’aprés le théoréme des résidus :

ezx
— &4z =2inRes(h,,0).
Lz"(ezl) z = 2imRes( )

D’ou la premiére formule demandée. Choisissons «y;,k > 1 le cercle centré en 0, de rayon 7, =

6. Pour ceux qui ne voient pas pourquoi ces z vérifient cette inégalité, je conseille de faire un dessin (ils seront mis un
peu plus tard)
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(2k — 1)7 (notons qu’il passe entres deux poles consécutifs de g, : 2i(k — 1) et 2ikn). D’aprés le

théoréme des résidus, on obtient la seconde égalité demandée.

5. Soit « € [0,1], on rappelle que pour tout k > 1,7, = (2k — )7

o3 2m erke Wy 0
_ i
‘/% zn(e* — dz ’/ reind (erve’ — 1)74]{e d@’
27 rkei’ex
= da‘
’/ " 16“1 10(€rkeL9 _ 1)
1 rke O
g/ n—1
0o Ty

Donc d’apreés les questions 2 et 3, il existe une constante C' telle que, uniformément en x € [0, 1] :

i # _1 Tk

‘dﬂ

erre® _

Sin > 2, alors:

zZT
lim / — & dz=0 uniformément en x € [0, 1].
k—+oo [, 2"(e* — 1)

Donc :
teTK‘TI 627,71'7’:5

sov;l(!ff) — :ij ((%W)n + (_2m~)n>’

et la série converge uniformément sur [0, 1].

On retrouve aprés un petit calcul & partir de ce résultat lorsque n = 2k et n = 2k + 1, les formules

demandées.
zxr

6. Pour tous k > 1,z € C,z €]0, 1], on pose fi(z,z) = m.

4, pour montrer la premiére égalité, il suffit de montrer que :

1
Soit o € }O, 5 [ D’aprés la question

. 1 2w 0
kginoo%/o refi(ree?, x)e® df = 0, Yz € [, 1 — al.

em
Soit € > 0, on pose 6 = — ou C est introduit & la question 3. Soient = € [a,1 — af et k un entier

strictement positif. On a les inégalités suivantes (obtenues a la question précédente) :

1 [Et0 25C 1 [FH
*/ refi(rre”, ) wdH‘ T < = et 7/ rifi(rie’,z)e? do) < <.
27'[' %75 ’f’k 4 27'(' 377(75 4
s 3m
D’autre part, pour 8 € {5 + 6, 5 = 6], ona:
‘exrkeie zrE cos(0) < e~ Tk sin(é).

Donc : ;
0 |6$Tke | —ary, sin(6)
‘kal(rke 71')‘ < m < Ce k .

De méme, en utilisant la relation obtenue a la question 2, on prouve que cette inégalité est obtenue
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aussi pour 6 € [O,g — 5} et 0 e [3% + 4, 2’/Ti|. On en déduit que :

C .
+ 2—6_(’“""‘ sin(d) < ¢ pour k assez grand.
T

1 o i0 i0 €
— rifi(ree”, z)e’ df| < =
27T 0 2

D’ou le résultat annoncé pour ’égalité. La série du membre de droite est uniformément convergente

1
sur les intervalles [o, 1 — ] pour tout a € }O, 5 [ Enfin, il est clair que les sommes partielles de

cette série sont bornées (pour x et N).

. Supposons que la série de Fourier converge dans C, alors pour tout k& € N et pour tout z € C :

ka(z) - e2i7rnz
kK nze:Z (2imn)k’

Or

eZz-rrnz

n22

converge absolument si et seulement si Zm(z) > 0
neN

—2imnz
e . .
— E ——,— converge absolument si et seulement si Zm(z) < 0.
n
neN

Donc les développements en séries de Fourier des fonctions ¢,,,n > 1, n’ont pas de prolongement

holomorphe.

Exercice IV.6

1. Montrer que le produit infini
+oo

H(1+§)e—%

n=1
converge normalement sur tout compact de C et définit une fonction holomorphe sur C.

2. On pose pour tout z € C:
—+o0

o(=) = 27 [[ 1+ 2)e#

n=1

P’

ol vy désigne la constante d’Euler. Montrer que la fonction

comme la somme d’une série de fonctions holomorphes sur C— (—N) normalement convergente

sur tout compact de C — (—N) :

/(s +00
Q;((z)) :i+7+nz_:1(z—|1—n_i)'

3. En déduire que pour tout z € C — (—N) :
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4. Avec le résultat de 'exercice 3, montrer que pour tout z € C —7Z :

sin(7z) ‘

P(2)p(1 - 2) =

™

Solution :

1. On pose pour tout n € N*| la fonction f,, vérifiant pour tout z € C : f,(z) = (1+ i)e*%. Un
n
2
développement limité a lordre 1 de Pexponentielle donne f,(z) — 1 = —Z—z + 0(—2). Donc on en
n n

déduit par comparaison que la série de terme général f,, —1 converge normalement sur tout compact
de C.
De plus pour tout n € N*, f,, est holomorphe sur C, donc le produit infini considéré est holomorphe

sur C.

2. D’apres I1.7, on voit que ¢ est non nulle sur C — (—N). Et, d’aprés I1.8 la série de terme général
/

f—" converge normalement sur tout compact de C — (—N) vers :
n

( Z )
Z n + n
n=1

Or par définition d’aprés I1.8 :

On en déduit ’égalité demandée.

3. Soit z € C— (—N) :

_t ++§( 1 1)
pz+1)  z+1 K —\z+l+n n/’

- + ++f N +3)
T 241 v —\z+l+n nt+l n+l n/’

1 =X 1y X/, 1 1
=3 1 + v+ 7;2 (z Tn ﬁ) + 7;1 (n 1 ﬁ) (on vérifie que les séries convergent),

=X 1 =1 1
= - — 1 ( _7>'
7+nz_:1<z+n n>+ +nz::1 n+1l n

Or la derniére série considérée converge vers -1. On en déduit que :

On en intégrant cette derniére relation (, on en déduit qu’il existe une constante C' € C telle que

pour tout z € C — (—N) :
o(z+1) :C@.

En faisant tendre z vers 0 dans la relation précédente, on obtient :

(1) :ClimM =C.

z—0 Zz
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N
1 1
=¢7 lim (n—f— )eiﬁ,

N—)-Q—ooni1 n
|
=¢€7 lim e+ 1)'6_ s ",
N—+o00 N!

= lim (N+1)e" Zn=15,
N—+oco

1
Le dernier terme étant équivalent & lorsque N — +o00, on en déduit que ¢(1) = 1. Donc

pour tout z € C — (—N) :

Pz +1) = @
. Soit z € C — Z. D’aprés la question précédente :
51001~ 2) = () 22
= “Lo()0(~2)
+oo z. . +oo Z. 1

= z}i[l(l + g)e n };[1(1 - E)en
N z z

:ZNLHEOO | (1—1—5)6 n(l—g)en -

_ sin(nz)

==

Exercice IV.7: Autour de la fonction I

1. Montrer que 'intégrale
+o00
I'(z) = / t*~letdt
0

est absolument convergente sur {z € C | Re(z) > 0}.

2. Montrer que z — I'(z) définit une fonction holomorphe sur le demi-plan {z € C | Re(z) > 0}
et que pour tout z € C tels que Re(z) > 0 :

) (z) = /Jroo(ln(t))ktz_le_tdt.
0

3. Montrer que {z € C | Re(z) > 0} :

I(z+1) = 2T(2).
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4. En déduire que pour tout n € N, et pour toute {z € C | Re(z) > 0} :

T'(z+n)
no(z k)

I'(z) =

5. Montrer que la fonction I' se prolonge a C en une fonction méromorphe sur C et holomorphe
(="

n!

sur C — (—N). Montrer que pour tout n € N, T" admet un pole simple en —n de résidu

6. Montrer que pour tout n > 0 et que pour tout z € {z € C | Re(z) > 0} que :

IF'(z+n+1)

nln?

I'z+n+1)

nln®

7. En déduire que pour tout z € {z € C | Re(z) > 0} que :

+oo
1 2\ = . z2(z4+1)...(24+n)
=2 ] (1 7) o .
r(z)  °° nr_[l( ) T nin®

Solution :

1. Soit z € C. On a pour tout £ € R

|t27167t| — t%(z)fleft.

— Au voisinage de 0, cette derniére expression est équivalente a t*¢(*)=1 qui est le terme général
d’une intégrale convergente en 0 si et seulement si Re(z) > 0.
— Au voisinage de 400, I'expression est négligeable devant %2 qui est le terme général d’une
intégrale convergente en +oc0.
Donc l'intégrale définie par I' est absolument convergente pour les z € C de partie réelle strictement
positive.
2. — Pour tout ¢ > 0, z — t*"!e~t est holomorphe sur C.

— Soit z=2+1iy € Cavec x > 0. On a :

|tz—1e—t| — e(;c—l) ln(t)e—t.

On va dominer cette fonction en deux parties. Si t < 1, alors e(*~DIn(t) = (1—-2)In(t) Gojt
a > 0. Alors pour tout x > « :

x—1_—t a—1_-—t
t e "<t e

qui est le terme général d’une série convergente au voisinage de 0 (et continue sur ]0,1]). Si
t > 1, Soit R > 0. Pour tout z < R :

|t271€7t| < 6(Rfl) ln(t)eft < tRfleft

qui est le terme général d’une série convergente au voisinage de +o0o (et continue sur [1, +00[).
Ainsi I'intégrande est dominée sur tout compact de {z € C | Re(z) > 0}.
Donc d’apreés le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale 1.8, I' est holomorphe sur tout compact
de {z € C| Re(z) > 0} donc T est holomorphe sur {z € C | Re(z) > 0}. Ce théoréme nous fournit

aussi directement ’expression des dérivées k-iémes demandée.
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D Ot

. Soit z € {z € C | Re(z) > 0}. Par intégration par parties nous donne :
—+o0
I'z+1) = [ - tze_t} + 2I'(2) = 2T(2).
0

. Immédiat.
. Je n’ai pas encore copié, vous pouvez aller voir la correction sur le moodle.

. Soit n > 0. Soit z € C de partie réelle z > 0 > —n — 1. Alors Re(z+n+1) > 0, et on peut calculer

la valeur de I' en ce point :

‘F(n—l—z—&-l)’_

nln?

+00 +oo
1 / tz+ne—t dt‘ < 1 / ‘tz+n|e—t dt < M
0 0

nln? nln® nln®

. Soient « € R et n € N suffisamment grand tel que x > —n — 1.
Fz+n+1) T(xr+n+1) 2n(n+2x) [z +n "Hﬂ(e)nl
(n4+1me  T(n+1)n® n-stoo 2mn e x/ n*

Donc
(n+1)In® nodoo n\e n x/ nt
n n+x 1
~ () (1+2)
n—-4o00 n\e n n®

~ 1><"—Ie*$efx(1+f) ~ 1

n—-+oo n n n—-+o0o

Soit z € C. Soit ng € N tel que Re(z) > —ng — 1. Alors pour tout n > ng, d’aprés la question

précédente :
IF'z+n+1) IMNz+n+1)
n!n? n!n® '
Donc :
r 1
lim sup w <1
n—+00 nin?

Soit z € C de partie réelle strictement positive. D’apreés la question 4 :

I'z+n)  T(z4+n+1) " nln®
n—1 - z n—1 :
jo (2 + k) nin K=o (2 + k)

I'(z) =
On connait le comportement lorsque n — +oo du premier membre du produit, il nous reste a

déterminer celui du second. Pour cela soit n € N*,

2(z+1)...(z+n)

2 = z
_ % 1 7)
nin® nZH< Jrk ’

k=1
n
~ e (+( 34 -mem) ) [T (1 1)e
k=1 k=1
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On en déduit avec 'exercice 1 que :

+oo
]. DEEEEY z
SR T
n—+o00 nln? bl k

Donc :
(z+1)...(z+n)

nln?

2z I(2)no oo

est holomorphe sur C (par I’égalité précédente et le théoréme ) et bornée sur C (par une précédente

inégalité), donc il existe une constante C € C telle que :

(z+1)...(z+n)
nin?

Donc en évaluant en z = 1, on obtient d’aprés la question 3 :

lim 2T'(z) =T'(1) = 1.

z—0

Dongc, le produit infini étant holomorphe sur C, on obtient : C' = 1. On obtient alors 1’égalité

demandée.

O

Exercice IV.8

1. Montrer que I' est bornée sur la bande verticale
B={z€C|1< Re(z) <2}.

2. Soit F' une fonction holomorphe sur le demi-plan H = {z € C, Re(z) > 0}. On suppose que
pour tout z € H :
F(z+1)=2F(2),

et que F' est bornée sur B. On pose pour tout z € H :

Montrer que f se prolonge en une application holomorphe sur C.
3. On pose pour tout z € C:
9(2) = f(2)f(1 = 2).
Montrer que g est bornée sur B.

4. En déduire que f = 0. Conclure.

Solution :
1. Soit z=x+iye€ B.Ona:
+oo
IT(2)| < / t* et dt.
0
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Or pour tout ¢ €]0,1[: t*~! = e =2)(") < 1 car x € [1,2]. Donc :
1
‘/ 7 let dt‘ <l-—et
0
Et,sit>1:t""! <t Donc:

—+oo
/ te tdt <T(2) = 1.
1

Ainsi
T(z)| <2—et.

Finalement, on obtient que I' est bornée sur B.

2. Soit z de partie réelle strictement positive.
f+1)=F(Ez+1)—-FQ)I'(z2+1)=2F(z) — F(1)zI'(2) = zf(2).

Le méme raisonnement que pour la question 5 de ’exercice précédent montre que f admet un pro-
longement méromorphe sur C, holomorphe sur C — (—N) et de poles simples. Ainsi on a lexpression

du résidu de f en ces poles simples :

Yn €N : Res(f,—n) = (

Donc f admet un prolongement holomorphe sur C.
3. g est bornée sur B si et seulement si g est bornée sur B—1:={z€ C| 0 < Re(z) < 1}.

fEHD f2-2)

z 1—=2

9(z) = f(2)f(1 = 2) =

Donc g est bornée sur cette bande privée de 0 et 1 (c’est une fonction holomorphe sur B — 1 de
poles simples égaux & 0 et a 1. Or ¢g(0) = f(0)f(1) =0 et g(1) = f(1)f(0) = 0 qui sont finis donc
g est bornée sur B — 1 donc sur B.
4. Pour tout z € B :
9(z+1) = flz+1)f(=2) = 2f(2) f(=2) = —g(2).

Donc |g| est périodique de période 1 sur B et bornée sur B donc |g| est bornée sur C et alors g est
bornée sur C. Comme ¢ est holomorphe sur C, on en déduit qu’il existe une constante C' € C telle
que Vz € C: g(z) = C. Or g(1) = 0 donc g est nulle. Donc pour z € C :

f(z)=00u f(1—2)=0.

Supposons qu'il existe zg € C tel que f(20) # 0. D’aprés le théoréme des zéros isolés, il existe r > 0
tel que
Vz € B(zo,7) : f(2) #0.

Alors, forcément pour tout z € B(zg,7) : f(1—2) = 0 et donc d’apreés le théoréme des zéros isolés :
f(1 —2z) = 0 pour tout 2 € C. Donc f est nulle sur C7. C’est absurde, un tel 2y ne peut donc

exister. On en déduit que f est nécessairement nulle sur C.

7. car z € C— 1 — z € C est bijective.
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Exercice IV.9

1
1. Montrer que la série de terme général —,n > 1 est normalement convergente sur tout compact
de {z € C | Re(z) > 1}. On note ((z) sa somme. En déduire que ¢ est holomorphe sur
{z e C| Re(z) > 1}.

2. On note P, I’ensemble des nombres premiers. Montrer que le produit infini

()

peEP

est normalement convergente sur les compacts de {z € C | Re(z) > 1}.

3. On note (pn)n>0 la suite des nombres premiers rangées par ordre croissant. En considérant la
n

1

suite des produits partiels z — F,(z) = | I (1 — —Z),n > 0, monter que :
» s
=0 J

(T (1= =) = 1,5 Re(2) > 1.

peP p

4. Montrer que pour tout n > 1, I'application z — ¢, (z) = fiJrn(n*Z — t7#)dt est holomorphe
pour H := {z € C | Re(z) > 0} et que la série de fonctions [],-, ¢, est normalement
convergente sur tout compact de H.

5. On pose pour tout z € H : p(z) = Zz ©n(2). Montrer que :

2 + ¢(2) est un prolongement méromorphe de ¢ sur H
5

tzfl

1 est holomorphe sur H = {z € C | Re(z) > 1}.

+oo
6. Montrer que f : z +— / n
0 e —

7. Montrer que pour tout n > 1 et tout z € H :
—+o0
L(z)n™% = / s~ le™ms ds.
0
8. En déduire un prolongement méromorphe de f a H.

Solution :

1. Soient a > 1 et z € C de partie réelle x > a > 1. On a pour tout n > 1 :

1

nZ

1 1

nt - na

1
et la série majorante converge car a > 1. Donc par comparaison, la série de terme général —.n > 1
convergente sur le demi-plan des z € C tels que Re(z) > a et cela pour tout a > 1. Donc ¢ est

holomorphe sur ces demi-plans, donc ¢ est holomorphe sur {z € C | Re(z) > 0}.

2. Conséquence immédiate de la réponse précédente.
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3. Soit z € C de partie réelle strictement plus grande que 1. On a :

=Ygt T
k=1 ke P k=1,polk k*

On suppose que pour un n > 1 fixé, on a :

R = Y

k>1,po,...,pnlk

On obtient alors, au rang n + 1 :

(o) = (RN (1-2—) = Y o= Y = Y

D kpn+1)?
ntl k>1,p0,....pnlk k>1,po,...,pnvc( nt1) k>1,p0,....Pn+1lk

On obtient ainsi par récurrence sur n :

) [] - iz) = lim ((2)Fn(2)=1.

p n—-+o0o

4. Soit z€ H.On a:

On va appliquer 1.8 & Uintégrale qui nous reste. Seule la domination est non triviale. Pour cela, on
se place sur un compact de H. Soit a > 0. Pour tout z =z + iy €= {2 € C | Re(z) > a} :

1 1
t=] T ta
n+1
Et t — t* est intégrable sur [n,n+1]. Ainsi, z — = est holomorphe sur {z € C | Re(z) > a}.

Comme I'holomorphie est une notion locale, on en déduit que ¢, est holomorphe sur H.

Pour tout ¢ € [n,n + 1] et pour tout z =x + iy € H :

—z—1 —
= ‘/ —Z8 dS ‘Z|/ | |z+l | |/ SI+1

n® t*
On obtient alors : )
o< [ ol _ el
(‘0” sa:Jrl < ne+1l ~ naJrl'
Ce calcul donne alors que la série de fonctions ¢,,n > 1 converge normalement sur les compacts

de la forme {z € C | |z|] < R, Re(2) > a,a, R > 0}, c’est-a-dire, la série de terme général ¢,,n € N

converge normalement sur tout compact de {Re(z) > 0}.

5. Remarquons d’abord que ¢ est holomorphe sur H d’aprés les questions précédentes. De plus, on a

pour tout z € C, de partie réelle z > 1 :

N+1 “+o0
1

N~>+oo N~>+oo t? z — 1

58



1

Donc z — ¢(z) + est un prolongement méromorphe® de ¢ sur H.

z—1
z—1 _
. Pour tout ¢t > 0 : z— — est holomorphe sur C. Soit z = = + iy € H, on a les relations
et —
suivantes :

tac—l I t:c—l 1
et o (—)

et —1 t—0 et — 1t—+oo 2

qui justifient que f est bien définie. Pour la domination, on domine aussi par une fonction définie
par morceaux, un morceau au voisinage de 0% par t — t*729, I'autre au voisinage de +oc par

t— t% Ainsi par 1.8, on en déduit que f est holomorphe sur H.

[ e

.Soitn>letz=a+1yec H.

n* n

t
Par le changement de variable licite s = —, on obtient :
n

'(2) = /+°° s e ds.
0

. Soit z=x+iye H. On a :

+oo +oo 00
Z F<j) =T(2)¢(z) = Z /+ t*" et dt.
n=1 n n=1 1

Or |t*~le™™| = t*~le~"t. Ainsi, par le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient :

+00  too ) . +o0o 4o ) . +oo +0 L . oo yr—1,—t
[t*~ e ™| dt = / P dt :/ e dt:/ —dt

car 0 < e~ <1, V¢ > 0.0n en déduit pour tout z € H :

400 +0 ) . o0 pr—1,—t too pw—1
I(2)¢(2) :/ e dt:/ 7dt=/ dt = f(2).
0 ; 0 1—e™t o e —1

Donc z — T'(2)((z) se prolonge en une fonction méromorphe sur H. On obtient ainsi un prolonge-

ment méromorphe de f sur H (holomorphe sur H — {1}).
U

Exercice IV.10: Fonctions zeta et sigma de Weierstrass

Soit A un réseau et soit P la fonction de Welerstrass associée & ce réseau.

1. Montrer que pour tout z € (C — A) U {0}, l'application :

zZ /OZ (s% —P(s)) ds.

est bien définie sur (C — A) U {0}.

8. Ici c’est bien un prolongement classique (on remarque juste que le membre de droite est défini sur un ensemble plus
grand que celui de gauche)
9. Par convexité de ’exponentielle
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2. En déduit que le probléme : trouver ¢ solution de

("=-P, lim (C(z) - 1)

z—0 z

admet une unique solution méromorphe appelée fonction { de Weierstrass.
3. Montrer que ( est impaire, que ses poles sont les points de A, que ces poles sont simples, de
résidu égal a 1.

u v
4. Soit (u,v) une base de A. On pose : w; = 5 et wy = 5 Montrer que pour tout z € C :

C(z+u) =((2) +20(w1), C(z+2v)=((2) +2((w2), wal(w1) —wiC(w2) = Zg

5. Montrer que les conditions suivantes :

/
A P A G
o z—0 z
définissent une fonction o holomorphe sur C.
6. Montrer que pour tout z € C :
o=z [ (- ew(+ i),
A A 2)2

AEA—{0}
7. Montrer que ¢ a un zéro simple en chaque point de A.
8. Montrer que o est impaire. En déduire ’expression de o(z+u) et o(z+v) en fonction de o(z2).

Solution :

1
1. La fonction 2z — — — P(z) est méromorphe sur C est ses poles sont les point de A — {0}. Or tout
z

A € A—{0} est un pole double de résidu nul. Donc d’apreés le théoréme des résidus, pour tout lacet
v dans (C—A) U {0}, on a:
1
/ (5 -P(:))dz =0,
5 \Z

21
Donc, pour tout z € (C — A) U {0}, intégrale / (8—2 - ’P(s)> ds ne dépend pas du chemin choisi
0

21
pour aller de 0 & z sans passer par A — {0}. Donc z / (—2 - P(s)) ds est bien définie sur
0 S
(C—A)ud{o}.
2. On pose pour tout z € (C— A) U {0},

d(z) = /OZ 1 P(s)ds.

52
® est méromorphe comme primitive d’une fonction holomorphe. On remarque que

()~ 5 = —P2)

Cela nous invite a poser pour tout z € (C — A) U {0} :
1
C(2) =o(2) + —.
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Alors ¢’ = —P. On pose pour A € A — {0} et pour tout z € (C— A)U {0} :

1 1 z
+ -+

WE) =Syt

On remarque que pour tout z € (C—A)U {0} :

o) = 3 6a(2):

AeA—{0}
Et pour tout A € A — {0} et pour tout z € (C—A) U {0} :

1 1 z 22
[oA(2)] = ‘m Ty 7’ = ‘m‘
Soit € > 0 et soit z € B(0,¢). Pour ¢ suffisamment petit : pour tout A € A — {0}, on a |A| > 2e.

Ainsi :

e? 2e2
St o S
|¢A(z)‘ ‘)\|2(‘)\| —E) A3
1
Comme la série de terme général B A € A — {0} converge, on en déduit qu'il existe C' € Ry tel
que pour tout z € B(0,¢) :
D la(z)] < Ce2.
Donc : )
lim (¢() - 3 ) = m () = 0.

Démontrons I'unicité : soit ¢ méromorphe sur C, solution de ¢’ = 0 et de limite nulle en 0. Alors

 est constante égale a 0.

. Pour tout z € C — (A — {0}) :

1 1 1
G=c+ X (Sx+3tw)
AeA—{0}
1 1 1 z
o ==3- X (z+A_X+ﬁ)'
AeA—_{0}

On pourrait conclure en remarquant que A — — X est une bijection de A — {0} — A — {0} et que la

" . 1 1, =z . .
série de terme général (ﬁ BN + ﬁ) converge absolument sauf que cette derniére affirmation
z
ne semble pas triviale. On contourne le probléme en montrant que z — —((—z) est solution de

léquation différentielle définissant ¢ en utilisant la parité de P (P est paire).
. Pour tout z € C — (A — {0}) :
1 1 1 z
C@=c+ X (=xr3t)
AEA—{0}

Donc les poles de ¢ sont les éléments de A. Soit \g € A.

— SiX=0: .

lim (2¢(z) — 1) = lim 2({(2) — —) = 0 par hypothése sur (.
z

z—0 z—0
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— Sinon :
lim (= X)¢(2) = lim (== o) ( : +1+2) 1
im (2 — z)= lim (2 — —t+t—+ =) =1
z— Ao 0 z— Ao 0 z — )\0 AO )\g
Donc les péles sont simples de résidus 0 pour le pole 0 et 1 pour les autres.

. Soit (u,v) une base de A. Considérons :
D,:2€Cr ((z+u)—((2).
Pour tout z € C— A :
P, =C(z+u)—((z)=-P(z+u)+P(z) =0.

Or, on peut montrer par deux méthodes différentes de ®,, est constante sur C — A.

— Meéthode 1 : &, est holomorphe sur C — A et par connexité de C — A, ®,, est constante sur
C—A.

— Meéthode 2 : On regarde les résidus de z — ((z + u) et de (.

Or:
(- 5) =20(5) = 2 ().

On en déduit la premiére égalité demandée. Pour la seconde, on fait le méme raisonnement en
remplacant u par v.

cx . LT . N L, . R .
Pour la derniére relation, le facteur i— nous fait penser a un résidu, donc on pense & l'appliquer

sur un bon ' chemin. On note :
L =[-w; —wa,w; —wa] U[w; — wa,w; + wa] U w1 + wa, —w1 + wo] U [—w1 + wa, —w1 — wa.
0 est I'unique pole de ( entouré par le lacet L, donc d’aprés le théoréme des résidus :
/LC(z) dz = 2irRes(z,0) = 2ir.

Or:
/ C(z)dz:/ C(z+v)dz.
[~w1Hwa,w1+ws] [~w1—w2,wi —ws]

Ainsi :

=t dz = —((z+v))d=.
/[w1w2,w1w2} C(Z) ’ /[w1+w2,w1+w2]<.(2) : /[wlwz,wlwz](g(Z) C(Z 1))) z

Donc d’aprés la deuxiéme relation obtenue lors de cette question.

/ eIy (=2 [ () d2 = duorClea).
[—w1—wa,w1 —wa)] [wi4wa,—w1+ws] [—w1—wa,w1 —wa]

10. ici, on pense a I'intégrer sur un lacet contenant que 0 comme pdle (car on connait son résidu) car il permettra de voir
le défaut de périodicité de (.
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Le méme raisonnement donne aussi :

‘/[Wl—wz7w1+w2] C(Z) det /[—W1+w2,—w1 —wa] C(Z) 4= /[—w1+w27—w1—w2] (C(Z) B C(Z + u) dz
= —2(¢(w1) X (—2w2) = 4wa((w1)-

Ainsi en sommant ces deux derniéres égalités, et d’apreés le théoréme des résidus :

wgg(wl) — w1C(w2) = Zg

1
6. On cherche @ solution de ®'(z) = ((z) — — pour tout z € C et lir% ®(z) = 0. Alors, ® est
z z—r
méromorphe sur C de poles les points de A*. Et alors

ne dépend pas du chemin reliant 0 & z dans C— A*, modulo 2i7Z (ce modulo provient des éventuels

résidus). Donc o = ze®(*) est uniquement déterminée.

7. On a :
s

@(Z):/ Z s—A A A2>d
0 xeAx
_Z</z(d8)+z+22>
2\ son) TR e
:Z(ln(z A)—i—?zkw—&— —&——2)01‘1]{: € Z dépend de z
s Y PR : ‘

Donc on obtient légalité demandée en se rappelant que o(z) = e®) pour tout z € C. Considérons
la fonction :

w2
pru— (1—u)e" = —1.

Un développement limité autour de 0 nous donne que : p(u) = Oo(u3). Donc il existe € > 0 et
u—r
C > 0 tels que :
Yu € B(0,¢) : |o(u)| < Clul?.

R
Soit R > 0 et soit z € B(0, R). Posons p = —. Alors pour tout A de module supérieur ou égal a p.
€

o505 <o) <)’

1
Donc comme la série de terme général — FER ,A € A" converge absolument, la série de terme général

Y e cp(ﬁ) converge normalement sur tout compact de C. Donc o est holomorphe sur C. On en
déduit que les zéros de o sont les zéros du produit infini. Ainsi, o posséde un zéro simple en chaque
A€EA.

8. Soit z € C.
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. . . +
Donc o est impaire. On considére ¥, (z) = M. Un calcul donne :

o(2)
U, (2) = (C(z +u) = ¢(2)) Wu(2).

On peut alors finir les calculs avec la question 4.

Exercice I1V.11

1. Montrer que 'application :

E:x— /T di
' 0o V1I—tt
est inversible sur |0, 1], d’inverse f : I := E(]0,1[) —]0, 1].
2. Montrer qu'il existe un polynéme @) de degré 3 tel que :

f )
F(+1 ds

0 VQ(s)

3. En déduire que f se prolonge en une fonction elliptique sur C.

Vyel:y=

Solution :

1. L’application ¢ +— — est continue sur ]0,1[, donc E est de classe C' sur ]0,1[ d’aprés le

théoréme fondamental de ’analyse, de dérivée :

1
vV €]0,1[E'(2) = — > 0.
0B ) = =
On en déduit que E est strictement croissante sur ]0,1[. Comme elle est aussi continue, elle est
inversible d’inverse f : E(]0,1[) —]0,1[. De plus :

1 1
VIt to1- 2T — ¢

qui est d’intégrale convergente au voisinage de 1.

Donc :

Done E()0,1[) =0, E(1)[=: I.

2. On fait le changement de variable t = el
S

r

vz €0, 1[B(z) = /O

E ds
V2s+1)(s2+ (s +1)?)

On en déduit le résultat car Q(X) + (2X + 1)(X?2 + (X + 1)?) est un polynéme de degré 3.
3. Ona:

Q(X)=4P(X + %) ot P(Y)=Y?3+ iY.

Et P admet 3 racines distinctes dans C. Donc, d’aprés les cours, on peut associer a P une fonction
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de Weierstrass P telle que :

P =2/PoP.

Comme u = 0 est 'unique racine réelle de P, on en déduit que P est inversible sur ]0, +oo[ d’inverse
solution de :

vw € P(RY) : (P) M (w)) = ——,

(RY) = (P)(w)) 2 /P (e)

donc en particulier inversible sur ]%, +oo[, d’inverse solution de :

P Hw) = 7?*1(%) + [w T C;L(u), Y > %

=

2

Donc pour y = P~ (w) —P~1(3), on a:

D’ou :

On en déduit que f est la restriction & I d’une application méromorphe sur C comme quotient de

deux telles fonctions.

O

Exercice IV.12

Soit A C C un réseau. On note g, g3 les constantes de Weierstrass et P la fonction de Weierstrass
associées a ce réseau. Soit f une fonction méromorphe sur un ouvert connexe non vide de C et

solution de :
(f)?=4f>— gof — gs.

1. Montrer qu’il existe un ouvert U non vide de C tel que f soit inversible sur U. On note

g: f(U) = U son inverse.

2. Montrer qu’il existe a € C tel que :

# d
g(z)::I:/ S
a 43— gas —gs3

3. Montrer qu'il existe un ouvert V C C — A tel que P(V) C U.

4. On pose h = g o P. Montrer que :
VzeV:(W(2)? =1
5. Déterminer h et montrer qu’il existe a € C tel que sur un ensemble & préciser :
f(z) =P(zta).
Solution :
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1. Soit Q I'ouvert connexe sur lequel f est définie et méromorphe. Par définition des constantes gs, g3
le polynéme P(X) :=4X?3 — g2 X — g3 admet 3 racines distinctes a1, as, a3 dans C.

— Si f(2) N {ay,a2,a3} = @, alors U = ) convient.

— Sinon, on suppose par exemple que a; € f(€). Soit alors a; = f(b1). Comme f est mé-
romorphe, z = b; est un zéro isolé de f — a;. Donc il existe un ouvert U; C € tel que
f(z) # a1,Vz € Uy.

— Si f(U1) N{ag,as} = @, alors U = U; convient.
— Sinon par le méme raisonnement, il existe un ouvert Us C U tel que f # ay dans Us.
— Siaz & f(Us), U = Uy convient.
— Sinon, par le méme raisonnement, on trouve un ouvert Us C Us tel que f # ag sur Us,
c’est-a-dire, on trouve un ouvert Us C Q) tel que f(U) N {a1,az,a3} = @ donc f' #0
dans U. Et, comme f est méromorphe, ses poles sont isolés et on peut restreindre Us

a un ouvert sur lequel f est holomorphe, donc f est inversible. On peut donc supposer

que Us est une boule ouverte, donc connexe.

2. Pour une détermination de la racine carrée : f' = /P o f, donc :

sur f(U).

3. Par construction, la restriction f; est holomorphe et inversible sur U donc induit une transforma-
tion conforme de U — f(U). Il en résulte que f(U) est un ouvert de C. La restriction Pjc_p est
holomorphe, donc Pz, (f(U)) est un ouvert de C — A. Soit v € PljclfA(f(U)), il existe une boule
ouverte V. C C — A tel que v € V C P, (f(U)) et alors : P(V) = Pie_a(V) C f(U). D'ott le
résultat car V est connexe.

O

Exercice IV.13

Déterminer I'image par f du demi-plan de Poincaré dans les deux cas suivants :

1.
f(z)= / uo‘*l(u - 1)'8*1du
0
ota>0,>0eta+p<1.
2. . dt
)= |
0 V-1t p)
oup>1.
Solution :
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1. f est holomorphe sur D := C— ({Re = 0,Zm < 0}U{Re = 1,Zm < 0}). Et f est une transformation
conforme sur D car :
VzeD: f'(z) =221 z—-1) "1 £0.

x
— Si0<z <1, f(z)= ei”(B_l)/ u* (1 —w)? ! du.
0
— Au voisinage de 0 :
ua—l(l _ U)B—l ~ ua—l

qui est intégrable au voisinage de 0 car @ > 0. Donc, d’aprés le théoréme de convergence

dominée : f(0T) =0.
— Au voisinage de 1 :

w1 —w)P 7~ (1 — )Pt
qui est intégrable au voisinage de 1 car § > 0. Donc d’aprés le théoréme de convergence
dominée f(1) est finie.

— Sixz>1:

flx)=f(17)+ /1 uw* Hu — 1) du.

O
Exercice IV.14
Résoudre :
2(1—2)w" +2(1 — 2)w’ + 2w = 0.
Solution :
O

Exercice IV.15

Soit v € R. On considére ’équation différentielle dite de Legendre :
(1-2w" =220 +v(v+LDw=0 (1).

1. Vérifier que les points z = £1 et z = 400 sont des points singuliers fuchsiens dont on précisera

le comportement singulier.

2. Montrer que si v € N, alors (1) admet des solutions polynomiales. On note P, la solution
polynomiale vérifiant P, (1) = 1.

3. On suppose que € N. Montrer que P, peut étre pris comme le premier vecteur d’un systéme

fondamental de solutions définies dans le domaine |z| < 1, resp. |z| > 1.

4. Décrire un systéme fondamental de solutions de (1) si v € N.

Solution :

1. — On met I'équation de Legendre sous forme résolue :

w220 v(v+1)
1 — 22 1—22

w w = 0.
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On remarque alors que les points z = +1 et z = —1 sont des points singuliers. En ce concerne
le point & l'infini (z = 4+00), on pose { = % On pose la fonction v vérifiant v({) = w (%) On
trouve alors I’équation différentielle suivante pour v (sous forme résolue) :

S v(v+1)

v +<2_1+C2(<2_1)v:0.

Donc ¢ = 0 est un point singulier. Donc = 400 est un point singulier pour I’équation diffé-

rentielle de Legendre.

On veut maintenant étudier le comportement singulier de ces points. Pour cela on remarque
qu’on peut étudier uniquement le comportement de z = 41 et z = +oo. En effet, w(z) =
w(—z) vérifie aussi (1).

Pour étudier le comportement z = +1, on pose z = 1+ ¢. On pose u(t) = w(z). u vérifie
I'équation différentielle :

—t2+tu” =21+ )’ +v(v+ Du = 0.

+o0

On cherche u sous la forme u(t) = t¢ Z ant™,ag # 0, € C. En remplacant dans 1’équation,
n=0

on obtient sur le terme : t*~! :

2a(av — Dag + 2aag = 0.

Ainsi ™ = o~ = 0. Et alors le systéme de solutions indépendantes est d’aprés le théoréme
de Fuchs :
ut(t) =" () u(t) =In(t)d" (1) +to (1)

ol ¢+, ¢~ holomorphes pour [t| < 2.

Pour étudier le comportement de { = 0 dans ’équation différentielle vérifiée par v. On cherche

v sous la fome :

+oo
v(¢) =¢P> ba(", b #£0,8€C.
n=0

On trouve que :

BB —1)—v(v+1) =0.

Les solutions de cette équation de degré 2 en 3 sont :
BT =v+1 et - =v-—1
Ainsi les solutions vT et v~ vérifient au voisinage de ( =0 :
v(¢) ~ aoC’Tt et v (¢) ~ap(".
Donc les solutions w™, w™ correspondantes vérifient au voisinage de 400 :

wh(z) ~apC™" et w(2) ~ a2t
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2. Soit v € N. z = 0 est un point régulier donc on cherche w sous la forme :

—+oo
w(z) = Z apnz", z<1Ll
n=0
En remplacant dans 1’équation (1), on trouve que pour tout n € N :
(n+2)(n+ apt2 = nn+1) —v(v+1))a, = p(n)a,.

¢ admet deux racines qui sont v et —v — 1. Donc pour tout n € N : ¢(n) = 0 si et seulement si
n = v (car v € N). On en déduit que an,4+2 = 0 et que pour tout k € N : apqyyor = 0. (ay,) vérifie
une relation récurrente double ainsi elle est dans I’espace engendré par les solutions élémentaires

impaires et paires. On obtient alors deux solutions paires et impaires dont une polynomiale P,.

— Si v est pair, la solution élémentaire paire est polynomiale de degré v. L’autre solution élé-

mentaire est une série infinie de rayon 1.

— Si v est impair, alors la solution impaire est polynomiale de degré v. L’autre solution élémen-

taire paire est une série de rayon 1.

Dans tous les cas, on obtient une solution polynomiale P, de degré v et une solution développable

en série entiére de rayon 1.
3. C’est une conséquence de la question précédente : on a obtenu deux solutions indépendantes.

4. C’est la méme chose (encore), voir poly d’Isabelle Gruais.
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Exercice IV.16

Soit A > 0.0n considére I’équation différentielle dite de Bessel :
2w’ 4+ 2w + (22 = Nw=0 (2).

1. Caractériser le point singulier z = 0. J’ai enlevé la point oo car le point était signulier

non fuschien

2. Montrer que si A ¢ N, alors un systéme fondamental de solutions de (2) est formé par les

séries :

too k 2\ 2 PN
20= () Sy 6 @ 0=0) Sy (6

3. On suppose que A = m € N.

(a) Montrer que :
Jom(z) = (=1)"Jn(2), VzeC-R_.

(b) Montrer que :

. cos(Am)Ja(z) —J_a(z) 1 [0OJ mO0J_
VeeC-R,  lim si/\n()m) == < T )’ o~ V0 (Z)‘A_m> '

On notera cette derniére quantité Y;,(z).
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(¢) Montrer que :

Vi C—R_, Yin(2) = 2Jm(z)In (5)+(5H™) T (),

s

oll ¢, est holomorphe sur un domaine a préciser.
4. Soit w une solution de I’équation différentielle.

(a) Montrer que u définie par :
u(z) = Vze #w(z), Vze€C—R~

est solution d’une équation différentielle admettant z = +co comme point singulier fuch-

sien.

(b) En déduire une développement de w sous la forme :

(c) Montrer que dans le cas particulier de la solution de HZ, on a :

2 a A = a,
Hi(z) = \/\E/;éei(z—ll_z <1 + Z a) .

A
ez 2
HL (it) ~ 1/—6_’5.
- ( )t—H-oo s t

1. C’est exactement le méme raisonnement qu’a la question 1 de ’exercice précédent.

On rappele que :

Solution :

—+oo
2. Pareil, méme raisonnement qu’a l’exercice précédent, on cherche une solution sous la forme w(z) = z¢ E anz"
n=0

avec @ € C,ag # 0. On insére cette expression dans I’équation (2). On obtient une relation de ré-

currence entre as, et as,_o que l'on résout pour obtenir :

—1)"
¥n €N agn = aol'(A+ 1)f"n!I‘((n J)r 1+ X))

Le terme de degré 0 donne que o peut prendre deux valeurs at et o~ qui vérifient : o™ —a~™ = 2.

On suppose que A € N. On obtient les deux solutions fondamentales demandées.

3. (a) Soit ze C—R_.Ona:
Tm=(3) "2 k'l“(li;lik—m) )"
k>m
Donc en ré-indigant on obtient directement :
J_m(2) = (=1)" T (2).
(b) I est méromorphe sur C — N~ et sans zéros donc % est holomorphe sur C et s’annule sur N™.

71



Ainsi pour tout z € C —R—, A — J)(z) est la somme d’une série de fonctions holomorphes

sur C. Plus précisément, on peut écrire Jy sous la forme :

1
On veut étudier Jy au voisinage de Uentier A\ = m. Soit r €]0, 1], T est holomorphe sur C,
1
IT(A)]

donc il existe M > 0 tel que si [\ —m| < r alors < M. De plus la série de terme général

M/ 12\ 2
o % est convergente. Ainsi A — est holomorphe pour |\ —m| < r.

On pose A = m + u, on va faire tendre u vers 0. On fait directement le DL et ¢a marche.
(¢) On pose Jy(z) = (%)A ¥ (2) avec 1 holomorphe sur C et A — 15 (2) holomorphe au voisinage
de A =m (pour |A —m| < 7,0 <r < 1). On calcule Y, avec cette expression et on obtient le

résultat voulu avec :

_(2)" 9 s
0n@=(5) " G lhon® = T b
®m est holomorphe sur C.

4. (a) C’est du calcul de dérivées!. On trouve :
2.1 2,0 1 2
Zou’ + 212y 1 A% u=0.

Pour montrer que z = 400 est un point singulier fuchsien de cette équation différentielle, on

pose v(¢) = u (%) On obtient I’équation différentielle suivante pour v :

1
o +2(¢ — i + (4 - )\2> v=0.
Donc ¢ = 0 est un point singulier fuchsien de cette équation différentielle. On obtient donc le

résultat demandé.
(b) Méthode habituelle.

(¢) Le développement de la question précédente est en particulier vrai pour la solution H i . Et
ag # 0 par construction donc :

eZZ

Z) \z\:+oo ﬁao.

Donc, si z =it avec t > 0, en utilisant 1’équivalent fourni, on trouve que :

_inx _in [2
ay=¢€" 2 e 14/,
T

On trouve aloes le résultat attendu.

11. le calcul est trés lourd
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Exercice IV.17

1. Montrer que 'application :

? dt
F:z— / _—
0o Vit(1—1t)
transforme la droite R en un chemin de Hankel. On note L ce chemin.

2. Soit A > 0. Montrer qu’il existe une application v méromorphe sur C telle que :

w: oz / e #5n(Cy () d¢
L

soit solution de I’équation de Bessel :
22w 4 2w’ + (22 — AN)w = 0.

Solution :
1. Elle a été passée.

2. On suppose v suffisamment réguliére pour dériver terme a terme dans I'intégrale définissant w. On

pose K(z,¢) = e~ En supposant que w vérifie I'équation de Bessel, on obtient que :

/L (2%(cos(¢))? — izsin(¢) — A?) K (z,{)v(¢) d¢ = 0.

/L (_ 882([2( - AK(%Cvf)) v(¢)dc.

Ainsi par intégration par parties, en choisissant v tel que les termes de bords soient nuls :

/ (—Kv" — N*Kv)d¢ =0.
L

Donc, on a :

Une condition suffisante est alors que v soit solution de I’équation différentielle :
v+ A% =0.

Réciproquement, on suppose que v est solution de cette équation différentielle. On choisit v(¢) =

e*¢. Pour conclure que v est bien I’application cherchée, il suffit de montrer que 2

lim < —U—FK C)(—w—kit)— lim ( (ZIC(U—&—K8<>( t) =0.

t—+oo 8< t——o0

Exercice IV.18
On pose :

t1—1)

12. ce sont les termes de bords de l'intégration par parties
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1. Montrer que G est conforme du quart de plan {Re(z) > 0,Zm(z) > 0} sur une demi-bande.

2. Etudier l'existence d’un prolongement méromorphe périodique de G~ sur C.

Solution :
Selon Isabelle Gruais, ¢ca ne marche pas (j’ai pas compris pourquoi ¢a ne marche
pas) 13On décide de prendre une autre détermination de la racine carrée (i.e du logarithme)
que la principale. On définit v/z pour z € C — (iR_). Ainsi f = G’ est définie sur le plan C
fendu le long des demi-droites {Re(z) = 0,Zm(z) < 0} et {Re(z) = 1,Zm(z) < 0} }*. On note
Q le domaine de définition de f. f est holomorphe sur 2 donc G est conforme sur 2 donc en
particulier sur Q N {Re(z) > 0}.

1. — Siz==z¢€0,1], € R.. En particulier :

T
G(x):/o NITED)

1 1
t(l —t) t—1 /1 —

~+

Donc, comme fol \/117_t < 00, on en déduit que G(1) est fini. Et par le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue : G(0) = 0.

— Siz>1. G(z)—G(l)Jr/lx\/%.Orpourtoutt>1:
R S
V00 VT i)
Ainsi : .
G(x)zG(l)—i/l \/t((jtﬁ'
Et lim +o00.

v dt
:t—>+o<>/1 /t(t _ 1) o
1
Soit y € R. Par le changement de variable ¢ = 3 +is, on a :
1 1 Yo d
G(+iy> G() +i/ e
2 2 o Js el

Alinsi, par le principe de symétrie appliqué par rapport a {Re(z) = %} (z = 1—7%) on prolonge G
a {Im(z) > 0} en posant :

G(l—z)zG() —G(2) e G(z):G(D -G -73).

Alors G(Q N {Zm(z) > 0} est la demi bande verticale {0 < Re(z) < G(1),Zm(z) < 0}.

13. En fait, j’ai pas compris pourquoi ¢a pourrait marcher aussi.
14. Cest la ot t — /(t) et t — /T — ¢ sont définies
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Exercice IV.19

1. Montrer que 'application :

V1 —t4
1

est conforme sur le disque unité ouvert épointé Dx = {2z € C | 0 < |z] < 1}.

2. Montrer que F envoie le disque unité sur 'extérieur d’un carré a préciser. (note : si ga tombe

en DS, I’énoncé précisera le carré selon Isabelle Gruais)

Solution :

1. On note f Pintégrande. On voit que t — /1 — t* est holomorphe sur le disque ouvert D. Donc f
est holomorphe sur D*, méromorphe sur D avec 0 péle double. Deux points & I'intérieur de D*
peuvent toujours étre reliées par un chemin fermé dans D*. Donc F' est bien définie sur D*. De
plus F' n’est pas définie en 0 (la limite quand z — 0 est égale & +00).

Par définition, F’ # 0 sur D* et de plus F’ est holomorphe sur D* donc F est conforme sur D*.

2. On choisit la méme détermination de 'argument qu’a l’exercice précédent. Soit 6 € [0, 2], par un

changement de variable :
0
F(e = V2e7i1 / V/sin(2u).
0

On note G (ew) =T F (eie).

s
—Onapourtout0<9<§:

G () = \fg/a V/sin(2u) > 0.

Sur ce domaine, 'image de G est un segment honrizontal orienté vers la droite entre G(0) et
G(i).

s
— Si 5 S 0 < 7, le changement de variable u = v + % donne ' :

0 0 .
G (") :G(i)+ﬁL fle™yie™ = G(i) 4[2/0 2 f(e™) ™ du

La derniére intégrale étant positive on remarque sur ce domaine, I'image de G est un segment

vertical orienté vers le bas entre G(i) et G(—1).

— De méme pour les deux derniers quarts de cercle, au final on obtient que I'image du cercle
unité par G est un carré de sommets G(0), G(i), G(—1), G(—1i) (parcourus dans cet ordre).
Ainsi, par conformité de F', nécessairement F'(D*) est nécessairement contenue dans ce carré ou a

lextérieur du carré. Or lirrb F(z) = 400 donc F(D*) est I'extérieur du carré.
r—

O

15. On rappelle que f(iz) = —f(2)

(0]
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