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Introduction

Les premiers nombres que 'on rencontre & 1’école sont les nombres entiers. Mais la discipline
mathématique qui 8’y intéresse, la théorie des nombres, fait trés souvent intervenir d’autres types de
nombres, qui élargissent le champ des possibles. Par exemple, le théoréme des deux carrés étudie la
possibilité d’écrire un nombre entier comme somme de deux carrés d’entiers. C’est un probléme faisant
intervenir uniquement des nombres entiers mais une facon de le résoudre est d’étudier 'anneau Z[i].
On touche alors & la théorie algébrique des nombres : elle s’intéresse & une "notion plus générale"
d’entiers, les entiers algébriques, qui peuvent étre utilisés pour résoudre des problémes concernant les
entiers relatifs.

Dans ce mémoire, on s’intéresse d’abord aux ensembles classiques de nombres : les entiers, parmi
lesquels les nombres premiers jouent un role particulier, puis les nombres rationnels et réels.

Il est ensuite nécessaire de faire un peu de théorie des corps pour introduire un autre type de
nombres remarquables : les nombres algébriques. On verra en particulier que ceux-ci forment la cléture
algébrique (complexe) de Q. Les complexes qui ne sont pas algébriques sont les mystérieux nombres
transcendants, dont on donnera quelques exemples. Nous nous intéresserons ensuite & la classe de
nombres mentionnée ci-dessus, les entiers algébriques. Leur étude est complexe, c’est pourquoi nous
nous limiterons & étudier les entiers algébriques contenus dans certains corps plutot simples, les corps
quadratiques (i.e. qui sont des Q-espaces vectoriels de dimension 2).

Enfin, nous nous intéresserons aux racines complexes de I'unité, qui engendrent des extensions de
Q trés importantes, les corps cyclotomiques. Une raison pour laquelle ces extensions sont intéressantes
est le théoréme de Kronecker-Weber, qui stipule que toute extension finie abélienne de QQ est contenue
dans un corps cyclotomique. Nous concluerons ce mémoire par la preuve de ce théoréme dans un cadre
trés restreint : encore une fois celui des corps quadratiques, qui sont en particulier des extensions finies
abéliennes de Q.

Les développements choisis sont :

e l'étude du caractére euclidien et principal des anneaux d’entiers quadratiques (propositions 42 et
45)

e le théoréme de Kronecker-Weber faible (théoréme 59).

I Nombres remarquables

I.1 Entiers

Dans I’ensemble des entiers relatifs Z il existe une division euclidienne, ce qui lui donne une structure
intéressante.



Proposition 1. Z est euclidien, donc principal, donc factoriel.

Définition 2 (Nombre premier). On appelle nombre premier un élément irréductible positif de Z.
Autrement dit, p € Z est premier si et seulement si p > 1 et ses seuls diviseurs positifs sont 1 et
lui-méme.

Proposition 3 (Décomposition en produit de nombres premiers). Pour tout n € Z, il existe € €
{£1}, r > 1, p1,...,p, des nombres premiers et a,...,a, € N* tels que :

'
n=eIDor
=1

et cette factorisation est unique.

Démonstration. C’est simplement une reformulation de la factorialité de Z, en utilisant la définition
des nombres premiers, qui sont (au signe prés) les éléments irréductibles. O

Proposition 4. Il existe une infinité de nombres premiers.

Les nombres premiers apparaissent dans de nombreux contextes. On peut par exemple les utiliser
pour montrer que des relations ne peuvent avoir lieu dans Z en les réduisant modulo p et en obtenant
une contradiction, ce qui est souvent plus simple car Z/pZ est un corps, qui est de plus fini.

Exemple 5. Pour n € N,4n? 4+ 17n — 31 est divisible par 5 ssi n =1 mod 5.
Un autre exemple d’utilisation des nombres premiers est le critére d’Eisenstein, qui est un critére

d’irréductibilité de polynémes & coefficients entiers.

Proposition 6 (Critére d’Eisenstein). Soit P = Y7 ;a;X" € Z[X] de degré n. 'il existe p premier
tel que :

e pdivise ag, ..., 0,1
e p ne divise pas a,
e p? ne divise pas ao,
alors P est irréductible dans Q[X].

Ezemple 7. Le polynome &, = Zf;ol X' est irréductible dans Q[X] pour tout p premier.
Pour le montrer, on applique le critére d’Eisenstein a ®,(X + 1) avec le nombre premier p. On
obtient I'irréductibilité de ®,(X + 1) et par conséquent celle de ®,,.

1.2 Réels

Définition 8 (Nombre rationnel). L’ensemble des nombres rationnels est Q = Frac(Z) = {%; (p,q) €
Z x N*}.

Définition 9 (Nombre réel). L’ensemble des nombres réels R peut étre défini comme le complété
de Q pour la distance donnée par la valeur absolue.

Ezemple 10. 11 existe des réels non rationnels : /2, e, 7 sont irrationnels.

Proposition 11 (Décomposition en base b). Soit b > 2 un entier naturel. Tout réel z € [0, 1] s’écrit
de maniére unique sous la forme
Ly
i=1
avec a; € [0,b — 1] pour tout i > 1 et a; < b — 2 pour une infinité d’entiers 7.
Autrement dit, en notant S, le sous-ensemble de [0,b— 1] constitué des suites non ultimement



stationnaires & b — 1, on a une bijection

fo: S — [0,1] o

(ai)iens — D272 3

Remarque 12. L’écriture obtenue s’appelle 'écriture en base b de . On peut définir ’écriture en base
b de tout y > 0 en écrivant y = |y] + (v — |y]) et en développant y — |y] € [0, 1] en base b.

Proposition 13. Soit b > 2 un entier naturel et x > 0. Alors x est rationnel si et seulement si
son développement en base b est périodique & partir d’un certain rang (i.e. 8'il existe deux entiers
N,k >0 tels que Vn > N, apir = ap).

Corollaire 14. o € R est rationnel si et seulement si la suite de ses décimales est périodique a
partir d'un certain rang.

IT Extensions de corps, nombres algébriques

IT.1 Généralités

Ici K désigne un sous-corps de C.

Proposition 15. Si a € C, on a un morphisme de K-algébres ev, : K[X] — C, P — P(«). Son
noyau est un idéal de K[X] donc nul ou de la forme (1o,x) pour un unique j x unitaire.

On définit alors deux classes de nombres :

Définition 16 (Nombre transcendant, nombre algébrique, polynéme minimal, degré). Soit a € C.
e si ev, est injective, a est dit transcendant sur K.

e sinon, kerev, est non nul donc s’écrit (uqe k) pour un unique g, unitaire. « est alors dit
algébrique sur K et p,k est appelé polynome minimal de «. On définit également le degré
d’un nombre algébrique comme le degré de son polynéme minimal.

On a directement la caractérisation utile suivante :

Proposition 17. Si a € C,

a algébrique sur K < 3P € K[X] \ {0}, P(a) = 0.
Proposition 18. Pour tout o € C, ik est irréductible dans K[X].

Démonstration. Cela découle de l'intégrité de C : si puox = PQ, en évaluant en o on obtient 0 =
P(o)Q(a) donc P ou @ annule « et la minimalité de p1o x permet de conclure. O

On va maintenant étudier 'anneau K[a] et le corps K(a).
Regardons d’abord les propriétés de la K-algebre K[a]| dans les deux cas précédents (algébrique et
transcendant).

Proposition 19. Soit a € C.
(i) Si « est transcendant sur K, K[a] est isomorphe (en tant que K-algebre) a K[X].
(ii) Si o est algébrique sur K, on a un isomorphisme de K-algebres K[X]/(uqax) =~ Klo] et en
notant d = deg(pa k), la famille (1, a, ..., a%"1) est une K-base de Kla/].
En particulier, dim K[a] = d.

Démonstration. Les isomorphismes de K-algébres s’obtiennent en appliquant le premier théoréme d’iso-
morphisme & ev,.

Dans le cas algébrique, la famille évoquée est une base car : elle est génératrice (par un argument
de division euclidienne) et libre (par minimalité du polynéme minimal). O



Ezemple 20. Le complexe i est algébrique sur Q de degré 2 (car non rationnel et annulé par X2 + 1),
donc Q[i] = {a + ib; (a,b) € Q?}.

Corollaire 21. Il y a équivalence entre :
(1) « est algébrique sur K
(i) K[a]: K] < o0

(iii) Klo] = K(a).

Démonstration. Montrons (ii) = (iii), qui illustre I"utilité des techniques vectorielles pour étudier les
extensions de corps.

Comme K(«) est le plus petit corps contenant K et a, il suffit de montrer que K[a] est un corps.
Soit « € K[a] non nul. L’application de multiplication par =

my: | Kla] — Kla]
y = xy

est :
e bien définie car K[a] est stable par multiplication
o K-linéaire
e injective : son noyau est réduit & {0} par intégrité de C (x est non nul).

Ainsi m; est un endomorphisme injectif du K-espace vectoriel K[a], qui est de dimension finie puisqu’on
a (ii). Il est alors nécessairement surjectif. Il existe donc y € Kla] tel que my(y) =1 i.e. zy = 1.
On a donc y = 27! € K[a]. O

Avec les deux résultats précédents, on connait la structure de K(«), I'extension de K engendrée par

Corollaire 22. Soit o € C.

(i) Si « est transcendant sur K, il y a un isomorphisme (de corps et méme de K-algébres) entre
K(a) et K(X).

(ii) Si « est algébrique sur K de degré d, le corps K(a) est K[a], la K-algebre de dimension finie
dont une base est (1,a,...,a%1).

Démonstration. Le premier point découle du fait que I'isomorphisme entre Kla] et K[X] de la propo-
sition 19 donne par passage au corps des fractions un isomorphisme entre K(a) et K(X).
Le deuxiéme point découle directement des deux résultats précédents. O

Le plus souvent, on est dans le cas K = Q et on ne précise pas que le corps K est Q. On parle ainsi
de nombre algébrique, et le polynéme minimal d’un nombre algébrique (sur Q, donc) est noté ji,.
On va donc maintenant étudier I’ensemble des nombres algébriques (sous-entendu algébriques sur

Q).

Ezemple 23. /2 est irrationnel mais algébrique pour tout n > 2. Son polynéme minimal est X™ —2 (il
annule {/2 et est irreductible d’aprés le critére d’Eisenstein). Ainsi il existe des éléments irréductibles
de tout degré.

Théoréme 24. [’ensemble des nombres algébriques est un sous-corps de C.

Démonstration. Tout d’abord, Q est inclus dans I’ensemble des nombres algébriques puisque si g est
un rationnel, X — ¢ € Q[X] est un polynoéme annulateur (non nul) de ¢, et ¢ est donc algébrique. En
particulier, 1 est algébrique. Soient maintenant x,y € C des nombres algébriques avec y non nul. On
veut montrer que r — y, xy et % sont algébriques. Tous ces nombres sont dans l'extension Q(x,y) =



Q(z)(y) de Q. De plus, d’apres la formule de multiplicativité des degrés, comme Q C Q(z) C Q(=,y),
on a :

[Q(z,y) : Q] = [Q(z)(y) : Q)] - [Q(=) : Q. (1)
Comme z est algébrique (sur Q), [Q(z) : Q] < oco. De plus, y est algébrique sur Q et donc sur Q(x)
(son polynéme minimal sur Q est en particulier un polynéme annulateur sur Q(x)). Ainsi, [Q(z)(y) :
Q(x)] < oo d’apres le corollaire 21. Ces deux résultats de finitude impliquent, au vu de (1), que
Pextension Q(z,y) de Q est finie.

Si a € Q(z,y), Q(a) est inclus dans Q(z,y) et c’est donc un sous-espace vectoriel d'un Q-espace
vectoriel de dimension finie. Ainsi Q(«) est de dimension finie sur Q et d’aprés le corollaire 21, «
est algébrique sur Q. En particulier, z — y,:z:y,% sont algébriques sur Q et ’ensemble des nombres
algébriques est un corps. O

Ce corps est trés particulier comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 25. Le corps des nombres algébriques est la cloture algébrique de Q. En particulier,
il est algébriquement clos.

Démonstration. On a montré dans le théoréme précédent que ’ensemble des nombres algébriques,
qu’on note pour l'instant A, est un sous-corps de C qui contient Q. Par définition, tous ses éléments
sont algébriques sur Q. Pour montrer que c’est la cloture algébrique de Q, il reste donc & vérifier que
c’est un corps algébriquement clos.

Soit alors P € A[X]. Montrons que P admet une racine dans A. Comme C est algébriquement clos,
il existe « une racine complexe de P. Montrons que « € A. On écrit

d
P= Z a; X"
1=0

avec ag, .. .,aq € A. On va s’intéresser a 'extension Q(ao, . ..,aq) de Q. Celle-ci finie. En effet, on a vu
dans la preuve précédente que l'extension de Q engendrée par deux éléments algébriques est finie et on
montre ensuite par récurrence que ’extension de Q engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques

est finie. P étant un polyndéme annulateur de a & coefficients dans Q(ao, . ..,aq), « est algébrique sur
Q(ao, . . .,aq). D’aprés le corollaire 21, [Q(ayp, . ..,aq)(a) : Q(ao, .. .,aq)] < co. Par mutiplicativité des
degrés,

[Q(ao, - - -, aq, @) : Q] = [Q(ao, - - -, ag)(@) : Q(ao, - - -, aq)] - [Qao, - - ., aq) : Q]
et comme on vient de montrer que les deux termes de droites sont finis, celui de gauche ’est également.
Enfin, Q(a) C Q(ao, - . ., aq, o) donc [Q(«) : Q] < oo. Toujours d’aprés le corollaire 21, « est algébrique
sur Q, i.e. a € A. C’est ce qu’on voulait montrer. O

Comme on note généralement K "la" cloture algébrique d'un corps K, on note Q ’ensemble des
nombres algébriques.

Proposition 26. L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. Par conséquent, il existe
des nombres complexes transcendants.

Cette preuve de ’existence de nombres transcendants par un argument de cardinalité montre qu’il
existe une infinité indénombrable de nombres transcendants mais n’en donne aucun. On va en construire
des exemples dans la sous-section suivante.

I1.2 Approximation diophantienne et nombres de Liouville

Proposition 27. Sia € R\ Q est algébrique de degré n > 2, alors il existe C' > 0 tel que

P C
Y(p,q) € Z x N*, a‘ > —.
(P, q) e
+oo 1
Application 28. Soit b € N, b > 2. Le nombre a = Z il est transcendant.
n=0



I1.3 Entiers algébriques

Définition 29 (Entier algébrique). Un nombre z € C est un entier algébrique s’il admet un poly-
noéme annulateur unitaire a coefficients entiers.

Remarque 30. Notons O ’ensemble des entiers algébriques. On a
ZCcOcCQcCc,

la premiére inclusion venant du fait que si a est un entier, il est annulé par X — a qui est unitaire a
coefficients entiers.

De plus ces inclusions sont strictes; le nombre /2 est annulé par X2 — 2 donc est un entier
algébrique mais n’est pas entier;; % est dans Q mais pas dans O comme on le verra bientot ; et on a vu
précédemment que la derniére inclusion est également stricte.

Proposition 31. Un nombre complexe « est un entier algébrique si et seulement si son polynéme
minimal est & coefficients entiers.

Démonstration. Le sens réciproque est évident au vu de la définition d'un entier algébrique, car le
polyndéme minimal est unitaire. Montrons le sens direct. Soit a un entier algébrique. Il existe alors
P € Z[X] unitaire tel que P(«) = 0. En particulier P est un polynéme annulateur de o dans Q[X].
Ainsi p divise P : il existe Q € Q[X] tel que

P = Quq.

On va montrer que cela implique que o est & coefficients entiers.

Tout d’abord, en examinant les coefficients dominants, comme P et i, sont unitaires, Q est néces-
sairement unitaire.

Soit r € Q* (resp. s € Q*) tel que rQ (resp. suq) soit & coefficients entiers et primitif. On a donc

rsP = (rQ)(sua) € Z[X].

Le coefficient dominant de r@, qui est & coefficients entiers, est r (car @) est unitaire), donc r est entier.
De méme, s est entier et donc rs est entier. On peut alors prendre le contenu dans 1’égalité précédente.
Celui-ci étant multiplicatif (d’aprés le lemme de Gauss), on a :

rs-c(P) = c(rQ)c(sia).
De plus P est primitif (car unitaire) et rQ et su, sont primitifs donc on obtient :
rs = 1.
Ainsi r et s sont des entiers inversibles : r = s = +1.

On a donc sp = tuq € Z[X] donc po € Z[X].

Corollaire 32. Les seuls rationnels qui soient des entiers algébriques sont les nombres entiers.

Démonstration. Le polynéme minimal d’un rationnel ¢ étant X — g, ce dernier est a coeflicients entiers
si et seulement si g est entier. O

Ainsi, on obtient le fait annoncé en remarque 30 : % est algébrique car rationnel mais n’est pas un
entier algébrique.

Lemme 33. Soit « € C. Il y a équivalence entre :
(i) « est un entier algébrique
(ii) le groupe additif Z]a] est de type fini

(iii) il existe un sous-anneau B de C contenant a qui soit un groupe abélien (additif) de type fini.



Démonstration. Montrons I’équivalence de maniére circulaire.

e (i) = (ii) : Si « est un entier algébrique, il existe P € Z[X] unitaire tel que P(a) = 0. Notons
d € N* son degré. On va montrer que Z[a| est de type fini et plus précisément engendré par
La,...,a% ! Soit B = Q(a) un élément de Z[a] (avec Q € Z[X]). Comme P est unitaire, on
peut effectuer la division euclidienne de @ par P dans Z[X] : on écrit

Q=AP+R (2)

avec A, R € Z[X] et deg R < d. On peut alors écrire
d—1 ‘
R(X) =) aX’

=0

avec a; € Z. En évaluant la relation de division euclidienne (2) en «, on obtient ainsi :

d—1
B =R(a) = Z a;a’,
i=0
ce qui montre que 3 est dans le groupe additif engendré par 1,...,a% . Finalement, le groupe
additif Z[a] est engendré par les d éléments 1,...,a% 1.

e (ii) = (iii) : Il suffit de prendre B = Zl[q].

e (iii) = (i) : Soit B un sous-anneau de C contenant « et de type fini, engendré par n éléments
bi,...,b, (en tant que groupe additif). Pour tout ¢ € [1,n], ab; est dans B puisque B est un
anneau contenant o et b;. Il existe donc a;1,...,a;, € Z tels que

ab; = ai1br + -+ + a;nbp.

On obtient ainsi n équations qui peuvent se réécrire matriciellement. Posons

b1
b=1:| etA=(aij)<ij<n-
bn,

Dans C", on a alors : N s
ab =Ab,

ce qui signifie que b est un vecteur propre de A associé a la valeur propre o. Ainsi « est racine
du polynéme caractéristique x4(X) = det(XI, — A) de A, qui est un polynoéme unitaire (de
degré n). De plus, XI,, — A est a coefficients dans Z[X] (car les a; ; sont des entiers) et comme le
déterminant est polynomial, x4 est dans Z[X]. On a donc un polynéme annulateur de « unitaire
a coefficients entiers, donc « est un entier algébrique.

O
Proposition 34. L’ensemble des entiers algébriques O est un sous-anneau de C.

Il y aici un fort paralléle avec le théoréme 24 et la preuve est similaire. Ici la clé de la démonstration
n’est pas la finitude de la dimension d’une certaine extension de corps mais le fait qu’un certain groupe
additif soit de type fini. On va en effet se baser sur le lemme 33 ci-dessus, qui est 'analogue du corollaire
21 (pour les deux premiers points).

Démonstration. Tout d’abord, on a vu dans la remarque 30 ci-dessus que O contient Z. Soient z,y € O.
On veut montrer que z — y et xy sont des entiers algébriques. D’apreés le lemme 33 précédent, il suffit
de montrer que x — y et xy sont dans un sous-anneau de C qui soit un groupe abélien de type fini. De
maniére similaire & la preuve du théoréme 24, notre candidat sera Z[z, y|.



Z[z,y] est engendré en tant que groupe additif par les 2y’ pour 4,5 € N. D’aprés le lemme, comme

x est un entier algébrique, il existe z1,...,x, € Z[z] qui engendrent Z[x] en tant que groupe abélien.
De méme, il existe yi, ..., ymn qui engendrent Z[y].
Soit 4,7 € N. On a 2% € Z[z] et ¢/ € Z[y] donc il existe des entiers a1, ..., a, et by, ..., by tels que :

n m
zt = Zakwk et yj = Zblyl.
k=1 =1

On a alors

'y = Zakblﬂﬁkyz~
Jel

Ainsi pour tout i, € N, 24/ est dans le groupe additif de type fini engendré par les nm éléments
wpy; pour 1 < k <netl<1[<m,quonnote I'. Les éléments 2y’ engendrant Z[z,y|] en tant que
groupe additif, on a donc Z[z,y] C T'. Mais comme x) € Zlz]| C Z[z,y] et y; € Z[y] C Z]z,y], on a
aussi 'inclusion réciproque.

Ainsi Z[z,y] =T est un groupe additif de type fini et un anneau contenant xy et x —y. Cela montre
que x — y et xy sont des entiers algébriques. O

Définition 35 (Entiers d’un corps de nombres). Si K C C est un corps de nombres (i.e. une
extension finie de QQ), on définit son anneau d’entiers Ok comme

Ox =KnOo.

Avant de nous intéresser a ’anneau des entiers de certains corps de nombres, on introduit un dernier
outil qui sera utile dans cette étude.
Si L est une extension de Q et o € L, la multiplication par «

me: | L — L
r — ax

est un endomorphisme linéaire du Q-espace vectoriel L.
Définition 36 (Norme et trace). Soit L un corps de nombres. Pour tout a € IL; on définit :
(i) sa norme N (a) = detg(ma)
(ii) sa trace Trp(a) = Trg(ma).

Avec les propriétés basiques du déterminant et de la trace, on a :

Proposition 37. Pour tous z,y € L,
(i) Np(z) et Tr(z) sont des éléments de Q
(i) Np(zy) = Ni(z) NL(y)

(i) Tro(z +y) = Tro(z) + Tro(y)

I1.4 Entiers des corps quadratiques
On s’intéresse aux extensions quadratiques de Q (i.e. de degré 2). D’abord, voici leur forme :

Proposition 38. Les extensions quadratiques de Q sont les Q(v/d) ot d € Z \ {0,1} est un entier
sans facteurs carrés.

Si d < 0, Vd désigne dans la suite iv/—d pour fixer les choses mais on pourrait tout aussi bien

choisir —iv/—d.

Démonstration. e Vérifions que ces extensions sont quadratiques. X2 —d € Q[X] est un polynome
annulateur de v/d, donc d est de degré au plus 2 sur Q. Tl suffit alors de montrer que d est
irrationnel pour avoir que son degré est exactement 2. Si d < 0, v/d est un imaginaire pur donc



le résultat est clair. Supposons alors d > 0 et v/d rationnel. On écrit v/d = 7 avec (a,b) € Z x N*
et aAb=1. On a donc
a® = db’.

Soit p un facteur premier de d. Comme d divise a?, c’est aussi un facteur premier de a? et donc de

a. Ainsi p? divise a®. Avec la relation ci-dessus, on a donc p?|db?. Mais comme a Ab = 1 et que p
est un facteur premier de a, p n’est pas un facteur premier de b. Donc p? et b sont premiers entre
eux. Avec le lemme de Gauss, on obtient p?|d, ce qui est impossible puisque d est sans facteurs
carrés (et différent de 1).

Ainsi v/d n’est pas rationnel. Il est donc de degré 2 sur Q et d’aprés la proposition 19, [Q(V/d :
Q] =2.

¢ Soit maintenant K une extension de Q de degré 2. On a a fortiori K # Q. Soit alors z € K\ Q.
On considére p,; € Q[X] son polynéme minimal et r = deg(u,) = [Q(z) : Q]. Comme z ¢ Q,
r > 2. Mais Q(z) est également un sous-Q-espace vectoriel de K, qui est de dimension 2 sur Q.
Nécessairement, 7 = 2. Ainsi on a l'inclusion Q(z) C K et 1’égalité de leurs dimensions (finies)
en tant que Q-espaces vectoriels, donc Q(x) = K = {a + Bz; (o, 8) € Q?}.

Comme r = 2, on peut écrire pu, = X2+ bX + c avec b, ¢ € Q. On sait alors que

xi—bi\/ﬁ
==

ot A =b—4ceQet VA est I'une des racines carrées de A dans C. On a donc K = Qz) =
Q(WA). Si A = Eavec (p,q) € Z x N7, VA = \/g = %\/pTJ donc Q(vVA) = Q(,/pg). Ainsi, on
peut écrire K = Q(\/E) avec d € Z. On peut méme supposer d sans facteur carré, car si jamais d

a des facteurs carrés on peut 'écrire d = d'a? avec d’ € Z sans facteurs carrés et o € N*, et alors
Q(Vd) = Q(aVd) = Q).
Ainsi K = Q(V/d) avec d € Z sans facteurs carrés.

On va maintenant étudier 'anneau des entiers (algébriques) des extensions quadratiques.

Proposition 39. Soit (@(\/&) une extension quadratique de Q. On a les propriétés suivantes :
(i) pour tout x = a +bvd € Q(/d), Trova) (x) =2a et NQ(\/E)(QJ) =a? — db?
(ii) = est un élément de Og(va) i et seulement si N (x) et Trg(va) (x) sont entiers.

Corollaire 40. Soit d € Z\ {0,1} un entier sans facteurs carrés. Alors

Z[Vd] sid=2,3 mod4

1) —
V) {Z[Hﬁ] sid=1 mod 4

Le cas d =0 mod 4 ne se produit pas car d est sans facteurs carrés.

On va maintenant se restreindre au cas d < 0, i.e. s'intéresser aux corps @(zﬂ) pour d > 0. Ce cas
est le moins compliqué & étudier car O@(i NG est un réseau du plan donc on peut le visualiser aisément
et utiliser des arguments géométriques. Au contraire, OQ( Ja) pour d > 0 est dense dans R donc plus
compliqué a appréhender.

On note alors Oy 'anneau des entiers de Q(Z\/;i) Avec ces nouvelles notations, le corollaire précé-
dent se réécrit :

Z[MHNVA) i d=3 mod 4.

{Zw&] sid=1,2 mod 4
04 =

On va aussi omettre 'indice Q(Z\/g) dans la trace et la norme, car il n’y aura pas d’ambiguité, c’est
toujours dans ce corps que l'on considérera la trace et la norme.
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Remarque 41. Dans ce cas, la norme de x = a 4 ibv/d € Q(iv/d) est N(z) = a® + db?, qui n’est autre
que le module de x au carré.

Dans le cas de Z[i] (i.e. cas d = —1), on sait que 'anneau est euclidien, et le stathme n’est autre
que la norme. On peut alors se demander si cela est vrai pour tous les anneaux d’entiers quadratiques.
En fait, c’est loin d’étre le cas :

Proposition 42. Soit d € N* sans facteurs carrés.
(i) si d=1,2 mod 4, alors O, est euclidien pour la norme N si et seulement si d =1 ou d = 2

(ii) si d =3 mod 4, alors Oy est euclidien pour la norme N si et seulement si d € {3,7,11}.

Pour le démontrer, on utilise le lemme suivant :

Lemme 43. N est un stathme euclidien sur Oy si et seulement si :
Vz € Q(iVd), 3y € Og,N(z —7) < 1.

Démonstration. e Supposons d’abord que pour tout z € @(i\/&), il existe un entier v € Oy tel que
N(z —7v) < 1. On va montrer que N est un stathme euclidien. D’abord, N est bien définie sur Oy
et & valeurs dans Z d’aprés la proposition 39. Elle est méme & valeurs dans N* puisque c’est le
carré du module.

Soit z1,20 € Oy avec z9 # 0. Alors % € Q(iv/d). Par hypothese, il existe v € Og4 tel que

N (Z—l — 7) < 1. On a alors la décomposition dans Oy :

2z
21 =yz2 + (21 — v22)

avec, en utilisant la multiplicativité de N établie en proposition 37 :

N(z —722) = N (zQ (Zl - 7>> = N(2)N (Zl - ’y) < N(z2).

29 <2
Cela montre que N est un stathme euclidien sur Oy.

e Réciproquement, supposons que N est un stathme sur Q4. Soit z € Q(ivd) = {a+ibVd;a,b € Q}.
On peut écrire z = kLﬁi‘/g avec k,l,m € Z et m non nul. Quelle que soit la valeur de d modulo

4, on a Z[iv/d] € Oy donc k +ilv/d € Og, et bien sir m est aussi dans Oy. Comme m # 0 et que
N est un stathme, il existe v, € Oy tels que :

{ k+ilVd=my+4
N(8) < N(m).

N(z—’y)-N(W—’y>—N<i>—l\m<l,

On a alors

m

donc « est un entier algébrique qui vérifie ce qu’on voulait.
On peut maintenant démontrer la proposition :

Démonstration. (i) On considére d’abord le cas d = 1,2 mod 4. L’anneau des entiers Z[iv/d] est un
réseau de C.

11



® 6 © [

L’affixe du centre d’un rectangle est de la forme k + % + (14 %)z\/g donc ce centre est dans
Q(Z\/g) D’aprés le lemme, N est un stathme si et seulement si tout point de Q(Z\/g) est a
distance strictement inférieure a 1 d’un point de Z[iv/d] et on voit bien que cela se rameéne a
vérifier que le centre d’une maille est & distance strictement inférieure & 1 de ses sommets (car
le centre est le point le plus éloigné de l'ensemble constitué par les sommets). Or le carré de la
distance du centre & n’importe quel sommet est

() )

Ainsi N est un stathme si et seulement si %d <1ie d<3.

(ii) Dans le cas d =3 mod 4, Oy est un réseau dont les mailles sont des losanges.

—

‘ Vd

- )

-

\/8 // \\

\

2 7/ \

N \
/ \
/ \
® o o ® ! !
1
1 I
\ I
\ /
\ /

\ /

\ /

\ \ 7/ 7

o o1 7
® ® o ) ot ’
~ >3 -

En utilisant le lemme et la géométrie de Q(iv/d) et de Oy, on voit que N est un stathme si et
seulement si tout point de Q(iv/d) contenu dans un triangle "élémentaire" (dessiné & droite) est a
distance strictement inférieure & 1 d’un des sommets.

On s’intéresse au point d’intersection de 'axe de symétrie du triangle isocéle et des deux cercles
de rayon 1 et de centre les sommets de la base, qu’on note M. Tout point de (@(Z\/a) contenu dans le
triangle est & distance strictement inférieure & 1 d’un des sommets si et seulement si M est a distance
inférieure ou égale 4 1 de S. Ainsi N est un stathme si et seulement si MS < 1. De plus,

ws_Yi_ V8
2 2

d’otul
MS<1ed<T+4V3

et comme 7 + 4v/3 ~ 13,9, on en déduit que N est un stathme euclidien sur Oy dans le cas d = 3
mod 4 si et seulement si d est égal & 3,7 ou 11. O

12



Remarque 44. On peut montrer (mais c’est plus long) que ces 5 cas d € {1,2,3,7,11} sont méme les
seuls cas dans lesquels Oy est euclidien. On va tout de méme montrer de maniére élémentaire que dans
la plupart des autres cas, Og4 n’est pas principal.

Proposition 45. Soit d € N* tel que d ¢ {1,2,3,7,11}.
(i) sid=1,2 mod 4, Oy n’est pas principal,
(ii) si d=7 mod 8, Oy n’est pas principal.

Ainsi, il ne resterait que le cas d = 3 mod 8 & traiter pour savoir quels anneaux Oy sont principaux
ou euclidiens. En fait, dans le cas d = 3 mod 8, Oy est principal (mais non euclidien) dans les cas
d=19,43,67,163.

Pour la preuve, on va utiliser un petit lemme :

Lemme 46. Soit d > 5. Si I est un idéal principal non nul de Oy :
(i) il existe un élément non nul de norme minimale

(ii) tout élément non nul de norme minimale engendre I.

Démonstration. Comme sur Oy la norme est & valeurs entiéres, positive et nulle seulement en 0,
{N(x);x € I\ {0}} est une partie non vide de N* donc elle admet un minimum. Cela donne ’existence
d’un élément non nul de norme minimale.

Comme I est principal, on écrit I = (a). Soit € I un élément non nul de norme minimale. On
peut écrire z = az avec z € Oy puisque I = (a). Par multiplicativité de la norme,

avec N(z) € N*. Ainsi N(x) > N(a) et par minimalité de la norme de x, N(z) = N(a). Cela implique
N(z) = 1. Quelle que soit la valeur de d, on peut écrire z = § + Z\/g% avec a,b € Z. Ainsi on obtient
N(z) = % =1, ou encore

a® + db* = 4.

Comme d > 5, nécessairement b = 0 et donc a = £2, d’ott z = %1, qui est clairement inversible. Ainsi
a et x sont associés, donc I = (z). O

Montrons maintenant la proposition :

Démonstration. (i) On considére d’abord le cas d = 1,2 mod 4 et donc d > 5. On est dans le cas
ott Oy = Z[iv/d]. On va chercher un idéal de Oy non principal. Notre candidat sera :

o I} = (1+iVd, 1 —ivd)sid=1 mod 4,
o Ir=(2,iVd) sid=2 mod 4.

Pour k € {1,2}, I contient 2, qui est de norme 4. Si z = a + ibv/d est un élément de Oy (avec
a,b € Z), N(2) = a® + b?d qui est supérieur ou égal a 5 dés que b # 0. Ainsi un élément non nul
de norme minimale de I est réel et vérifie a® < 4. C’est donc £1 ou £2.

e Si 42 est de norme minimale, d’aprés le lemme Ij, = (2). C’est impossible car iv/d ou 14iv/d
est dans I mais pas dans (2) = {a + ibV/d; a,b € 27Z}.

e Sinon, 1 € I;. On distingue les valeurs de k :
~Sik=1:1€(1+4iVd,1—1ivd). On a donc a,b,a’, b € Z tels que

1= (a+ibVd)(1+iVd) + (a' +ib'Vd)(1 —iVd)

et en identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient :

l=a—-bd+d +bd
O=a+b+V —-d
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puis en sommant, :
1=2a—bd-1)+b(d+1),
ce qui est absurde car le terme de droite est pair (d est impair donc d — 1 et d 4 1 sont
pairs).
— Sik=2:1¢€(2,iV/d). On a donc a,b,d’, b’ € Z tels que
1= (a+ibVd)2 + (a +ib'Vd)ivd
et en prenant la partie réelle on obtient
1 =2a—db,
ce qui est absurde car le terme de droite est pair (d est ici pair).

Ainsi dans les deux cas on a trouvé un idéal non principal.

(ii) Considérons maintenant le cas d =7 mod 8, avec d # 7 donc d > 15. On est maintenant dans
le cas ou Oy = Zlwg] avec wy = H‘#“/E. On va montrer que I = (2,wy) n’est pas principal. Si

z = a+bwg est un élément de Oy (avec a,b € Z) tel que b # 0, N(z) = (a + %)2 +b%d > %d > 4.

Donc comme dans le cas précédent, 2 ou 1 est un élément non nul de norme minimale.
esilel:onadonca,b,d,b €Ztels que
1= (a + bwd)2 + (a' + b’wd)wd.
14+d

De plus, on a wg =wq — —, et donc on obtient :

1
1=2a— b’%d +wa(20+ b+ d').

En identifiant la partie imaginaire puis la partie réelle, on obtient

14d
1=2a—b—°=
a 4 5

ce qui est impossible car le terme de droite est pair (par hypothése, % est pair).

e Ainsi, 2 € [ est non nul de norme minimale. D’aprés le lemme, si I est principal, I = (2).
C’est impossible car wg € I mais wg ¢ (2) = {a + bwg; a,b € 2Z}.

I est donc un idéal non principal de Oy.

IIT Racines de ’unité

III.1 Groupe des racines de I'unité

Définition 47 (Racine de 1'unité, racine primitive de I'unité). z € C est une racine de I'unité §'il
existe n € N* tel que 2" = 1. On note U,, = {z € C|z" = 1} 'ensemble des racines n® de l'unité.
U, est alors un groupe multiplicatif. On note également P,, I’ensemble des racines primitives n® de
I'unité, i.e. 'ensemble des générateurs de U,.

Remarque 48. Les racines de 'unité sont donc des entiers algébriques, puisqu’elles sont annulées par
X™ — 1 pour un certain entier n > 0.

Proposition 49. (i) U, est un sous-groupe cyclique de C*, de cardinal n.
(i) U, = {exp(%);o <k<n-1}
(iii) Si w est une racine primitive n® de I'unité, U, = {w*;0 <k <n—1} et P, = {w¥|kAn = 1}.

Remarque 50. U, est I’ensemble des sommets d’un polygone régulier a n cotés.

IT1.2 Polynémes cyclotomiques
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Définition 51 (Polynéme cyclotomique). Pour n € N*  on pose

o, =[] (X - ecC[X].

CePn

Proposition 52.

X" 1= H B4(X)
dln

Démonstration. Cette relation s’obtient en partitionnant U, selon 'ordre de ses éléments. En faisant

cela, on obtient
U =| [P
d|n
et la formule découle du fait que

[ x-w)=x"-1

UJEUn
et de la définition de ®g. O

Cette formule permet de montrer par récurrence la proposition suivante (en utilisant également
entre autres le lemme de Gauss).

Proposition 53. ¢,(X) € Z[X]
Théoréme 54. Pour tout n > 1, ®,(X) est irreductible sur Q.

En particulier, ®,,(X) est alors le polynéme minimal de tout ¢ € P,,.

IT1.3 Extension cyclotomique

Définition 55 (Extension cyclotomique). Si n € N*, une extension cyclotomique (ou corps cyclo-
tomique) d’indice n est une extension de Q de la forme Q(w) ol w est une racine primitive n® de
I'unité.
Remarque 56. L’extension ne dépend pas de la racine primitive n® choisie, puisque si w et w’ sont des
racines primitives n¢ w est une puissance de w’ et réciproquement d’aprés la proposition 49. On a

également Q(w) = Q(U,).
Proposition 57. Une extension cyclotomique est de degré ¢(n).

Proposition 58. Soit m,n € N* tels que m An = 1. Alors

Démonstration. On va montrer la premiére égalité, qui est celle qui sert dans la preuve du théoréme 59.
Soit a (resp. 3) une racine primitive m® (resp. n®) de l'unité. On a alors Q(U,,, U,) = Q(a, #). Posons
w = af. Comme « est d’ordre m et § est d’ordre n dans le groupe abélien (C*,-), avec m An = 1, on
sait que w = aff est d’ordre mn. Ainsi w est une racine primitive mn® de I'unité et Q(Uy,y) = Q(w).
On a donc une premiére inclusion Q(U,,,,) = Q(af) C Q(«, 8) = Q(U,y,, Uy,).

Ecrivons maintenant une relation de Bézout entre m et n : on a u,v € Z tels que mu+nv = 1. On
a alors a = @™t = (o™)? (car @™ = 1). Mais on a également w™ = " 3" = " (car " = 1). Ainsi,
a = w"™ € Q(w). Par le méme raisonnement, on obtient f = w™" € Q(w). Cela donne donc Iautre
inclusion : comme «, 5 € Q(w), Q(e, ) C Q(w) ou encore Q(Uyy,, Uy) C Q(Upyp). O

Théoréme 59 (Kronecker-Weber, version faible). Toute extension quadratique de Q est conte-
nue dans une extension cyclotomique.

Démonstration. Etape 1 : Extensions quadratiques de Q.
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Au vu de la description des extensions quadratiques de Q faite en proposition 38, on doit montrer
quesi d € Z\ {0,1} est un entier sans facteurs carrés, alors il existe m € N* tel que Q(v/d) € Q(U,,).

Etape 2 : Cas d = 2.

Soit w € Pg une racine primitive 8¢ de l'unité. On a w* = —1 (car (w4)2 = 1et w* # 1) donc
2= w2 puis (wWHw )2 =w+w 2 +2=2 Ainsi V2 = £(w +w!) € Qw), dott Q(v2) C
Q(w) = Q(Us).

Notons pour la suite que comme w* = —1, on a w? = +i et donc i € Q(w), donc Q(i,v2) € Q(Usg).

Dans ce premier cas, on a "miraculeusement" trouvé une expression de 2 en fonction de racines de
I'unité. Il faudrait faire cela pour tous les nombres premiers mais cela semble compliqué de partir a
la péche & la relation. L’étape suivante permet de trouver une relation qui va marcher pour tous les
nombres premiers impairs.

Etape 3 : Calcul d’'une somme de Gauss.

S

Rappel 60 (Symbole de Legendre). Soit p un nombre premier impair. Si a € F, on définit le symbole
de Legendre

—1 sinon.

<a> B {1 si a est un carré dans F;‘)
b

On rappelle que Vx € F), (%) = x%, dont on déduit que

(;) s — (21
z
z o (%)
est un morphisme de groupes. De plus, avec le morphisme de groupes F;, — F), x — 22 et le premier

théoréme d’isomophisme, on sait qu’il y a % carré dans . En particulier, le morphisme (5> est non
constant.
Soit p premier impair et w € C une racine primitive p® de I'unité. On pose
T x
5= —Jw?eC

> ()

z€F}
%

ou, siy € I, w¥ := wk pour n’importe quel k € y (c’est bien défini car wP = 1, et c’est compatible
avec les sommes et produits). On va calculer s :

- (50) (50

z€F)

=2

z€lF) yelry <

=22

z€F} teF;

en réindexant la deuxiéme somme avec la bijection de F : y — z~ty = t. Comme (5) est un morphisme

2
de groupes et qu’on a (%) = (£1)? = 1 pour tout = € 7, on obtient :

O O Pt

p
z€F; teFy, teF, z€F;,
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p—1
Fixons ¢ € F). On s’intéresse a la somme géométrique Z Wtz — Z (wl+t)k. Elle vaut p — 1

z€F) k=1
. . . —_— e . o . W1+t_ W1+t P .
siw!™ =1, 4ie sit=p—1=—1dans F, (car w est primitive), et # = —1 sinon (car

(WP = (wP)'** = 1). Ainsi,

=)o 206G x0)

Montrons enfin que la somme de droite est nulle.

Comme le morphisme (1;> est non constant, on peut prendre ¢y € F, tel que (%’) = —1. L’appli-
cation t — ot étant une bijection sur F), on a :
ters \P tery \ P L= 4 ters \P '

P P P P

Comme on regarde cette somme dans C de caractéristique nulle, cela entraine qu’elle est nulle. Ainsi,

()

Etape 4 : Cas d = p avec p premier impair.
On va pouvoir utiliser la relation obtenue pour faire la méme chose que dans l’étape 2. Si w est une
racine primitive p® de l'unité, la somme de Gauss s = ) _p. (%) w® est un élément de Q(w). De plus,
p

d’aprés la relation (3), s = £p, donc VP € {s,—s,is, —is}. Dans tous les cas, \/p € Q(4,s) C Q(i,w),
ou encore
Q(vp) € Q7 Up).

On n’a pas exactement le résultat, mais on peut s’arréter 14 : on est prét.e pour le cas général.

Etape 5 : Cas général

Pour démontrer le cas général, on va utiliser la décomposition en facteurs premiers, les deux premiers
cas traités et la proposition 58 pour tout recoller.

Le cas d = —1 est évident car Q(7) est une extension cyclotomique (i est une racine primitive 4¢
de l'unité). Soit alors d € Z \ {—1,0, 1} sans facteurs carrés. On peut écrire

d==+2%:...p,

avec a+r > 0 (car d # £1), p1,...,p, des nombres premiers impairs distincts et o € {0, 1} (car d est
sans facteurs carrés). Alors

Vd=22/p1...\/pr ou Vd =122 \/p1...\/pr-
Dans tous les cas, on a vd € Q(i, v/2, /P15 ---54/Dr) et donc
Q(Vd) € Q(i, V2, /b1, - -, /Pr).
Avec les étapes 2 et 4, on a Q(i,v2) C Q(Us) et Q(,/p;) C Q(i, Up,) C Q(Us, Up,). Ainsi,
Q(\/&) C Q(U&Uplv e 7[Upr)'

Or 8,p1,...,pr sont deux & deux premiers entre eux. Donc en itérant le résultat de la proposition 58,
on obtient

Q(U& Uplv s 7Up7‘) = Q(Uﬁipl-npr)

Ainsi, en posant m = 8p;y...p,, on a

Q(Vd) C Q(Uy).

17



Remarque 61. Ce théoréme est un cas particulier du théoréme de Kronecker-Weber, qui stipule que
toute extension finie abélienne de Q est contenue dans un corps cyclotomique. Ce théoréme permet
notamment de classifier les extensions finies abéliennes de Q.
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