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Un problème de détection

Contexte

X = (X1, · · · , Xm) ∼ N (µ, Im)
µ = (µ1, · · · , µm) inconnu, µ ≥ 0.

But : Détecter du signal ⇒ µi = 0 ou µi > 0.
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Un problème de détection

Angle d'attaque

1 µ1 = 0 ou µ1 > 0 ⇒ Test simple.

2 Trouver les i ∈ [[1,m]] où µi > 0 ⇒ Test multiple.
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Test Simple Dé�nition

Un test ? De quoi ?

Z v.a de loi P .
H0 et H1 ensembles de lois. H0

⋂
H1 = ∅.

(H0) : P ∈ H0 contre (H1) : P ∈ H1

Soit α ∈ [0, 1]. On construit φα(Z) v.a dans {0, 1}.
1 φα(Z) = 0 ⇒ Rejette H1.

2 φα(Z) = 1 ⇒ Rejette H0.

Non su�sant
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Test Simple Dé�nition

Erreur de première espèce

Contrôle de l'erreur I.

Dissymétrie de Neymann Pearson :

∀P0 ∈ H0, PZ∼P0 (φα(Z) = 1) ≤ α

On ne rejette pas H0 à tort !
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Test Simple Détection d'un signal

Statistique de test

1 Sous H
(1)
0 , X1 ∼ N (0, 1)

2 Sous H
(1)
1 , µ1 > 0 et X1 proche de µ1 ⇒ ”X1 >> 0”

p1 = P [N > X1|X1] , N ∼ N (0, 1)

1 Sous H
(1)
0 , p1 ∼ U(0, 1)

2 Sous H
(1)
1 , ”p1 << 0”

Test : 1p1<α
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Test Multiple Dé�nition

Des tests ? De quoi ?

Z v.a de loi P
H

(1)
0 , · · · , H(m)

0 ensembles de lois.

H0 =
{
i ∈ [[1,m]], P ∈ H

(i)
0

}
H1 =

{
i ∈ [[1,m]], P /∈ H

(i)
0

}
On construit R(Z) ⊂ [[1;m]] aléatoire.

1 i ∈ R(Z) ⇒ Rejette H
(i)
0 .

2 i /∈ R(Z) ⇒ Rejette pas H
(i)
0 .
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Test Multiple Dé�nition

Version naïve

Faire m tests de taille α

E (|R(Z) ∩H0|) = α |H0|

Non satisfaisant : α← α
m Procédure de Bonferroni.
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Test Multiple Dé�nition

Illustration de l'approche naïve
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Test Multiple Dé�nition

Illustration de l'approche naïve
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Test Multiple Dé�nition

Que faire ?

Quels sont les blocages ?

L'erreur de première espèce !
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Test Multiple Erreur de première espèce ?

Quelle erreur de première espèce ?

Pas de choix universel [Roq11].

FWER(R(Z)) = P (|R(Z) ∩H0| ≥ 1) (Restrictif ?)

FDP(R(Z)) = |R(Z)∩H0|
|R(Z)| (Trop Compliqué ? Procédure Post Hoc ?

[BNR20])
FDR(R(Z)) = E [FDP(R(Z))] (Trop Permissif ?)

FDX(R(Z)) = P [FDP(R(Z)) > γ] (Trop compliqué ?)
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Test Multiple Généralisations ?

Procédure générale ?

Comment passer de m tests simples à m tests multiples ?
Correction de Bonferroni (FWER)

Procédure de Benjamini-Hochberg (FDR) [BH95].
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Test Multiple Généralisations ?

Uniformisation des tests ?

Di�cile de comparer deux tests ⇒ Utilisation des p-valeurs

Dé�nition ? Construction ? Calcul ? Quantiles ? Conformal p-values ?
[VGS99]
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Test Multiple Généralisations ?

Hypothèse sur les données ?

Xi et pi indépendants.
Non indépendance des données ?

Signi�cativité des coe�cients en régression, données médicales...

p-valeurs PRDS ⇒ Benjamini-Hochberg.
Données et p-valeurs échangeables ?
Sans hypothèses ⇒ Bonferroni.
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Test Multiple Généralisations ?

Erreur de seconde espèce ?

R(Z) = ∅ parfait/inutile ?

Erreur de seconde espèce

FWER⇒ FWSR+ théorie minimax [FLRB15]
FDR⇒??.

On a TDP = |R(Z)∩H1|
|R(Z)| .
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Test Multiple Généralisations ?

Conclusion

Domaine encore vaste avec un large champ d'application !
Il manque des notions et des dé�nitions !

Il existe des généralisations : continuum d'hypothèses [BDR11]
Détection de nouveautés [MLMR22] et de ruptures [FGLG22]
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Illustration de procédures de tests multiples Correction de Bonferroni

Procédure de Bonferroni
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Illustration de procédures de tests multiples Procédure de Benjamini-Hochberg

Procédure de Benjamini-Hochberg
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