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Chapitre 1

Espaces vectoriels et applications
linéaires

Dans tout ce cours, K désignera un corps (commutatif, c’est mieux).

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel sur le corps K (ou K-espace vectoriel) est la donnée
d’un triplet (E,+,-) ou :
— (E,-) est un groupe abélien.
— - K x E — FE est une application distributive a gauche et a droite telle que pour tous
MNpeK xyeF,
e l-z=x;

o AMu-x=Ap-x).

Remarque. Un espace vectoriel est la donnée d'un groupe abélien (E,+) et d’'un morphisme
d’anneaux K — Endg, (E).

1.1.2 Sous-espaces vectoriels

' )

Définition 1.1.2. Soit E un K-c.v, et F' C E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de
E si (F,+) est un sous-groupe de (E,+) stable par la loi de composition externe.

Proposition 1.1.1. Soit £ un K-e.v, et FF C E. F est un s.e.v de E si et seulement si Og
est élément de F', et F' est stable par combinaison linéaire.




1.1. Espaces vectoriels

1.1.3 Familles remarquables et existence de base(s)

7~

Définition 1.1.3. Soit E un K-e.v. Une famille (z;);e; d’éléments de E est

— libre si toute combinaison linéaire nulle des éléments de cette famille a tous ses coeffi-
cients nuls ;

— génératrice si tout élément de E est combinaison linéaire d’éléments de cette famille ;

— une base si elle est libre et génératrice.

\.

Théoréme 1.1.1. Soit E un K-e.v. Soient L une famille libre et G un famille génératrice de
E telles que L C G. Alors il existe une base B de E telle que L C B C G.

Démonstration. — Cas fini. Notons L = (eq,...,er) et G = (€e1,€2,..., €k, t1y---,Em). S0it

n = max{card(K) |[1,k] C K C [1,m] et(e;)ick est libre.}

Soit Ky associé a la définition de n. Soit B = (e;)ieck,, nous allons montrer que c’est une base.
Elle est clairement libre, il faut donc montrer qu’elle est génératrice. G est génératrice : soit
zeF

m m m
Tr = E Tie; = g Trie; + E Ti€;
i=1

1€Kyp 1Ko

Soit i € Ky, alors card(BU {e;}) =n+1 > n, et BU{e;} est incluse dans G. Par définition
de n, BU{e;} est nécessairement liée. Donc e; est combinaison linéaire d’éléments de B. Donc
B génére FE puisqu’elle génére tous les éléments de G.

Cas général. Dans cette démonstration, nous considérerons les familles comme des parties de
E. Soit Ap, I'ensemble des parties libres de E contenant L. Montrons alors que I’ensemble
ordonné (A, C) est inductif : soit (L;);c; une famille de parties libres de V' incluant L, telles
que pour tout ¢,5 € I, on L; C Lj ou L; C L;. Soit L' = U; ¢rL;. Montrons que L est libre.
Soit {eg | k € [1,n]} une famille finie d’éléments de L', et soit (A1,...,\,) € K" telle que

2”: Ager = 0.
k=1

Pour tout k € [1,n], il existe un indice i tel que e € L;,. Or, les L; sont deux a deux
comparables, ce qui impose qu’il existe un ¢ € I tel que L; contient tous les L;,. Or, puisque
que L; est libre, on a nécessairement A\ = 0 pour tout k € [1,n]. On en déduit que L’ est
une partie libre de la chaine (L;);c;. On peut alors appliquer le lemme de ZORN : soit B un
élément maximal dans (Ar, C). Par construction, B est une partie libre dans E qui contient
L et telle que toute partie contenant B strictement n’est pas libre. Soit maintenant e € V'\ B.
Puisque la famille B U {e} n’est pas libre, il existe (A1,...,Am,A) € K™ une famille non
nulle de scalaires telle que

Ae + Z e = 0.
k=1
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Chapitre 1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

On remarque alors que A est non nul (si c’était le cas, la liberté de B imposerait que A\ = 0
pour tout k € [1,m]). On en déduit que A est non nul et que

e = — ——C€L.
A
k=1
Cela montre alors que B est aussi une partie génératrice de E. C’est donc une base.

O]

Remarque. Dans la démonstration du cas général (hors-programme en L3), nous avons unique-
ment démontré I'existence d’une base de F contenant L. Cependant, 'argument s’adapte facilement
a I'énoncé exact du théoréme en considérant (Ay, g, C), I'ensemble ordonné des parties F' de G\L
telles que L U F est libre.

Proposition 1.1.2. Les bases d’un espace vectoriel donné sont de méme cardinal, appelé
dimension de E.

1.1.4 Sommes de sous-espaces

e D

Définition 1.1.4. Soit Ey,...,E, C E des s.e.v de EI. L’image de l'application linéaire
Eix---xE, — E

p
(:rl,...,:vp) — sz
i=1

est appelée la somme des espaces E;, notée Y ©_| E;. Si elle est injective, la somme est dite
directe, et est notée

1.2 Applications linéaires

7

Définition 1.2.1. Soient E et F' des K-e.v, une application u : E — F' est dite linéaire si

V(z,y) € E*, VA € K, u(z + Xy) = u(z) + Mu(y)
On note L (E, F) l'espace vectoriel des ces telles applications (ou £(E) quand E = F).

Définition 1.2.2. Soit u : E — F une application linéaire. On note

keru = u"1(0F) et Imu = u(E)

Ce sont des sous-espaces vectoriels, respectivement de E et de F. On appelle rang de u la
dimension de Imu.

AL3 7



1.3. Espace vectoriel quotient

Remarque. Plus généralement, pour tout s.e.v G de F, u~!(G) est un s.e.v de E.

7

Théoréme 1.2.1. Toute application linéaire de E dans F est uniquement déterminée par
limage d’une base donnée.

\

Démonstration. Soit B = (e;);cr une base de E. Soit u € Z(E, F) et x € E. Il existe une famille de
scalaires (\;)ijer & support fini telle que

T = Z )\iei.
el
On a alors par linéarité (car la somme est finie) que
u(z) = Z Aiu(e;).
el

D’ou le résultat.

O
1.3 Espace vectoriel quotient

Définition 1.3.1. Soit E un K-e.v, F' un s.e.v de E. On appelle espace quotient E/F [’en-
semble des classes d’équivalences des éléments de E par la relation d’équivalence définit par

THy — r—yeF
On appelle projection (ou surjection) canonique l'application w : E — E/F qui a tout élément
de E lui associe sa classe d’équivalence par la relation Z.
Proposition 1.3.1. I eziste une unique structure d’espace vectoriel sur E/F telle que 7 soit
linéaire.

Démonstration. Si 'on suppose trouvée une telle structure sur E/F, alors pour tout x,y € E et
A € K, m(z 4+ A\y) = w(x) + Mr(y), ce qui décrit entiérement cette structure car 7 est surjective.
Il suffit donc de montrer que cette dite structure est bien définie. Soit z1,x2,y1,y2 € E tels que
m(x1) = m(xe) et w(y1) = 7(y2). D’une part, on sait que z1 + y1 — (2 + y2) € F car 1 — 2 et
y1 —y2 € F, dou 7(x1 + y1) = 7(x2 + y2). On montre de la méme maniére que pour tout A € K,
m(Az1) = w(Az2).

O

Proposition 1.3.2. Soit E et G des K-e.v, F' un s.e.v de E. Si F C keru, alors il existe
unique application linéaire 4 : E/F — G telle que u = @ o .

Démonstration. Supposons trouvée une telle application @%. On remarque en particulier que cette
derniére est entiérement déterminée puisque v = @ o m. Montrons qu’elle est bien définie. Soient x
et 2’ tels que 7w(z) = w(2'). Alors, x — 2’ € F donc u(x — 2’) = 0g et u(z) = u(z’). Ainsi, deux

8 AL3



Chapitre 1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

¢léments de la méme classe d’équivalences ont méme images par u. Ainsi, on peut définir a(z) telle
que u(x) = u(m(x)). Cette expression a du sens puisque l'image par u de = ne dépend que de sa
classe d’équivalence dans FE/F. Soient maintenant ,y € F/F représentés respectivement par z et
y € E. Soit A € K. Alors,

(m(x) + A (y))
(m(z + Ay))
(x+ Ay)

(z) + Au(y)

= a(x) 4+ \u(y)

W(T+Ny) = u
u

I
g
8

I
g

D’ou la linéarité de «.

Corollaire 1.3.1 (Premier théoréme d’isomorphisme). Soit E et G des K-e.v, u € Z(E,G).
Alors E/ ker u = Imu.

Démonstration. Montrons que @ : E/keru — G est un isomorphisme. Soit y € Im(u), notons
y = u(x), alors la classe d’équivalence de x convient comme antécédent. Soit maintenant T € ker
(o0t x est un représentant de cette classe d’équivalence). Par la proposition précédente, @(T) = u(x),
donc z € keru. Cela signifie que x est dans la méme classe d’équivalence que Og, donc T = w(z) =
7T(OE) = OE/keru'

O

Proposition 1.3.3. Soit E un K-e.v, et F' C E un sous-espace vectoriel. Alors :

dmFE/F +dim F = dim F

Démonstration. Justifions d’abord que le résultat garde son sens en dimension infinie. L’application 7
étant surjective, I'image par m d’une famille génératrice d’éléments de E est une famille génératrice
dans E/F, donc dim E > dim E/F. De plus, toute famille libre dans F' 'est aussi dans E, d’ou
dim F' < dim F. Supposons maintenant F' et E/F de dimensions finies. Soit (fi, ..., fx) une base de
F, et (y1,...,7m) une base de E/F. Soit x € E, alors il existe une famille (A1,..., A;,) € K™ telle
que

=1

Par surjectivité de m, il existe g1, ..., gm des antécédents respectifs de ~v1,...,vmn. On a alors que
m
m <$ - Z )\igi> =0g/F
i=1

Ainsi, z — > " Nigi € F. 1l existe alors 1, ..., u € K tels que

m k
= XNigi+ Y uilj
i=1 j=1

AL3 9



1.4. Dualité

La famille (g1,...,9m, f1,-.., fx) est bien génératrice. Il suffit de vérifier qu’elle est libre. Soient
Alseeos Amy U1y - - -5 b € K tels que

m k
Z)\igz‘ + Zﬂjfj =0g.
i=1 j=1

Avec 7, on obtient que

Op/F = Z AiYi
i=1

La famille (y1,...,7m) étant libre dans E/F, les \; sont tous nuls. Enfin, les 1; le sont aussi car on
obtient

k
Zﬂjfj =0,
j=1

mais la famille (f1,..., fx) est libre dans E.

Théoréme 1.3.1 (du rang). Soit u: E — E’ une application linéaire. Alors :

dim F = dimker u + rgu

—J O

Démonstration. Appliquer le résultat précédent avec F' = ker u.

Corollaire 1.3.2. Soit E et E' des K-e.v, etu € L (E,E"). On suppose E et E' de dimension
finie avec dim E = dim E’. Sont équivalents :

(i) u est injective.
(i) u est surjective.

(iii) u est un isomorphisme.

Démonstration. Si u est injective, alors dimkeru = 0 et donc rgu = dim F, donc Im(u) = E et u
est surjective. Si u est surjective, on en déduit de méme que keru = {O0g}.
O

1.4 Dualité

1.4.1 Espace dual

Définition 1.4.1. Soit E un K-e.v. On appelle espace vectoriel dual de E [’espace des formes
linéaires sur E,

E* = Z(E,K).

10 AL3



Chapitre 1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

Définition 1.4.2. Soient E, F des K-e.v, etu € L(E, F). Il existe un unique ‘u € £ (F*, E¥)
tel que pour tout ¢ € E*, tu(¢) = powu : c’est le transposé de u.

Exercice. Déterminer en dimensions finies la matrice de tu en fonction de celle de u dans une base
donnée.

Proposition 1.4.1. Soit E un K-e.v de dimension finie, et B = (€;)1<i<n. Alors la famille
(€ )1<i<n € (E*)"™ définie par :

Vi,j € [1,n], €] (e;) = di;

est une base de E*. C’est la base duale associée ¢ B.

Corollaire 1.4.1. En dimension finie, dim £ = dim E*.

Remarques. Résultat faux en dimension finie : K[X]* 2 KY. De plus, si I'espace n’est pas eucli-
dien, on n’a pas nécessairement d’isomorphisme canonique.

1.4.2 Orthogonalité

Définition 1.4.3. Soit A une partie quelconque de E. On appelle orthogonal de A pour la
dualité [’ensemble des formes linéaires qui s’annulent sur A :

A° = {¢ € E*|Vz € A, ¢(z) = 0}

Proposition 1.4.2. Soit £ un K-e.v de dimension finie. Soit A C E. Alors :

dim F = dim Vect(A) + dim A°

Remarque. Si un sous-espace F est stable par u € Z(E), alors F° est stable par ‘u.

1.4.3 Espace bidual

Théoréme 1.4.1. Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors l’application :

E — E*

¢ — ox)

est un isomorphisme.

AL3 11



1.4. Dualité
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Chapitre 2

Produits tensoriels, matrices, puissances
extérieures

2.1 Produit tensoriel d’espaces vectoriels

2.1.1 Applications bilinéaires

Définition 2.1.1 (Application bilinéaire). Soient E, F et G des K — e.v. Une application
B: E x F — G est une application dite bilinéaire si B(-,y) est linéaire pour tout y € F,
et B(z, ) est linéaire pour tout v € E.

Théoréme 2.1.1 (Propriété universelle du produit tensoriel). Soient E,F des K-e.v. Il existe
un espace vectoriel noté E® F ainsi qu’une application bilinéaire - Q - tels que pour tout K-e.v
G et toute application bilinéaire b : E x F — G, il existe une unique application linéaire

b: E®F — G de sorte que :

V(z,y) € E x F, b(x,y) :g(x ®Yy)

On décompose ainsi toute application bilinéaire en deuz applications linéaires.

Démonstration. Intéressons nous a ’espace K(EXF) —. H. Notons pour tout (z,y) € EX F : [x,y] =
Lz, Soit T le s.e.v de K(EXF) engendré par les éléments de la forme :

[z +ay] = [2,y] - [y

[y +y] = [ry] - [y

« Alz,y] = [Az,y]

« Alz,y] = [z, Ay

pour les (z,y), (2/,y') € E x F, et A € K. On définit ensuite F ® F := H/T, et x ® y comme la
classe d’équivalence de [z, y] dans ce groupe quotient.

Soit b: E x F — G une application bilinéaire. On peut identifier E x F a la base “canonique”’!
de K(EXF) " Ainsi, on définit un “prolongement”? de b dans I’espace H. On pose :

1. ...I guess?
2. J’aime pas dire ¢a, mais bon.




2.1. Produit tensoriel d’espaces vectoriels

V(z,y) € Ex F, B([z,y]) = b(z,y)

B est bien définie car c¢’est une application linéaire définie sur une base de H. Montrons alors
que T C ker(B). Soit (z,y), (z',y) € E x F, et A € K, alors :

B[z +a',y] — [z,y] — [, y]) = B[z + ", y]) — B[z, 9]) — B([2",4])
= b(l‘ + xlv y) - b(x7y) - b(‘T/?y) = b(Oan)
= 0¢

On vérifie de méme pour les trois autres types de fonctions. En utilisant alors la factorisation
avec la projection canonique de H /T = E® F, on sait qu’il existe une unique application bilinéaire
b: E®F — G vérifiant :

V(z,y) € EQF, b(z ®@y) = B(x,y) = b(z,y)

Cette application est bien unique car EQ F ={z®y|(z,y) € E x F}.

Proposition 2.1.1. Soient E,E', F, F' des K-e.v. Soient u: E — E', etv: F — F’ des
applications linéaires. Il existe une unique application linéaire u@v: EQF — E' Q@ F' telle
que :

V(z,y) e EXF, (u®v)(z®y) =u(r) ®v(y)

Démonstration. Soit b: E x F — E'® F', (z,y) = u(x) ® v(y), elle est bilinéaire donc il existe
une unique application bilinéaire b: F ® F — E' ® F telle que pour tous (z,y) € E x F,

bz ®@y) = b(z,y) = u(z) @v(y)

b convient et est unique.

Proposition 2.1.2. Soient E et F' des K-e.v. Soit (e;)ier base de E, et (f;)jes base de F.
Alors (e; ® fj)(m)elxj est une base de E ® F. De plus, lorsque E et F' sont de dimensions
finies, E® F est aussi de dimension finie dm E ® F = dim F - dim F'.

Démonstration. Montrons que cette famille est génératrice. Soit x = > ,c; wie;, et y = 3.y yje;.
Alors par bilinéarité :

r@y= Y zyle f;)
ijelxJ

Soit désormais o jcrx.s une famille de scalaires telle que Z” a; j(e; ® fj) = 0. Soient (k,1) €
I x F, on pose ¢y = e * @ fj*. Alors :

3. u=mou

14 AL3



Chapitre 2. PRODUITS TENSORIELS, MATRICES, PUISSANCES EXTERIEURES

0 =2,k i(e; ® fj)
=2 qigen(e) @ fr(f;))
= Oékyl(l & 1)
Puisque K® K — K, A ® u — Ay est un isomorphisme, on a nécessairement «y,; = 0, et ce

pour tout (k,1) € I x J.
O

Corollaire 2.1.1. Soient E,F des K —ew. On a :

(EQ F)* 2 E*Q® F*

Proposition 2.1.3. Soient E, F et G des K—e.w. Il existe un unique isomorphisme de K-e.v

0. (EQF)G=EQ (F®QG)
tel que :

V(z,9,2) EEXF X G, 0((zRy)®2)=0(zQ (y® 2))

2.2 Matrices

2.2.1 Matrices et applications linéaires

Proposition 2.2.1. Soit A un anneau unitaire commutatif. Alors (M, n(A),+) est un
groupe. Si A est un corps, c’est alors un A-e.v de dimension nm.

Définition 2.2.1. Soit m,n,p des entiers. On définit le produit de deux matrices A =
(aij)ij € Mmn(K) et B=(b;;)ij € Mpp(K) comme la matrice :

AB = <Z ai,kbk,j) & Mm7p(K)
k=1 i

%,J

Définition 2.2.2. Soient E et F' des K-e.v de dimension finie. Soit Bp = (e1,...,ey) et
Br = (f1,--., fp) des bases respectives de E et de F. Soit u € Z(E,F). Soit i € [1,n], on
note u(e;) = Z§:1 m ; fj.On appelle matrice de u dans les bases By, Br la matrice :

matgy (1) = (M4 j)i; € Mpn(K)
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2.3. Puissances extérieures

Proposition 2.2.2. L’application :
Z(E,F) — Mpnp(K)
u — matg, B, (u)

est un isomorphisme de groupe. St E = F', c’est méme un isomorphisme d’algébre.

2.2.2 Evaluation en application linéaire

Soit x € E un espace vectoriel de dimension finie, B = (ej,...,e,) une base. On note z =
>oi i xie;. On appelle matrice de = dans la base B la matrice :

1
€ My 1(K)
Tn

Qu’on identifiera souvent & un vecteur de K.

2.2.3 Changement de base

Définition 2.2.3. Soit By, By deux bases d’un espace vectoriel de dimension finie. On appelle
matrice de passage de la base By a la base By la matrice :

ng = matpg, B, (idE)

2.3 Puissances extérieures

2.3.1 Applications multilinéaires

’

Définition 2.3.1. Soitn € N* E F des K-e.v, et f : E™ — F une application n-linéaire. f
est dite alternée si pour tous (x1,...xy,) € E™.

(Ei,j e 1,n], (i #j)A(x; = xj)) — (f(:nl,...,azn) = Op)

Proposition 2.3.1. Soit f : E" — F multilinéaire alternée. Soit (x1,...,x,) € E™, et
o€, Alors :

f(xla 000 7xn) = 8(0')f(1'0(1), cee 7xo(n))

\. J

En particulier (pour les transpositions), f est antisymétrique. La réciproque est vrai lorsque la
caractéristique du corps est différente de 2.
2.3.2 Puissance extérieure

Soit 7 € N*. Notons S, le s.e.vde E® --- ® E généré par les éléments de la forme 1 ® - - - ® z,.
tels qu'il existe ¢ # j des entiers tels que x; = ;. On va pouvoir construire un espace vectoriel sur
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Chapitre 2. PRODUITS TENSORIELS, MATRICES, PUISSANCES EXTERIEURES

lequel les applications multilinéaires vont s’annuler.

Lemme 2.3.1. Soit f : E" — F. Alors f est alternée si et seulement si 'application induite
par f sur E®" est nulle sur S,.

On définit la r-iéme puissance extérieur \"(E) = E®"/S,. On note z1 A - - - Az, la classe d’équi-
valence de 1 ® - - - ® x, dans ce quotient.

Proposition 2.3.2. [l existe un isomorphisme naturel entre ’espace des applications r-
linéaires de E" dans F, et L (\" E, F).

Théoréme 2.3.1. Soit E un K-e.v de dimension n € N*, et (eq,...,e,) une base de E. Une
base de \" E est donnée par les éléments de la forme e;; A---Ne;,., ou 1l <ip < -+ <i, <n.

On suppose que la caractéristique de K est différente de 2.

Corollaire 2.3.1. Soit E un K-e.v de dimension n € N*. Alors :

dim/r\E - <:)

Corollaire 2.3.2. Soit E un K-e.v de dimension n € N*, et (e1,...,e,) une base de cette
espace. La base duale (e7)|1=, de (\" E)*est donnée par la formule :

n
ei@ A Aa) =Y e(o) [ el (@)
€6, i=1
2.3.3 Déterminant
Constructions
Définition 2.3.2 (Déterminant). Soit B = (ey,...,e,) une base de E et x1,...,x, une
famille d’éléments de E. On appelle déterminant en base B de la famille (x1,...,x,) 'unique
scalaire detg(xy, ..., zy) tel que

1;1/\---/\:En:detlg(l'l,.--,l‘n)(el/\"'/\en)

Définition 2.3.3. Soit u € ZL(E,F). On définit N"u: N\"E — N\ F par :

T

Nl A Awe) = (u(z) A Aula,))
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2.3. Puissances extérieures

Définition 2.3.4. Soit E un K-e.v de dimension n et u € £(E). On définit le déterminant
d’un endomorphisme comme le rapport de I’homothétie \" v dans \" E (qui est un espace de
dimension 1).

Lemme 2.3.2. Soientu: E — F etv: F — G, et r € N. Alors :

/\(vou):/\vo/\u

Si B = (e1,...,e,) est une base de E, il existe une unique forme n-linéaire alternée valant 1 en
B. On l'appelle le déterminant en base B, noté detp.

‘
J

Lemme 2.3.3. Soit (z1,...,2,) € E". Si la famille (x1,...,z,) est liée, alors :

T A Az =0pr g

Proposition 2.3.3. Soit E un K-e.v de dimension n € N*, (z1,...,z,) € E™, et B une base
de E. Sont équivalents :

i. detp(z1,...,2,) #0
G TUA - ATy £ Opn g

iii. (x1,...,2y) est une base de E.

Proposition 2.3.4. Soit B = (ey1,...,e,) une base de E. Alors :

det(u) = detg(u(e1), ..., ulen))

Propriétés

Définition 2.3.5. Soit M € M, (K), et u l’endomorphisme canoniquement associé a M. On
définit det(M) = det(u).

Proposition 2.3.5. L’application det : (Mn(K), ><) — (K, ) est un morphisme de groupes.

En conséquence, deux matrices semblables ont méme déterminant.

2.3.4 Comatrice

Définition 2.3.6. Soit M € M,(K), (i,5) € [1,n]. On appelle cofacteur d’indice (i,j) le
déterminant de la matrice obtenue en otant la i-ieme ligne et la j-iéme colonne de M, qu’on
note ¢; j(M).

On appelle comatrice de M la matrice ((_1)i+jci’j(M))i,je[[l,n}]'
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Chapitre 2. PRODUITS TENSORIELS, MATRICES, PUISSANCES EXTERIEURES

Proposition 2.3.6. Soient E et E' est K-e.v de dimensions finies munis respectivement des
bases (e;) et (f;). Soitu € Z(E) de matrice M dans les bases précédentes. Alors les coefficient
de la matrice APu dans les bases associées (er) et (fr) sont les mineurs de taille p de M.

Corollaire 2.3.3. L’application linéaire uw € £ (E, E') est de rang au plus p—1 si et seulement
st tous les mineurs de taille p de sa matrice sont nuls.

Proposition 2.3.7 (Formule de BINET-CAUCHY). Soient A € My n(K), B € M, »(K).
Pour J C [1,m], on note Ay (resp. By) la matrice extraite de A (resp. B) en conservant les
colonnes (resp. les lignes) dont les indices sont dans J. On a alors le résultat :

det(AB) = ) det(A,) det(B))
|J]=n

Proposition 2.3.8. Soit M € M, (K). On a :

fcom(M)M = det(M)I,

2.4 Calcul matriciel

2.4.1 Actions naturelles sur les espaces de matrices

On dispose d’une action naturelle de GL,,(K) x GLy,(K) sur M,, ,,,(K) :

(P,Q)-M =PMQ™"

Définition 2.4.1. Deux matrices d’une méme orbite pour cette action sont dites équiva-
lentes.

On en déduit donc une action naturelle de GL,,(K) sur M, (K) :

P-M=PMP!

Définition 2.4.2. Deux matrices d’une méme orbite pour cette action sont dites semblables.

Proposition 2.4.1. Soient M, N € M,, ,(K), v € Z(K",K™) Uapplication canoniquement
associée a M. Alors N est équivalente a M si et seulement si il existe des des bases B, B’ des
bases respectives de K" et K™ telles que N = matp 5 (u).
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2.4. Calcul matriciel

Proposition 2.4.2. Soit M € M,, »(K), alors M est équivalente a une unique matrice de la

forme :
( L | (0 )
(O)m_rﬂ‘ ‘ (O)m—r,n—r

Ou r est le rang de la matrice M.

Corollaire 2.4.1. Deux matrices de mémes dimensions sont équivalentes si et seulement si
elles ont le méme rang.

20
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Chapitre 3

Déterminant, polynémes
d’endomorphismes

3.1 Polynomes d’endomorphismes

Soit E un K-e.v de dimension finie, et u € Z(F).

Proposition 3.1.1. Soit A une K-algébre, et a € A. L’application
ga: KX] — A
X — a

est bien définie, et est un morphisme d’algébres. On note P(a) pour €q(P).

. J

On peut donc considérer pour tous polynémes P € K[X] 'endomorphisme P(u). On note K[u]
I'image de K[X] par &,.

e D

Définition 3.1.1 (Sous-espace stable). Soit F' un sous-espace vectoriel de E. F' est dit stable
par u si uw(F) C F.

Définition 3.1.2 (Endomorphisme induit). Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par
u. On appelle endomorphisme induit par u sur F' l’endormorphisme ujp € Z(F).

Lemme 3.1.1 (Lemme des noyaux). Soit Py,..., P, € K[X]| des polynémes premiers entre
euzr. Alors :

ker(Py --- P(u)) = @ ker(P;(u))
i=1

. J

Démonstration. Démontrons le résultat pour le cas r = 2, il pourra alors servir & une démonstration
par récurrence. Soient P, et P des polynomes premiers entre eux de K[X]. Il existe donc (4, B) €
K[X]? tels que AP, + BP, = 1.

— Soit z € ker(PyPy(u)). Selon la relation : z = (APy)(z) + (BP;)(z). L’inclusion réciproque

—_———  ——
€ker(Pa(u))  €ker(Pri(u))




3.2. Réduction des endomorphismes

est claire.
— Soit x € ker(P;(u)) Nker(Pa(u)). Toujours avec la relation : x = (AP;)(z) + (BP:)(z) = 0g.
O

Définition 3.1.3 (Polynéme annulateur). Un polynéme P € K[X] est dit annulateur de u
si P(u) = 0g(g)-

Lemme 3.1.2. Z(u) = {P € K[X]| P(u) = 0g(g)} est un idéal non nul de K[X]. Puisque

K[X] est principal, il existe un unique polynéome unitaire m, tel que Z(u) = (my).

Remarque. Sans ’hypothése de dimension finie, I’existence d’un polynéme annulateur n’est pas
assurée. En dimension finie, ce dernier existe car €, ne peut-étre injective puisque K[X] est de
dimension infinie.

Définition 3.1.4 (Valeur propre, vecteur propre). Soit E un K-e.v. Soit A € K, etu € Z(E).
A est appelée valeur propre si l’endomorphisme u — XNidg n’est pas injectif. Son noyau est
noté Ex(u), et une élément du noyau est appelé vecteur propre associé a la valeur propre X.
L’ensemble des valeurs propre est appelé spectre de u, noté Sp(u)

Proposition 3.1.2. Soit u € Z(E), et A € K. Sont équivalents :

(i) X\ est valeur propre de w.

(ii) A est racine de xy.

(i1i) X est racine de m,.

3.2 Reéduction des endomorphismes

3.2.1 Diagonalisation

’

Définition 3.2.1 (Endomorphisme diagonalisable). Soit u € Z(E). On dit que u est diago-
nalisable s’il existe une base B de E telle que matp(u) soit diagonale.

Théoréme 3.2.1. Soit u € Z(E). Sont équivalents :

(i) u est diagonalisable.

(ir) E = @,\esp(u) Ex(u).

(i) dim E' =375 cqp(y) dim Ex(u).

(iv) Il existe un polynéome annulateur de u scindé a racines simples.
(v) Ty est scindé a racines simples.

(Vi) Xu = [Lheg(X — X)™* avec pour tous A € Sp(u), my = dim Ey(u).
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Chapitre 3. DETERMINANT, POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

3.2.2 Reéduction de JORDAN

Définition 3.2.2. Soit u € Z(E). L’endomorphisme u est dit nilpotent s’il existe r € N*
tel que u" = 0 (gy. On appelle indice de nilpotence de u le plus petit r entier vérifiant cette
Propriété.

Remarque. La famille (z,u(z),...,u""(x)) est libre, donc r < dim(FE).

Définition 3.2.3. Soit n € N*. On appelle bloc de JORDAN nilpotent de taille n la matrice :

010 - 0
=00 i emam
A
00 0 0

Théoréme 3.2.2. Soit E un K-e.v de dimension finie, et u € Z(E) un endomorphisme
nilpotent. Il existe une unique famille d’entiers (ny,...,n,;) avecny >ng > --->mn, >0 et B
une base de E, tels que :

O . ()
matg(u) = (0) Inz

0 o (0)

©) -+ (0) Jn,

Remarques.

— On remarque que la matrice a exactement r colonnes nulles, donc r est en fait la dimension
du noyau de wu.

— Sin > 2, alors dimker(J2) = 2, et dimker(J?) = 1. Ainsi :
dimker(u?) = 2 - card ({i € [1,7] |n; > 2}) + card ({i € [1,7] |n; = 1})
Et :

dim ker(u?) — dim ker(u) = card ({i € [1,7]|n; > 2})

Ce qui se généralise pour j € N* :

dim ker(u’) — dim ker(u/™1) = card ({i € [1,7]|n; > j})

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur n = dim E. Pour n = 0, c’est clair. Soit
désormais n € N*, et supposons le résultat acquis pour tout espace de dimension inférieure & n.
Notons s I'indice de nilpotence de u. Si s = n, le résultat est démontré puisque la remarque sur les
endomorphismes nilpotents nous fournit une base adaptée, et s ne dépend pas du choix de la base.
Soit F' = Vect(z,u(x),...,u""!(x)) € E. Soit ¢ € E* une forme linéaire telle que ¢(u*~'(z)) = 1 et
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#(u'(x)) = 0 pour tous 0 < i < s— 1. On note alors I' = Vect(*u’(¢));en, et G = T'-. Ainsi construit,
I" est stable par ‘u, et donc G est stable par u. Montrons maintenant que £ = F & G :

— Soit y = Zf;é \ui(x) € G, alors ‘u®"1(¢)(y) = 0, donc en itérant, on trouve ). Par récur-
rence, on trouve que y = 0.

— Pour terminer, on vérifie que dim F = dimI. En effet, u est nilpotente d’indice s, donc
(¢,...,'u(¢)) est une base de T’

On applique alors I’hypothése de récurrence & G, puisque 'endomorphisme induit par v sur G
est nilpotent d’indice inférieur & s. Pour 'unicité des n;, on utilise le fait que
O

Définition 3.2.4. Soient A € K, n € N*. On appelle bloc de JORDAN de taille n la matrice
J)\m =\, + J,.

Théoréme 3.2.3 (Décomposition de JORDAN). Soit E un K-e.v de dimension finie, et u €
Z(E). On suppose Xy, scindé. Alors, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u
est diagonale par blocs, les blocs étant de la forme J)y ;. De plus, les blocs qui apparaissent ne
dépendent pas de la base choiste.

. J

Démonstration. Notons x, = H)\ESp(u) (X —X)™. Pour tous A est valeur propre de u, on note I'espace
caractéristique associé F)\ = ker(u — Aidg)™ . Le lemme des noyaux assure la décomposition :

E:@F,\

AESP(u)

Pour toute valeur propre A de u, on note u) ’endomorphisme induit par u sur F. On applique
alors le résultat précédent a tous les endomorphismes u), et on concaténe les bases obtenues. Pour
I'indépendance quant au choix de la base, on remarque la diagonale sera composée des valeurs
propres. Enfin, I'unicité des blocs est donnée par le théoréme précédent.

O]

3.2.3 Endomorphismes cycliques et réduction de FROBENIUS

Endomorphismes cycliques

Définition 3.2.5. Soit E un K-e.v.Un endomorphisme u € L (E) s’il existe x € E tel que
Vect(u'(z))ien = E. Un tel x est dit vecteur cyclique de u.

Remarque. Pour z € E un vecteur quelconque, Vect(u?(x));en est le plus petit sous-espace stable
par u contenant x.

Proposition 3.2.1. On suppose E de dimension finie. Soit u € £L(E), u est cyclique si et
seulement si il existe n € N* tel que (z,u(x),...,u" (z)) soit une base de E.
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Démonstration. Soit x € E vecteur cyclique de u et n = dim E. Soit ¢ > n, on effectue la division
euclidienne de X* par x,. Alors on trouve u' = R(u) avec R un polynéme de degré inférieur a n
(qui est le degré de x,). On en déduit que u’(x) € Vect(w,u(x),...,u" *(z)). Le sens réciproque est
clair.

O

e D

Définition 3.2.6 (Matrice compagnon). Soit P = X" + Y%7 ap X* € K[X]. On appelle
matrice compagnon associée a P la matrice

O 0 -+ 0 —ap

1 0 . —a
Cp=10 1 :

: . 0 :

0O ... 0 1 —ap

Proposition 3.2.2. Soit P € K[X] un polynéme unitaire.

Xcp =P
Théoréme 3.2.4 (Réduction de FROBENIUS). Soit u € Z(E). Alors il existe une unique
famille de polynémes unitaires (Py, ..., P,), une famille (Ex,...,E,) de sous-espaces stables

par u, tels que :

(i) E=@ <<, Bi-
(ii) Pour tous i € [1,r], l'endomorphisme induit par u sur E; est cyclique de polynome P;.
(iii) Br|Pr_y| - |Py.

Les P; sont appelés les invariants de similitudes de P.

Remarques.

— wu est cyclique si et seulement si dans une certaine base B, sa matrice est une matrice compa-
gnon.

— Si u est cyclique, x, = 7. En effet, si z est vecteur cyclique de u et P est un polynéme de degré
strictement inférieur & n, alors P(u)(x) = 0 impose que P = 0 puisque (z,u(x),...,u" 1(x))
est une famille libre. Donc le polynéme annulateur de u est nécessairement de degré égal a
celui du polyn6éme caractéristique.

— Si z est vecteur cyclique de u, {P € K[X]|P(u)(z) = 0} est un idéal non nul de K[X]. Soit
Tu,z SON unique générateur unitaire. Alors pour tous z € E, myz|m,. De plus, il existe un
xo € E tel que my 5, = m,. On peut par exemple démontrer ce résultat lorsque K est infini.
L’ensemble {ker(m, (u))|x € E} est fini car m, n’a qu'un nombre fini de diviseurs unitaires.
Cependant,

E = U ker(my, 2 (u))

zeFE
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est une union finie d’espaces vectoriels. On sait alors qu'il existe un xg tel que E = ker 7, 4, (u),
car le corps de base est infini.

Démonstration. Soit w9 € E tel que 7y 4, = Ty, et I'on pose F' = Vect(u'(xg)ien). Une base de
F est (zo,u(x0),...,...,u®" (x0)), ot d est le degré de m,. Soit ¢ € E*, une forme linéaire telle
que p(zg) = @(u(xg)) = -+ = p(ut2(z0)) = 0, et p(u='(x¢)) = 1. Posons I' = Vect(‘u'(©))ien.
Montrons maintenant que £ = F @ I'°, et que I'° est stable par u.

— T° est stable par u car I" I’est par ‘u.

— Soit P € K[X]. On a P(*u)(¢) = ¢oP(u). Si P(u) = 0, alors P(*u)(¢) = 0, donc e, ,|my. Soit
maintenant P = Y971 X* € K[X] tel que P(*u)(¢) = 0g-. On a alors Ox = P(‘u)(¢)(xo) =
® (Zz;é uF (xo)) = a4_1. En évaluant successivement en u(xq), u?(xg), ..., on trouve que P =
0. Cela montre que tout polynéme P de degré inférieur au degré de m,, vérifiant P(*u)(p) =0

est nécessairement nul. On en déduit donc que 7, , = 7. Cela nous indique en particulier
que dimI" = deg ms,, , = d.

— On montre de la méme fagon que FNI° ={0g}.

Par récurrence sur la dimension de E, on montre que la décomposition existe. Si dim E = 0,
c’est clair. Soit n € N*. On suppose le résultat acquis pour tous espaces de dimensions inférieurs
strictement & n, et on reprend les notations du début de démonstration. Si dim F' = dim F, alors
u est cyclique, et P, = x, = m,. Dans le cas ot dimF' < dim F, on a aussi dimI°® < E. On
applique alors I'hypothése de récurrence a (I'°, uro). On a alors I'° = @;_, E; avec ug, cyclique de
polynéme minimal P;, avec P.|P._1|---|P2. On pose de plus P; = m,, = m,. Pour tous y € I'°, on
a my(u)(y) = 0, donc Ty, |my, pour tous i € [2,r].

Montrons désormais 1'unicité!. On suppose E = D, E = @;:1 F};, des décompositions de
FROBENIUS associées a des invariants de similitudes respectifs (Pp,..., P.) et (Q1,...,Qs). D’une
part, on a P = Q1 = . Soit k € N le plus petit entier tel que Py # Q. On a

k—1

Py(u)(E) = D Pi(u)(E)

i=1
et

i=1
Or, pour tout i € [,k —1]j, P;i(u)(E;) = Qi(u)(F;) = P;(u)(F;) par hypothése. On observe donc
que pour tout j € [k, j], dim Py (u)(F;) = 0. Ainsi, @, divise P;. Symétriquement, on montre aussi
que @ divise Pi et donc que P, = @}, ce qui contredit 'existence de k. D’ot 'unicité. ]

Exemples.
— Siu € Z(FE) est cyclique, il admet un seul invariant de similitude ().

— Si w = 0, la famille de ses invariants de similitudes est (X,...,X) (autant de fois que la
dimension).

— Siu € Z(F) est nilpotent de blocs de JORDAN de tailles my > - -+ > m,., alors ses invariants
de similitude sont (X™,..., X"™").

1. Moi aussi j’en peux plus.
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Corollaire 3.2.1. Soit E un K-e.v de dimension finie.

(i) Soientu,v € L (F). u etv sont semblables si et seulement si ils ont les mémes invariants
de similitudes

(ii) Soit u € L(E). Si xy est scindé a racines simples, alors u est cyclique.

(iii) Les invariants de similitudes (et en particulier le polynéme minimal) ne dépendent pas
du corps.

Proposition 3.2.3. Soitu € Z(E). Si xy est scindé, alors il existe un couple (d,n) € £ (E)?
tel que d est diagonalisable, d est nilpotente, u = d+n, et d et n commutent. De plus, d et n
sont des polynémes en u et sont uniques.

AL3

27



3.2. Réduction des endomorphismes

28 AL3



Chapitre 4

Espaces quadratiques

4.1 Formes quadratiques et formes bilinéaires

4.1.1 Définitions

Dans cette section, K désignera un corps de caractéristique différente de 2, et E sera un K-espace
vectoriel.

e 1

Définition 4.1.1. Soit g : E — K. On dit que q est une forme quadratique sur E si :
. Vz € E, VA €K, g(Az) = \q(x)

o L’application (z,y) — q(z +y) — q(x) — q(y) est une forme bilinéaire symétrique sur
ExE.

Remarque et exemple.

— On appelle espace quadratique la donnée (E,q) d'un K-espace vectoriel et d'une forme qua-
dratique gq.

— Sur K", lapplication (x1,...,2n) — > iy :UZQ est une forme quadratique.

Définition 4.1.2. Soit g : E — K une forme quadratique. On appelle forme polaire de q la

forme bilinéaire (x,y) — %[q(:ﬂ +vy) —q(x) — q(y)].

La forme polaire de g est I'unique forme bilinéaire symétrique b sur E X E telle que :

Ve € E, q(x) = b(z,x)

En effet, on vérifie facilement que b vérifie la relation. Elle est unique car elle est entiérement
déterminée par q.

7

Définition 4.1.3. Soient (E,q) et (F,r) deuz K-e.v munis d’une forme quadratique (espaces
quadratiques). On appelle morphisme métrique de E vers F toute application u € L (E, F)
telle que ¢ = r ou. On dit que E et F sont isométriques s’il existe un isomorphisme de E
dans F qui soit métrique. Un tel isomorphisme est appelé isométrie.




4.1. Formes quadratiques et formes bilinéaires

Remarque. Puisqu’'une isométrie est un isomorphisme, u~! est aussi une isométrie. La qualité
d’isométrie entre deux espaces définit en fait une relation d’équivalence. Cette notion est majeure,
car ce cours s’intéressera a la classification des espaces quadratiques & isométrie pres.

7

Proposition 4.1.1. Une application q : E — K est une forme quadratique si et seulement
st son écriture en coordonnées est un polyndme homogene de degré 2 en les coordonnées.

\

Démonstration. Soit (eq, ..., e,) une base de E. Supposons que ¢ est une forme quadratique. Notons
b sa forme polaire. Soit x =Y ;" | z€;, on a :
q(z) = bz, )
n n
= Z Z xiij(ei, ej)
i=1 j=1

Réciproquement, si g(x) = ZZj:l A jT;x;, on a clairement que ¢(Az) = A\?q(x) pour tout A € K.
Notons B(x,y) = q(z + y) — q(z) — q(y) pour x,y € E, B est clairement symétrique. Soient
z,y,z € E, et A e K.
B(:E,y—i—)\Z) _B(‘Tay> - )\B(.]?,Z)
=q(z+ (y+2A2)) —q(z) —q(y + A2) — (a(z +y) — q(z) —q(y)) — Ma(z + 2) — q(z) — q(2))

En développant avec I’expression polynémiale de ¢, on trouve 0.1

4.1.2 Noyau d’une forme quadratique

Définition 4.1.4. Soit (E,q) un espace quadratique, et b la forme polaire de q. On appelle
noyau de q ’ensemble :

{z € E|Vy € E, b(z,y) =0}

On dit que q est dégénérée si ce noyau n’est pas réduit a 0, et non dégénérée sinon.

Remarque. N(q) C I(q) ={z € E|q(z) = 0}.

Théoréme 4.1.1 (Représentation). Soit (E,q) un espace quadratique, et b la forme polaire
de q. Sont équivalents :

(i) q est non dégénérée.

(ii) L’application linéaire :

pg: E — E*

est un isomorphisme.

1. Non mais franchement, je vais pas écrire ¢a.
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Remarque. N(q) = ker(g,).

4.1.3 Représentation matricielle

Définition 4.1.5. Soit (E,q) un espace quadratique sur le corps K, de forme polaire b. Soit

B une base de E. On appelle matrice de q dans la base B la matrice de ¢, dans les bases B et
B*.

Remarque. Si B = (ey,...,e,), la matrice de ¢ est aussi la matrice (b(e,;,ej))ij. En effet, si on
note M = (m; ;)i ; cette matrice, alors si ¢, j € [1,n],

n
*
Pqlei) = Zmi,k’ek-
k=1
Ainsi,

bes, e5) = pqled)(e;) = Y mixe(e)).
k=1

D’ou ms;; = b(ei, ej).

Proposition 4.1.2. Soit (E,q) un espace quadratique et M la matrice de q dans la base
B = (e1,...,e,). Soit x € E, de vecteur dans la base B, X. En identifiant K a M1(K), on
aq(z) =t XMX. Siu e GL(E) et P est la matrice de u dans la base précédente, alors la
matrice de q dans la base (u(ey),...,u(e,)) est 'PMP.

Remarque. On définit alors le rang de la forme quadratique ¢ comme le rang de la matrice de ¢
dans une quelconque base de E. C’est exactement le rang de .

Proposition 4.1.3. Soient (E, q), (F,r) deux espaces quadratiques de dimension finie n. Sont
équivalents :

(i) Les espaces quadratiques E et F' sont isométriques.
(ii) Il existe une base By de E et une base Br de F, dans lesquelles q et r ont méme matrice.
(iii) Pour toutes bases Bg de E et Br de F, il existe P € GL,(K) telle que :

*Pmatg,(q) P = matg,(r).

Définition 4.1.6. On note K/(K*)? l’espace quotient K/~ ou ~ est une relation d’équiva-
lence définie par :

Vz,y €K, (z ~y) <= (3ze KX, z=2%)
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4.2. Orthogonalité

Définition 4.1.7 (Discriminant). Soit (E,q) un espace quadratique de dimension finie, et M
la matrice de q dans une base de E. On appelle discriminant de q l'image de det(M) dans
K/(K*)2. On note disc(M) le discriminant de q.

Proposition 4.1.4. (i) Si deux espaces quadratiques (E,q) et (F,r) sont isométriques,
alors disc(q) = disc(r).

(ii) Soit (E,q) un espace quadratique. q est non dégénérée si et seulement si son discriminant
est non nul.

4.2 Orthogonalité

4.2.1 Définition

~

Définition 4.2.1. Soit (E,q) un espace quadratique, et b la forme polaire de q. Soit A C E.
On appelle orthogonal de A ’ensemble :

At ={ye E|Vz € A, b(z,y) =0}

On dit que B est orthogonal & A si B C A*. Un somme directe @D;_, Ei est dit orthogonale
si pour tous i,j € [1,7], si i # j, alors E; est orthogonal a Ej.

Remarques.

— Si une somme directe est orthogonale, on note parfois pour une somme de deux espaces :

1
E © Ey
— OnaN(q)=FE' etI(q)={z € Elze{a}+}.

L
— Soit I un supplémentaire de N(q), alors E = I' ® N(q), et g, est non dégénérée.

Proposition 4.2.1. Soit (E,q) un espace quadratique non dégénéré de dimension finie, et
soit F un s.e.v de E. Alors F+ = ¢ 1(F°). En particulier :

dim E = dim F + dim F*

Remarque. On n’a pas nécessairement F = F'@® F*. La proposition suivante donne une condition
nécessaire et suffisante pour réaliser la supplémentarité.

-

Proposition 4.2.2. Sous les mémes hypothéses, E = F®FL si et seulement si FNF+ = {0g}
(i.e si q), est non dégénérée).
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4.2.2 Classification des espaces quadratiques sur R et C

Théoréme 4.2.1. Soit (E,q) un espace quadratique de dimension finie n. Soit F une famille
de représentants de K* /(K*)2. I existe une base de E constituée d’éléments e; deux a deux
orthogonauz, tels que q(e;) € F UO pour tout i € [1,n].

Proposition 4.2.3 (Réduction de GAUSS). [l exziste un algorithme permettant d’écrire une
forme quadratique en coordonnées sous la forme

T

q(x1,...,xn) = Zaifi(xl, e ,xn)2

=1

ot les f; sont des formes linéaires indépendantes, et a; € K pour tout indice 1.

Théoréme 4.2.2. Soit (E,q) un espace quadratique sur C, non dégénéré de dimension finie.
1l existe une base de E dans laquelle la matrice de q est l’identité.

L

Démonstration. Soit n la dimension de E. Remarquons avant tout que C/(C)? ne posséde que deux
éléments (la classe de 0 et de 1). Le théoréme précédent assure 'existence d’une base (e, ..., en)
d’éléments deux a deux orthogonaux et tels que g(e;) = 1 pour tout indice 7 (q étant non dégénérée,
q(e;) est nécessairement non nul). On a alors pour tout 4, j € [1,n],

lsit=
0 sinon.

blei, ej) = {

Corollaire 4.2.1. Soient (E,q) et (F,r) deuzr espaces quadratiques sur C. E et F sont iso-
métriques st et seulement st ils sont de méme dimension, et q et r sont de méme rang.

Théoréme 4.2.3 (d’inertie de SYLVESTER). Soit (E,q) un espace quadratique de dimension
finie sur R. Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de q est de la forme :

I (0) (0)
0) I (0)
0) (0) (0)

De plus, les entiers s et t ne dépendent pas du choix de la base.

\.

Démonstration. Une famille de représentants de R*/(R*)? est {41}.

Définition 4.2.2. Le couple (s,t) est appelé signature de q.
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Remarques.
— s+t est le rang de gq.

— On peut calculer le couple (s,t) avec I'algorithme de réduction de GAUSS. Par exemple, si on
définit une forme quadratique ¢ sur R? par q(x,y, 2) = y* — 22 + 2(zy + y2), la signature de ¢
est (1,2).

— Une forme quadratique réelle non dégénérée admet un vecteur isotrope non nul si et seulement
si sa signature n’est pas de la forme (n,0) ou (0,n). En reprenant I’exemple précédent, cela
signifie que I’équation ¢(z,y, z) = 0 admet une solution non nulle.

4.2.3 Groupe orthogonal d’une forme quadratique

7

Définition 4.2.3. Soit (E,q) un espace quadratique. On appelle groupe orthogonal le groupe
O(q) des isométries de E.

Notation. Soit x € E un vecteur non isotrope. On appelle réflexion d’axe x I’application :

o,: E — FE

y > y—2b(m’y)

q(z)

x

C’est une isométrie.

Théoréme 4.2.4. Soit (E,q) un espace quadratique. Si (E,q) est non dégénérée, alors O(q)
est engendrée par les réflexions.

4.3 Adjoints et endomorphismes normaux

4.3.1 Adjoint d’un endomorphisme

7

Proposition 4.3.1. Soient (E,q) et (F,r) des espaces quadratiques de formes polaires res-
pectives by et bp. On suppose (E,q) non dégénéré de dimension finie. Soit w € L (E,F).
Alors, il existe un unique u* € L (F, E) tel que :

V(z,y) € E x F, bp(u(z),y) = be(z,u"(y))

u* est appelé adjoint de u.

Proposition 4.3.2. Sous les mémes hypothéses et en supposant les espaces tous deur non
dégénérés de dimensions finies, alors :

Z(E,F) — Z(F,E)
u — u*

est un isomorphisme. De plus, pour tout u € L (E, F), (u*)* = u.
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Proposition 4.3.3. Soit (E, q) un espace quadratique non dégénéré de dimension finie. Alors :

Vu,v € Z(E), (w)* = v*u*

Démonstration. On note b la forme polaire de ¢g. Soient z,y € E. On a

b(u(v(x)),y) = b(v(z),u" () = b(x, v"(u"(y)))-

Par unicité de 'adjoint, (uv)* = v*u*.

O
Proposition 4.3.4. Soit (E,q) un espace quadratique de dimension finie, non dégénéré. Soit
u € Z(F), et soit F un sous-espace stable par w. Alors FL est stable par u*.
Démonstration. Soit x € F+. Alors pour tout y € F, b(u*(x),y) = b(x,u(y)) = 0 car u(y) € F.
O

4.3.2 Endomorphisme normal

Définition 4.3.1. Un endomorphisme u € L (E) est dit normal s’il commute avec son ad-
joint.

Proposition 4.3.5. Soit (E,q) un espace quadratique non dégénéré de dimension finie. Soit
u € Z(F) un endomorphisme normal. Alors pour tout P € K[X], ker P(u) est stable par u*.
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Chapitre 5

Espaces euclidiens et hermitiens

5.1 Formes hermitiennes

5.1.1 Applications remarquables sur des C-e.v

~

Définition 5.1.1 (Semi-linéarité). Soit E et F' des C-e.v, et f : E — F. f est dite semi-
linéaire st

Ve,y € E,VA€C, f(z+ \y) = f(x) + Af(y).

Définition 5.1.2 (Sesquilinéarité). Soit E un C-e.v. Une forme sesquilinéaire sur E est une
application f: E x E — C telle que :

— Pour tout y € E, f(-,y) est linéaire.

— Pour tout x € E, f(x, -) est semi-linéaire.

Définition 5.1.3 (Forme hermitienne). Soit E un C-e.v. Une forme hermitienne sur E est
une forme sesquilinéaire telle que

Vr,y € E, f(xay) = f(y,m)

5.1.2 Produit scalaire et espace associé

Définition 5.1.4. Soit E un C-e.v (resp. R-e.v). Un produit scalaire sur E est la donnée
d’une forme hermitienne (resp. bilinéaire symétrique) f telle que :

— Vz € E, f(z,x) > 0.
— Vz €E, f(r,z) =0 < z=0g.

C’est-a-dire que f est définie positive.

Définition 5.1.5. Un espace hermitien (resp. euclidien) est un espace vectoriel de dimension
finie sur C (resp. sur R) muni d’un produit scalaire.




5.2. Réduction des normaux, décomposition polaire

Exemples.
— (R™,(-|-)) ou (z]y) = >_i"; z;y; est un espace euclidien.
— (C™,(-|-)) ou (z]y) = >_i~, x;¥; est un espace hermitien.

— (CulX], (-[+)) on

1
(PIQ) = /0 P(HQU) !

est un espace hermitien.

Définition 5.1.6. Soit (E,(-|-)) un espace hermitien ou euclidien, et B = (e1,...,e,) une

base de EE. On appelle matrice du produit scalaire dans la base B la matrice (<€i|€j>)”€[1 ]’

Remarque. Ainsi définie, on a pour tout z,y € E, (z|y) = L XMY.

5.1.3 Inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ

r

Proposition 5.1.1 (Inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ). Soit (E,(-|-)) un espace euclidien
ou hermitien. Alors :

va,y € B, | (z]y) > < (z|2) (y|y)

Remarque. L’inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ est loin d’étre sans conséquence, et apparait méme
souvent en analyse. Par exemple, elle permet de démontrer que la fonction I' d’EULER est convexe.

7

Corollaire 5.1.1. Soit (E,(-|-)) un espace euclidien ou hermitien. L’application :

Il: £ — R

est une norme sur E.

5.2 Reéduction des normaux, décomposition polaire

Lemme 5.2.1. Soit u € L(E), et F stable par u. Alors, F*- est stable par u*. En outre, si
u est normal, et si F' = ker P(u) pour un quelconque P € K[X], alors F est stable par .

Démonstration. Si F' est stable par u, alors F'* est stable par u* (déja vu). Supposons « normal, et
F = ker P(u) (avec P € K[X] quelconque). F' est stable par tout endomorphisme commutant avec
u, donc F' est en particulier stable par u*. Donc F' est stable par (u*)* = u. Sous ces conditions, on
a FE = F @ F* en somme orthogonale.

O
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Théoréme 5.2.1. Soit E un espace hermitien. Un endomorphisme u € L (E) est normal si
et seulement si il est diagonalisable en base orthonormée.

\

Démonstration. Démontrons ce théoréme par récurrence sur n = dim F.
— n = 0. Evident.
— Soit n > 0. On suppose le résultat vrai sur tout espace de dimension k& < n. Soit A € C
valeur propre! de u. Soit F = E\(u) = ker(u — Aidg). F et F* sont stables par u et u*, et
E = FOF! (somme directe orthogonale). Or, up. est normal, et par hypothése de récurrence,

il existe une base orthonormée de F+ constituée de vecteurs propres de u. De plus, up = Aidp,
donc toute base de F' est constituée de vecteurs propres de u.

O

Lemme 5.2.2. Soit E un espace euclidien de dimension 2, et soit u € £ (FE). On suppose u
normal, et sans valeur propre réelle. Alors dans toute base orthonormée, la matrice de u est

de la forme :
a b
b a

On appelle une telle matrice une matrice de similitude.

L

Démonstration. Rappel. Si B est une base orthonormée, et u € Z(FE), alors mat(u) = ‘matg(u*).
Soit B une base orthonormée de E, u € Z(F) un endormorphisme, et I’on note :

M = matg(u) — (‘CL Z)

On a alors x, = X2 — (a +d)X + (ad — bc), et son discriminant est A, = (a — d)? + 4bc < 0
(car u n’a aucune valeur propre réelle). On calcule ensuite *M M et MM (donc les produits de la
matrice de u et celle de u*). On trouve alors que u est normal si et seulement si a =d et b= —c.

O]

Théoréme 5.2.2. Soit E un espace euclidien, et u € ZL(E) un endomorphisme normal.
Alors, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale par blocs, les
blocs étant de taille 1, ou de taille 2 (et sont des matrices de similitudes).

Remarque. On sait déja que qu'un endomorphisme normal sur un espace hermitien est diagona-
lisable en base orthonormée. Mais on sait aussi que si A € C\R, alors :

<)\ 0) est semblable (dans M, (C)) a (

cosf sin 0
0 A

—sinf —cosd

Ot A = |\|e?.

1. Il y a toujours une valeur propre car C est algébriquement clos.
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5.2. Réduction des normaux, décomposition polaire

Démonstration. On démontre le théoréme par récurrence sur n = dim E. Si v a une valeur propre
réelle, la démonstration est la méme que sur C. Sinon, on se raméne au cas ol © n’a pas de valeur
propre réelle : soit P € R[X] un facteur irréductible de y,, alors deg P = 2 (car u n’a pas de racine
réelle). De plus, ker P(u) est stable par u et u* (car u est normal). Remarquons deux choses :

— si € ker P(u) est non nul, alors Vect(x,u(x)) est un espace stable (par u) de dimension 2.

— Si A € C est une valeur propre de u, alors? :

ker(u — Aidg) = ker (u* — Nidp)

Soit v = u — Aidg. On a v* = u* — \idg. Soit x € E.

x€kerv <= wv(x)=0
— (v(x)|v(z))=0
— (z|v'v(z))=0
— (z|vw*(z))=0
= (v"()] xv(z)) =0
< z € kerv”

Soit A € C une valeur propre, et w € E un vecteur propre non nul associé¢ & A (vu comme point
de l'espace E vu comme C-espace vectoriel).

(uu*)(z) = uz) = Mz = |z

Ainsi, \)\]2 est valeur propre uu*. Soit z un vecteur propre associé a cette valeur propre, et soit
F = Vect(x,u(x)). Montrons que F est stable par u*. On remarque que F' = Vect(u(x), u?(x)), puis
que w*u(z) = |A\?z € F et u*u?(x) = |\?u(z) € F. Finalement, F' et F* sont tous deux stables par
u et par u*. On conclut alors par récurrence.

O]

Exemples.

— Endomorphismes autoadjoints : © = u*. Alors toute valeur propre A de u vérifie A\ = X. Ainsi,
un endomorphisme autoadjoint n’a que des valeurs propres réelles. On en déduit le théoreme
spectral : un endomorphisme autoadjoint est diagonalisable en base orthonormée.

— Endomorphismes unitaires (ou orthogonaux) : uu* = idg. Pour toute valeur propre A de wu,
alors |A|? est valeur de uu* = idg, donc |A| = 1. Il existe alors une base orthonormée B telle
que

€1

matg(u) = ou g; € {—1,1}, et R(0;)

cosf; sinf;
—sinf; cosb;

On note U(FE) le groupe des endomorphismes unitaires (pour la composition).

2. Plus généralement, pour tout w € .Z(FE), ker w = ker w* lorsque v est normal.
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Proposition 5.2.1. Soit ||-| la norme subordonnée de la norme euclidienne. Alors, U(E)
est compact.

\

Démonstration. Pour tout v € .Z(F) un endomorphisme unitaire et vecteur z € E, alors ||u(z)||, =
lu*(2)]ls = [|z]l5- On en déduit qu’un endomorphisme unitaire est de norme 1. Puis, U(E) est
fermé comme image réciproque du singleton {1} par l'application continue u — uu* (car u* est
polynomiale? en u). Or, Z(E) est de dimension finie, donc U(E) est compact car fermé-borné.

O

5.3 Décomposition polaire

Soit s un endomorphisme autoadjoint d’un espace E hermitien, alors (z|s(z)) € R, pour tout
xz € E. En effet, pour tout x € E, (z|s(z)) = (s(z)|z) = (z]|s(x)).

7

Définition 5.3.1. On dit que s est positif (resp. défini positif) si
Vee E, (z|s(x)) >0

(resp. Vo € E\{Og}, (z]|s(z)) > O)

On note ST (E) U'ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs, et ST+ (E) l’ensemble
des endomorphismes autoadjoints définis positifs.

Remarque. Si s est autoadjoint, alors s est positif si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont positives. Il est défini positif si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement po-
sitives.

Lemme 5.3.1. Soit s € STT(E), alors il existe un unique o € STH(E) tel que 0% = s.

\

Démonstration. — Existence. On diagonalise v dans une base B = (eq, ..., e,) orthonormal. On
a alors matp(u) = diag(A1,...,A,) (avec A; > 0). On peut alors poser o(e;) = v/Aje;, et o est
autoadjoint, et vérifie 02 = s.

— Unicité. Remarquons que o défini ainsi est un polynéme en s (on peut prendre P le polynome
interpolateur tel que P()\;) = v/);). Soit 7 une racine de s, alors 7 commute avec s, et donc
avec P(s) = 0. o et 7 sont alors codiagonalisables dans une base (bi,...,b,). On a alors
a(b;) = VAibi et 7(b;) = pibi. On a alors pu? = \;. Or, les valeurs propres de s sont strictement
positives, donc u; = v/A;. Donc o et 7 coincident sur base (by,...,b,), d'ott o = 7.

O

3. En remarquant par exemple qu’un endomorphisme normal est inversible, et 4* = u~' peut alors s’écrire comme
polynéme en u
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5.3. Décomposition polaire

Théoréme 5.3.1. Soit E un espace hermitien ou euclidien. L’application :
STH(E)xU(E) — GL(E)
(s,w) — Sow

est un homéomorphisme.

\.

Démonstration. — Injectivité. Soit (s,w) € STT(E) x U(E), et u = sw. Alors uu* = sw(sw)* =
sww*s* = s2. Alors nécessairement, s est I'unique racine carrée de u € STH(E), et w = s~ u

est uniquement déterminé.

— Surjectivité. Soit s la racine carrée de u € STT(FE). Alors, on pose w = s 'u. On a alors
ww* = s luu(s7H* = 5718257 = idp.

— Continuité. Montrons que u — (s,w) est continue. Soit (ug)x une suite d’éléments de GL(E),
convergeant vers u (pour la norme subordonnée de la norme euclidienne). On note uy = sgpwg
pour tout £ € N. Il suffit de montrer que s — s et wp —> w. On vérifie d’abord que
U(FE) est compact. (wi)r admet une valeur d’adhérence w. Soit ¢ une extractrice telle que
We(k) — Woo- Alors sy — uwl, et donc se = uwy! € ST(E). Or, s4 est inversible par
composition, donc s., € ST(F). Ainsi, u 8’écrit u = SeoWoo avee soo € STT(E) et we € U(E).
Par injectivité de ’application que nous étudions, la valeur d’adhérence w est unique, et donc
(wg)r converge. Il en est alors de méme pour (sg)x, et nous avons montré la continuité de
I’application réciproque.

O

Corollaire 5.3.1. Soit E un espace euclidien, et G un sous-groupe compact de GL(E) conte-
nant O(E). Alors G = O(E).

\

Démonstration. Soit g € G. On écrit g = sow avec (s,w) € STH(F) xU(E). Onaw € O(F) C G.
Ainsi, s € G et s~ € G. Or, la famille (s*)gcz est bornée car G est compact. Mais puisque (s*)ren
est bornée, s n’a pas de valeur propre de module strictement plus grand que 1. Un méme argument
sur s~ 1 montre que les valeurs propres de s sont exactement de module 1. Puisque que s € ST (F),

on en déduit que toutes les valeurs propres de s valent 1, et donc s = idg.
O

Corollaire 5.3.2. Deux matrices réelles sont orthogonalement semblables si et seulement si
elles sont unitairement semblables.

Corollaire 5.3.3. Soit E un espace euclidien. L’enveloppe conveze de O(E) est la boule unité
de Z(E) (pour la norme subordonnée a la norme euclidienne).

. J

Démonstration. Soit B la boule unité de Z(E) et C I'enveloppe convexe de O(E). On a déja C C B
car la boule unité est convexe, et les éléments de O(F) sont de normes 1. Montrons maintenant
I’inclusion réciproque. Une premiére remarque est que

C={veZ(E)|Vpe L, Ige (n), pov<gouv}
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Chapitre 6

Représentations et théorie des caracteéres

6.1 Représentations linéaires des groupes finis

Dans cette section, K désigne un corps et G un groupe.

6.1.1 Représentations de groupes

Définition 6.1.1 (Représentation linéaire). On appelle représentation linéaire de G la
donnée (V,p), ou V est un K-espace vectoriel et p : G — GL(V) est un morphisme de
groupes.

Remarque. Une représentation de G est une action par applications linéaires. On transforme
chaque élément du groupe G en une endomorphisme de V. On pourra par exemple noter g - x =
p(g)(x), pour g € G, et x € V.

Définition 6.1.2 (Degré d’une représentation). Soit (V, p) une représentation de G. Si 'V est
de dimension finie, on appelle dim V' le degré de la représentation.

Exemples.
— Si V =Ket p(g) = idg pour tout g € G, (V, p) est la représentation triviale.
— Si V est un K-espace vectoriel, (V,idgp,y)) est une représentation de GL(V).

— Une représentation de degré 1 de G est équivalent a la donné d’un morphisme G — K*.

— Soit n € N*. Si G = Z/nZ, alors (K, p) est une représentation, ot p(k) = w* (avec w une racine
n-iéme de l'unité de K).

— Si (V, p) est une représentation d’un groupe G et si H est un sous-groupe de G, alors (V, p|,,)
est une représentation de H.

— Soit V' = K[G] un espace vectoriel possédant une base indexée par G, (eg)geq. On peut définit
I'action p par p(g)(en) = egn pour tout g,h € G.

— Plus généralement si G opére sur un ensemble X, on peut définir une représentation de G par
K&)', On peut définir p(g)(1,) = 1., pour tout (g,2) € G x X, ce qui est suffisant puisqu’on
définit p(g) sur la base canonique de KX,




6.1. Représentations linéaires des groupes finis

Définition 6.1.3 (Morphisme de représentations). Soient (Vi,p1) et (Va, p2) des représen-
tations de G. On appelle morphisme de représentations de Vi vers Vo une application
linéaire f € £(V1,Va) telle que :

Vg € G, fopi(g) = p2g)o f.

Notation. On dit aussi que f est G-équivariant. On note Homg(V, V2) Pensemble des mor-
phismes de représentations de V7 vers Vo. On définit aussi la notion d’isomorphisme, d’endomor-
phisme, et d’automorphisme de représentations.

Exemples.
— Les homothéties sont des morphismes de représentations.
— Soit f € GL(V), et p: G — GL(V), g — fop(g)of~t. Alors, (V,p) est une représentation,
et f est un isomorphisme de (V, p) dans (V, p).

— Soit (V, p) une représentation de G, x € V, et (eg)gec une base de K[G]. L’application f :
K[G] — V, eg — p(g)(x) est G-équivariant.

Définition 6.1.4. Soit (V, p) une représentation de G. On appelle sous-représentation de G
la donnée d’un sous-espace vectoriel W C V' stable par p(g) pour tout g € G.

Exemples.
— {0y} et V sont des sous-représentations de V.

— Supposons G abélien et V' = C". Les p(g) ont une droite stable commune, donc V' contient
une sous-représentation de dimension 1 (car pour tout g,h € G, p(g) o p(h) = p(h) o p(g)).

— Si f1: (Vi,p1) — (Va, p2) est G-équivariante, alors ker f et Im f sont des sous-représentations.

— Soit p : G — GL(KW®)) la représentation donnée par g - e; = ey, Elle contient contient
comme sous-représentation les sous-espaces Vect{e, |w € Q} ou § est une orbite (ou une
réunions d’orbite).

6.1.2 Reépertoire des représentations classiques

-

Proposition 6.1.1. Soit (V, p) une représentation et W une sous-représentation. Alors, V/W
est muni d’une structure naturelle de représentation de G par

g-m(z) = (g )

pour tout g € G et x € V, ouw : V. — V/W est la projection canonique. De plus, m est
G-équivariante.

\

Démonstration. Pour tout g € G, W est stable par p(g) € £ (V). Le morphisme p(g) induit donc
bien un endomorphisme rho(g) sur V/W en passant au quotient. Ce morphisme vérifie bien que
pour tout x € V,
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par propriété du quotient. De plus, p est bien un morphisme puisque p ’est. Enfin, on a bien pour
tout (g,z) € G x V,

g-m(z) =m(g-x)
ce qui signifie exactement que 7 : (V, p) — (V/W,p).

O
Définition 6.1.5. Une représentation (V,p) est dite étre une somme directe de sous-
représentations s’il existe Wi, ..., W, des sous-représentations de V telles que
T
V=W
i=1
Exxemple. Soient Vi,...,V, des représentations de G. On muni V = V; x --- x V,. de l'action

définie pour tout (z1,...,x,) € V par

g (21, z0) = (g 215, 9" Ty).

Cette représentation est somme directe des sous-représentations W; = f;(V;) ou pour tout z; € V;,

fi(zi) = (0,...,0,2;,0, ...,0) € {0} x V; x {0}"%.

Proposition 6.1.2. Soit (V,p) une représentation de G. Alors, V* peut étre muni d’une
structure naturelle de représentation par

(9-¢)(x) =g~ - x)
pour tout g € G, ¢ € V*, et x € V. C’est-a-dire que p*(g) = tp(g~1) pour tout g € G.

Proposition 6.1.3. Soit (V1,p1), (Va, p2) des représentations de G. Alors, Vi & Vo peut étre
muni d’une structure naturelle de représentation de G par

g-(1®x2) = (9-71) ® (9 72)

pour tout g € G, et (x1,x2) € Vi x Va. Cest-a-dire : (p1 ® p2)(g) = p1(g) ® p2(g), pour tout
geQG.

Proposition 6.1.4. Soit (Vi,p1), (Va, p2) des représentations de G. Alors, £ (Vi,Va) peut
étre muni d’une structure naturelle de représentation de G par

Vg € G, Vuec L(Vi,Va),Vz € V1, (g-u)(z) =g- (u(g™" - z)).
C’est-a-dire : (p1 @ p2)(g) = p1(g9) ® p2(g), pour tous g € G.
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Proposition 6.1.5. Soit (Vi,p1), (Va, p2) des représentations de G de dimensions finies.
Alors, lisomorphisme naturel

ViV, — 2Z(V, W)
i — W

Rx —
o1© 22 r1 — ¢1(x1)2

mduit un isomorphisme entre les représentations correspondantes.

6.1.3 Théoréme de M ASCHKE

Dans cette sous-section, on suppose G étre un groupe fini et les représentations de degrés finis.
On suppose de plus que le corps de base est C.

Lemme 6.1.1. Soient (Vi,p1), (Va, p2) des représentations de G de degrés finis, avec G un
groupe fini, et soit f € £ (V1,Va). L’application

fgt i — V:QL
xr — @ng(gilx)

geG

est G-équivariante.

\. J

Démonstration. Soit g € G. Montrons que fg o p1(g) = p2(g) o fi. Soit x € Vi, on a

foln(@@) = g 3 bt mlo)a)
heG
= S b (h ) (@)
’G| heG
_ Kl;' > ghf(pr((gh) " 9) (=)

heG
1

= 9@ Z hf(pr(h)~!(x))
1 heG
= 915 2 M (h7'2) = pa(9)(fa(x)
| ‘ heG
ou le passage de la troisiéme a la quatriéme ligne s’est effectué via le changement de variable (bien
str bijectif) h +— gh.
O

Remarque. Le lecteur habitué a la théorie des actions n’aura aucun soucis pour écourter cette
démonstration et éviter les détails superflus.
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Théoréme 6.1.1 (MASCHKE). Soit (V, p) une représentation de degré fini de G, avec G un
groupe fini. Soit W C V une sous-représentation de G. Il existe une unique sous-représentation

W' CV de G telle que

V=waeW.

\. J

Démonstration. Soit F' un supplémentaire de W dans V| et soit p la projection sur W parallélement
a F. Soit enfin pg 'application G-équivariante associée & p comme définie dans le lemme précédent.
Puisque p(V) C W et que W est une sous-représentation de G, on en déduit que pg(V) C W. De
plus, on remarque que pg(z) = x pour tout x € W, ce qui permet au final d’affirmer que pQG = pg
(puisque p(V) C W). Ainsi pg est un projecteur. On pose alors W’ = ker pg et alors, puisque pg
est un projecteur, on a

V=waeW.

Exemple. Soit G = Z/nZ.

Toute représentation de Z/nZ est somme directe de sous-représentation de degré 1. En I'occu-
rence, les représentations de degré 1 sont les p, : k — w” avec w une racine n-iéme de 1'unité.
Alors,

Cz/mz)= @ po.

w€UR(C)

6.1.4 Décompositions en sous-espaces irréductibles

On supposera encore que GG est un groupe fini, dont V' est une représentation sur C de degré fini.

Définition 6.1.6. Soit G un groupe fini, et (V, p) une représentation finie sur C. On dit que
V' est irréductible si ses seules sous-représentations sont {Oy } et V.

Exemples.
— Les représentations de dimension 1 sont irréductibles.
— Si G est abélien, ses représentations sont tous de dimension 1.

— L’hyperplan d’équation x1 + - - - +x, = 0 est une sous-représentation de la sous-représentation
naturelle &,, — C.

Proposition 6.1.6. Soit (V,p) une représentation fini sur C de G, un groupe fini. Alors V'
se décompose en somme directe de sous-représentations irréductibles : il existe Vi,...,V, des
sous-représentations irréductibles de (V, p) telles que

v
i=1
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Démonstration. Appliquer une récurrence forte sur n = deg V' en utilisant le théoréme de MASCHKE.
O

Lemme 6.1.2 (SCHUR). Soit G un groupe fini, et V1, Vo des représentations sur C de degrés
finis. Si V1 et Vo sont irréductibles.

(i) Si Vi et Va sont isomorphes, alors Homg(Vi, Va) est isomorphe a C.
(i) Si Vi et Vo ne sont pas isomorphes, alors Homg(V1, Va) = {021 v, }-

. J

Démonstration. Soit f : Vi — V5 une application linéaire G-équivariante non nulle. Alors, ker f
est une représentation distincte de Vi, donc par irréductibilité ker f = {Oy; } et f est injective. De
la méme maniére, on observe que Im f = V5 et f est en fait un isomorphisme. Cela montre alors
que si V1 et V5 ne sont pas isomorphes, nécessairement f est nulle. Supposons maintenant Vi et
Vs, isomorphes. Quitte & étudier g~ o f ot g : Vo — Vi est un isomorphisme, on peut supposer
Vi=Va.

Soit A € C une valeur propre de f. Alors, f — Aidy; est un endomorphisme de représentations
de Vi. Or, son noyau étant une sous-représentation de Vi, on a nécessairement que f = Aidy;.
Réciproquement, on vérifie que les homothéties sont bien G-équivariantes, ce qui démontre que
Homg(V4,Va) = Cf.

O

Proposition 6.1.7. Soit V et W des représentations finies sur C d’un groupe fini G. Si W
est irréductible, alors dim(Homg (W, V) est le nombre de facteurs isomorphes apparaissant
dans une décomposition de V' en somme de sous-représentations irréductibles.

Démonstration. O

Notation. L’entier dim Homg(V, W) s’appelle la multiplicité de W dans V. Elle est notée py,v.

e 1

Corollaire 6.1.1. Soit V' une représentation de G. On a

V @ Worw,v
wcv

irréductible

Remarque. Il faut bien comprendre ici que pour chaque W C V irréductible tel que pw,v # 0, il
apparait dans la décomposition exactement uw, espaces irréductibles tous isomorphes a W.

6.1.5 Exemple : le groupe diédral

Soit n € N*. Le groupe diédral D,, est engendré par r et s ou r est une rotation d’angle 27”
et s la réflexion d’axe horizontal, ce qui assure que srs = 1. Soit alors (V, p) une représentation
irréductible de D,,. On note R = p(r) et S = p(s). Soit & € V un vectuer propre pour R associé a
la valeur propre w. On a alors Rz = wx, et on en déduit que w™ = 1. Ainsi, R(Sx) = %Sm. On en
déduit que Vect(z, Sz) est stable par p(r) et p(s) donc que Vect(z, Sz) est une sous-représentation
de V. Or, V étant irréductible, on a V' = Vect(z, Sx).
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— SidegV =1, alors Sz = £z, et alors w? = 1 (donc w = 1 si n est impair, et w = +1 si n est
pair).
— SidegV =2, alors w € {—1,1}, et alors, si B = (z,Sz),

(g 1?w> “ <(1) (1)>

6.2 Théorie des caractéres

6.2.1 Caractéres

Définition 6.2.1. Soit (V, p) une K-représentation de degré fini de G. On appelle caractére
de la représentation V' ’application

XV . G — K
g — Tr(p(g)).

Propriétés et exemples.
— SiV =V alors yy = xv.
— On a yy(eg) = degV ou 1g désigne le neutre du groupe G.
— SiV=@;_, Vi alors xy => ., Xv;-
— SidegV =1, xyv = p.
— Pour tout W CV, xyyw + xw = xv-
— Pour tout g € G,

|G| sig=lg,
XK[G] (9) = { 0 sinon.

— Soit V' une représentation irréductible de degré 2 du groupe diédral D,,. Alors,

xv(r) =2R(w) et xv(s)=0.
— Si K=C, alors xy+ = Xv.
— Si K =C, alors X2,y = XVXV'-

6.2.2 Caractéres irréductibles

On suppose maintenant que G est fini, K = C, et que les représentations sont de degré fini.
Commengons cette sous-section par ’observation suivante.

Xv= Y Hwyxw

wcv
irréductible

Une interrogation naturelle sera ici de se demander s’il est possible de retrouver les pyy a partir
de la seule donnée de xy .
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Définition 6.2.2. Un caractére est dit irréductible s’il est le caractére d’une certaine repré-
sentation wrréductible.

Lemme 6.2.1. Soit V' une représentation de G et soit
Ve ={zeV|Vg€QG, gr=x}
l’ensemble des points fizes de l'action de G sur V. Alors, Uapplication
p:|V — V1
T —> @ Z gz

geG

est un projecteur sur %45

\

Démonstration. On observe d’abord que p est bien linéaire ! Soit € V. Si z € V& alors clairement
p(z) = x. Si maintenant x € V, alors on observe en réindexant que pour tout g € G, p(z) = gp(z),
ce qui signifie que p(V') € V& et donc que p est bien un projecteur sur VE,

O
Corollaire 6.2.1. Soit V une représentation de G. Alors,
e 1
dim V™ = — Zx(g).
Gl =2
Démonstration. Puisque p est un projecteur, rg(p) = Tr(p).
O

Exemple. SiV =C[G], V¢ = Vect(eg)gea-

6.2.3 Orthogonalité des caractéres

On munit Pespace de fonctions C& du produit scalaire défini pour tout fi, fo : G — C par

<f1|f2>:|61;,2f1<gm<g>.

geG

Lemme 6.2.2. Soient V; et Va des représentations de G. On munit £ (Vi, Va) de sa structure
naturelle de représentation de G. Alors,

Homeg(V1, Vo) = Z(Vi, V2)C.

1. sans oublier de se convaincre que V¢ est bien un sous-espace vectoriel de V.
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Démonstration. Soit f € £ (Vi, V). On remarque que f € Homg(Vi, Va) si et seulement si f est
G-équivariante, i.e si pour tout g € G,

p2(g) o f = fopi(g).

Cela est encore équivalent & pa(g) o fopi1(g)~t = f,i.e que g- f = f pour tout g € G au sens de la
représentation de G par Z(Vi, V3).
O

Proposition 6.2.1. Soient Vq et Vo des représentations de G. Alors,

dim Home(V1, V2) = (x| xva ) -

Démonstration. On a
dim(Homg (V1, Va)) = dilmf(Vl,VQ)G
= @ ZX.,?(Vl,Vz)(g)
1 geG
@ Z X (g)XVQ(g) = <XV1 ’XVQ > .
geG

Corollaire 6.2.2. Les caractéres irréductibles de G forment une famille orthonormée.

Remarque. Si

= @ WErwY - alors (xv | xv ) = Z U%/V,V'

wcv wcv
irréductible irréductible

Corollaire 6.2.3. Une représentation V' de G est irréductible si et seulement si { xv | xv )
1.

6.2.4 Application a la représentation réguliére

Soit G un groupe fini, et V = C[G] sa représentation réguliére.

Proposition 6.2.2. Soit W une représentation irréductible de G. Alors, { xw | xv ) = deg W.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que xy(g) = 0si g # 1g, et xv(g) = |G| sinon.
O
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Corollaire 6.2.4. On a

V= @ W@degW.
wcv

irréductible

Corollaire 6.2.5. On a

Gl= ) (degW).

wcv
irréductible

6.3 Fonctions centrales

6.3.1 Caractéres et fonctions centrales

Définition 6.3.1. Soit G un groupe. On appelle fonction centrale sur G toute application
f: G — C invariante par conjugaison, i.e que pour tout g,h € G,

flghg™") = f(h).

Exemples.
— Les indicatrices de classes de conjugaisons sont des fonctions centrales.

— Les caractéres de représentations sont des fonctions centrales.

Proposition 6.3.1. Les caractéres irréductibles forment une base orthonormée de [’espace
des fonctions centrales.

Démonstration. La famille des caractéres irréductible est nécessairement libre puisqu’elle est ortho-
normeée.

O]

6.3.2 Table de caractéres
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