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Chapitre 1

Nombres premiers et critéres de
primalité

1.1 Critére de FERMAT

7

Théoréme 1.1.1. Un entier n > 2 est premier si et seulement si Z/nZ est un corps.

Remarques.

— Que n soit premier ou non, un élément a € Z/nZ est inversible si et seulement si aAn = 1.
On a donc
(Z/nZ)* ={ae€Z/nZ|aNn=1}.
On définit l'indicatrice ’EULER en n comme le cardinal de (Z/nZ)*.

— (Z/nZ)* est un groupe pour la multiplication.

Théoréme 1.1.2. Sin est un nombre premier, alors pour tout a € [1,n — 1],

n—1 _

a 1 mod n.

Démonstration. Puisque n est premier, ¢(n) = n — 1. Puisque l'ordre d’un élément divise ’ordre
du groupe, on a nécessairement a" = 1 dans Z/nZ.

O

Remarques.

— L’hypothése de la primalité de n n’est pas tout a fait nécessaire. Lorsque n > 2 est quel-
conque, on a toujours a?™ =1 mod n.
— On peut s’intéresser a la contraposée : si a € [1,n — 1] est tel que a” ' # 1 mod n, alors

n n’est pas premier. Un tel élément a est dit étre un témoin de FERMAT de la non primalité
de n.

Définition 1.1.1. Un entier n > 2 est dit étre un nombre de CARMICHAEL s’il n’est pas
premier qu’il n’a pas de témoin de FERMAT.

Remarque. Les éléments de Z/nZ\ ((Z/nZ)* U {0}) sont toujours des témoins.




1.2. Critére de MILLER-RABIN

Exemple. 561 est le plus petit nombre de CARMICHAEL.

Théoréme 1.1.3. Soit n > 2 un entier qui n’est pas de CARMICHAEL. Alors, parmi les
éléments de [1,n — 1], au moins la moitié sont des témoins de FERMAT.

Démonstration. Un élément @ € (Z/nZ)* n’est pas un témoin si et seulement si @*~! = 1. Ainsi,
I’ensemble G,, des entiers non témoins est un sous-groupe multiplicatif de (Z/nZ)*. Cependant,
Gpn, # (Z/nZ)* car n n’est pas de CARMICHAEL. C’est donc un sous-groupe stricte de (Z/nZ)*
Or, |G, | divise |(Z/nZ)*|. On en conclut que |G,| < n/2.

O

Cette observation est a 'origine d’un algorithme probabiliste de test de primalité. L’idée est
la suivante. Lorsque I’on cherche & déterminer si un entier n > 2 est premier ou non, on choisit au
hasard k nombres ai,...,a; dans [1,n — 1] et I'on vérifie si oui ou non, a]~ '=1 mod n pour
tout ¢ € [1,k]. Sil'une de ces égalités modulo n est en défaut, alors n n’est pas premier. Sinon, n
est... probablement premier... ou est un nombre de CARMICHAEL. Si toutes les égalités modulo
n tiennent, alors la probabilité que n ne soit pas premier (donc de CARMICHAEL) est moindre
que 1/2F.

1.2 Critére de MILLER-RABIN

Lemme 1.2.1. Soit k un corps, et P € k[X] un polynome de degré d. Alors, P a au plus
d racine dans k.

Corollaire 1.2.1. Sin > 3 est premier, X2 — 1 a evactement 2 racines dans Z/nZ : —
et 1.

Principe de primalité de Miller-Rabin. Soit a € [1,n — 1] un nombre impair. On calcule
d’abord a™~! modulo n. Si ce n’est pas. 1 n evidemment n’est pas premier. Si a” ! =1 mod n
et si n — 1 est pair, on calcule alors a " Sia"T Z 1 mod n, on sait que n n’est pas premier.
Sia"7 = —1 mod n, on arréte et si a 21 =1 mod n, on recommence.

Définition 1.2.1. Soit n un entier impair. Un entier a € [1,n] est dit étre un témoin de
MILLER-ROBIN pour la non pmmalzte den sia® ' =1 modn, ou s’il existe k € N tel

que 281 divise n — 1, et a e =1 mod n mais a2k+1 % +1 mod n.

Théoréme 1.2.1. Soit n un entier impair. Si n n’est pas premier, alors au moins la
moitié des éléments de [2,n — 1] sont des témoins de MILLER-ROBIN.

Remarque. En fait, les trois quarts le sont.
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Chapitre 1. NOMBRES PREMIERS ET CRITERES DE PRIMALITE

Algorithme probabiliste de ROBER-MILLER. On prend en entrée un entier n impair, et
un paramétre k (entier non nul).

(i) On tire au hasard k entiers ay,...,a; € [2,n — 1].
(ii) On détermine si n est un témoin.

(iii) S’il y a au moins un témoin, alors n n’est pas premier. Sinon, on en déduit que n est
probablement premier, et la probabilité d’erreur inférieure a 1/2%.

1.3 Trouver de grands nombres premiers

Algorithme probabiliste. On prend en entrée un réel positif B et un entier £ non nul. En
sortie, on obtient un nombre probablement premier dans |B,2B].

(i) On choisit un n €]B,2B] NN au hasard.

(ii) On vérifie si n est premier avec le critére de ROBIN-MILLER (faux avec une probabilité
1/2F).

(iii) Sila réponse est que n est probablement premier, on renvoie n.

(iv) Si la réponse est contraire, on recommence ’algorithme.

Attention. S'il y a trés peu de nombres premiers! dans |B,2B] NN, la probabilité que le
nombre d’entiers renvoyés par l'algorithme qui sont en fait non premiers, pourrait étre grande.

r

Théoréme 1.3.1. Soit B > 59.

— L’algorithme ci-dessus se termine en bouclant au plus (21n B) fois en moyenne.

— Le nombre renvoyé par ’algorithme est premier avec probabilité supérieure ou €égale

a (2InB)(1 —27%)

Exemple. Si B = 10'9° alors 2In B = 4600. Si en plus k = 42, alors la probabilité de se
tromper est inférieure & 1/107.

7

Théoréme 1.3.2 (des nombres premiers). Soit P [’ensemble des nombres premiers, et
soit x € Ry. On note

m(z) = card{p € P|p < z}.

Alors,

i

Plus précisément, dés lors que x > 59,
x 1 T 3
— |1 < < —1 .
lnx< +2lnx> sm@) < nx( +21nx>

Démonstration. C’est long et difficile.

O

1. Le théoréme de TCHEBYCHEV (ou postulat de BERTRAND) assure que pour tout entier n > 1, il existe un
nombre premier p tel que n < p < 2n.
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1.4. Cyclicité du groupe multiplicatif d’un corps fini

On peut avec ce résultat démontrer le théoréme 1.3.1. Pour tout B > 59, et suffisamment
grand,

B

n(2B) = m(B) = 5——.

Ainsi, la proportion p de nombres premiers dans | B, 2B] NN vérifie p > ﬁ. Si I’algorithme tire
un nombre premier dans |B,2B]NN, le test de MILLER-RABIN va s’arréter, et affirmer que n est
probablement premier. A chaque fois qu’on tire un nouveau potentiel témoin, on a la probabilité
p de s’arréter. En moyenne, le temps d’attente pour obtenir un nombre premier est inférieur ou
égal 4 1/p < 2In B (on boucle au plus 21n B fois en moyenne).

1.4 Cyclicité du groupe multiplicatif d’un corps fini

On rappelle que si (K, +, X) est un corps, alors (K™, x) est un groupe.

Lemme 1.4.1. Soit G un groupe. Si x,y € G sont respectivement d’ordres p et q, avec p
et q premiers entre eux, et st x et y commutent, alors xy est d’ordre pq.

Démonstration. Soit d l'ordre de zy. On remarque que d divise pq car (zy)P? = zPqyP? = 1.
Montrons donc que pq divise d. On a (x) N (y) = {eg} car cette intersection est un sous-groupe
de (x) et de (y), son cardinal doit diviser p et q. Ce sous-groupe est donc d’ordre 1. L’application

p: () x(y) — G
(u,v) — uw

est un morphisme de groupe car z et y commutent. On remarque que le noyau de ¢ est trivial.
Or, (z%,y?) € ker ¢ car 2%¢ = (zy)? = 1. Ainsi, 2¢ = y? = 1, donc p et ¢ divisent tout deux d.
O

Lemme 1.4.2. Soit G un groupe abélien fini, et d le plus petit commun multiple des ordres
des éléments de G. Alors, G contient un élément d’ordre d.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que si x est d’ordre p et y d’ordre ¢ dans un
groupe G commutatif, alors il existe un élément z d’ordre p V ¢. On associe au lemme précédent
le fait qu’il est vrai pour tout p,q € N qu'il existe p’,q¢ € N tels que p’ divise p, ¢ divise g,
P ANg =1, et p'qd =pVq On ajoute aussi le fait que si z est d’ordre p et que p’ divise p, alorsr
il y a un élément d’ordre p’ : x’ 2?/P’. On en déduit que méme avec v = y?/? et alors z = z'y/
convient par le lemme auxiliaire.

O

Théoréme 1.4.1. Soit K un corps fini de cardinal q. Alors, K* est un groupe cyclique
de cardinal ¢ — 1. Autrement dit, K* est isomorphe a Z/(q — 1)Z. Plus généralement, si
K est un corps quelconque, et que G C K* est un sous-groupe multiplicatif fini, alors G
est cyclique.
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Chapitre 1. NOMBRES PREMIERS ET CRITERES DE PRIMALITE

Exemples.
— Pour tout entier p premier, Z/pZ est un corps, et alors (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

— Si K =C, et si G =U, le groupe des racines n-iémes de 'unité, alors le théoréme affirme
(et confirme) que G est cyclique.

Démonstration. Rappelons quun polynéme P € K[X] de degré d a au plus d racines dans K.
On démontre la seconde formulation (plus générale) du théoréme. Soit G C K* un sous-groupe
fini. Soit d le plus petit commun multiple des ordres des éléments de G. Pour tout z € G, z¢ = 1.
car d est multiple de I'ordre de . Or, X? — 1 € K[X] a au plus d racines, donc |G| < d. Selon
le lemme précédent, il existe un xy € G d’ordre d. On a donc (zg) = d, donc |G| > d. On en
conclut que |G| = d, et que xg est un générateur de G.

O

[ Corollaire 1.4.1. Pour tout entier p premier, (Z/pZ)* est cyclique.
Remarque. Il n’est pas facile d’en trouver un générateur.
1.5 Structure de (Z/nZ)*
1.5.1 Lemme chinois et conséquences

Théoréme 1.5.1 (lemme chinois). Soient a,b € N des entiers premiers entre euz. Alors,

lapplication naturelle

Qop: Zj/abZ — 7Z/aZ x Z/bZ
[#las — ([2]a; [2]b)

est un isomorphisme d’anneaux.
Exemple. @577([23]35) = ([3]5, [2]7)
Démonstration. 11 est clair que c’est un morphisme d’anneau. Soit maintenant & = &, et

[z]ap € ker ®. On a donc ([z]a, [z]s) = (0,0). Alors, a et b divise z. Or, puisque a et b sont
premiers entre eux, on a nécessairement [z],, = 0. Ainsi, ® est injectif. On conclut en remarque
que |Z/abZ| = ab = |Z/aZ x Z]VZ)|.

O

Remarque. On peut calculer des antécédents par ® = @, grace au théoréme de BEZOUT.
Soit u et v € Z tel que au + bv = 1. On a

(I)([au]ab) = (Oa 1) et (I)([bv]ab) = (1’0)'

Ainsi, 'antécédent de ([z]q, [x]p) € Z/aZ x Z/VZ par ® est [xbv]qp + [yau]qp-
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1.6. Faits de base sur les groupes cycliques, applications aux racines de 'unité et a (Z/pZ)*

Corollaire 1.5.1. Si aq,...,ar sont des entiers premiers entre eur deux & deuzx, alors si
n=aj---ag.

ZInL =7Z)aZ X - - - X L]apZL.

En particulier, sin € N se décompose en facteurs premiers sous la forme n = p{* - ‘pzk,
alors

Z/nL = ZL[pP L X - - - X LppF L.

Corollaire 1.5.2. Si n € N se décompose en facteurs premiers sous la forme n =
Pt DRk, alors

Z/nZ)* = (Z)pPZ)* % -+ x Z/pr* .
1 k
Ainsi,

p(n) = (p1") - p(pp*)-

1.5.2 Etude de (Z/p*Z)*

Lemme 1.5.1. Soit p un nombre premier, et « € N*. On a

(p(pa) —_ pa _pa—l _ pa—l(p . 1).

Démonstration. 11 suffit de trouver le cardinal de {k € [0,p® — 1] | k Ap®* = 1}, i.e le nombre de
multiplie de p dans [0,p* — 1] : il y en a p® — p®~1L.
O

Théoréme 1.5.2. Soit p premier, et « € N*. Le groupe (Z/p*Z)* est
— cyclique si p > 3. Il est alors isomorphe a (Z/p (p*) Z,+).
— trivial sip=2 et aa=1.
— isomorphe a Z/2° 27 x ZJ2Z sip =2 et a > 2.

1.6 Faits de base sur les groupes cycliques, applications aux ra-
cines de 'unité et a (Z/pZ)*

Lemme 1.6.1. Soit U, un groupe cyclique d’ordre n engendré par ag.
(i) Pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous groupe Uy de cardinal d, tel que
d
Ua = {ag'")-
(ii) On a Uy = {x| 2% =1} = kereg ot l'on a posé eq : Uy, — Uy, x — 2.

(ii)) On a Ug =TImey, /4.
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Chapitre 1. NOMBRES PREMIERS ET CRITERES DE PRIMALITE

Démonstration. Soit Uy un sous-groupe de cardinal d. Alors, Uy C kereg. Mais Im(gq) =
(ad), qui est de cardinal n/d. Ainsi, |kerey = |U,|/|Imey| = n/(n/d) = d. Ainsi, Uy =
ker(g4). On a donc démontré 'unicité dans () ainsi que le point (i7). Pour le point (4i7),
remarque que ag/ 4 est d’ordre d, donc Uy = (ag/ d) =Ime, /4.

O
Théoréme 1.6.1. Dans ce groupe cyclique Uy, il y a exactement p(n) éléments d’ordre
n.
Démonstration. On identifie U,, a (Z/nZ,+). Soit = € U,,. Alors,
zest dordren <= (z)= (1)
<~ dkeN, kr=1 modn
<~ z€(Z/nZ)*.
O

Corollaire 1.6.1. Si K est un corps et posséde une racine primitive n-iéme de ['unité
(i.e un élément d’ordre n dans le groupe multiplicatif), il y a alors exactement o(n).

Démonstration. Si K a une racine primitive n-iéme de I'unité, alors il engendre le groupe des
racines n-iémes de I'unité est un groupe cyclique d’ordre n (noté U,, au hasard). On a montré
que U, a exactement ¢(n) éléments d’ordre n.

O

Corollaire 1.6.2. Soitn € N*. On a

n= ng(d).

d|n

Démonstration. Soit U, un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout d diviseur de n, on note U}
'ensemble des éléments d’ordre d. Alors, les U}, partitionnent Uy, i.e,

Un=| U
dn
et donc

n= Z(p(d).

dln

Lemme 1.6.2. Soit k € [1,n]. On a

keregr = keregnn = Ugpn

et
Im&?k = Imak/\n = Un/(k/\n)

ALGB 11



1.6. Faits de base sur les groupes cycliques, applications aux racines de 'unité et a (Z/pZ)*

Corollaire 1.6.3 (fondement du symbole de LEGENDRE). Soit K un corps de cardinal q,
ac€ K" etkeN*. Onposed=kA(qg—1).

. {14 | . o . .91
(i) L’élément a posséde une racine k-ieme dans K si et seulement si a™a@ = 1.

59 ] . g 2 -3 !
(i) Si q est impair, a est un carré si et seulement si a2 = 1.

Démonstration. On remarque que (7) implique clairement le point (7). On montre donc unique-
ment le premier point. On note U, = K* avec n = ¢ — 1. L’élément a a une racine k — ime si et

seulement si

a€lmep =Imey =U, )y < al =1 & o'T =1.
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Chapitre 2

Généralités sur les anneaux, idéaux, et
corps

2.1 Définitions

7

Définition 2.1.1. Un anneau (commutatif) est la donnée d’un triplet (A,+, %) tel que
(A, +) est abélien, x est une loi de composition interne commutative, associative, distri-
butive, et posséde un élément neutre.

Remarques.

— On note 04 le neutre additif et 14 le neutre multiplicatif. Ils peuvent potentiellement étre
égaux (et alors A ={04}).

— Un anneau n’est pas nécessairement commutatif. On supposera cependant dans ce cours
que les anneaux le sont tous.

— Il n’est pas non plus toujours demander qu’il existe un neutre multiplicatif. Un anneau
possédant un tel neutre est parfois appelé anneau unifére (ou unitére). Les anneaux le
seront tous dans ce cours.

Exemple. Z, Q, R, C, Z[i], Z/nZ, Z]X], R[X], C[X], Z/nZ]X], A[X] et A[X],...,X,] pour

tout anneau A, AxX pour tout anneaux A et B.

Définition 2.1.2. Un anneau A est dit intégre s’il est n'est pas réduit a {04} et que pour
tout a,b € A, ab =0 impose que a =0 ou b = 0.

Remarque. Un anneau produit n’est en général pas intégre. Par exemple dans A X B ou A et
B sont des anneaux quelconques,

(1,0) x (0,1) = (0,0).

2.2 Groupe multiplicatif

Définition 2.2.1 (inversibilité). Un élément x € A est dit inversible s’il existe y € A tel
que xy = 14. On note A* l’ensemble des éléments inversible de A.




2.3. Morphismes

Exemples. 7Z* ={-1,1}, R* = R*.

[ Définition 2.2.2. Un corps K est un anneau tel que 04 est le seul élément non inversible.

Remarques. Tout corps est intégre, et tout sous-anneau d’un corps est intégre.

Théoréme 2.2.1. A partir d’un anneau intégre, on peut construire son corps de fraction
Frac(A). C’est un corps qui contient A comme sous-anneau et tel que tout élément de
Frac(A) s’écrit sous la forme ¢ avec a,b € A et b# 0.

Démonstration. Soit ~ la relation d’équivalence sur A x (A\{04}) définie pour tout (a,b), (c,d) €
A x (A\{04}) par
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc.

On pose alors Frac(A) = (A x (A\{04}))/ ~. On note ¢ (ou a/b) la classe d’équivalence de
(a,b) € A x (A\{04}) dans Frac(A). On définit

a ¢ ad-+be

ac

b d  bd b d  bd
On vérifie que Frac(A) est bien un corps. Enfin, on plonge A dans Frac(A) via l'injection A —
Frac(A), a — a/14 (on notera a = a/14 dans Frac(A4)).

O

Proposition 2.2.1 (propriété universelle de Frac(A)). Si f : A — K est un morphisme
d’anneauz injectif ou K est un corps, alors f s’étend de maniére unique sur Frac(A) en
un morphisme d’anneau F en posant F(a/b) = f(a)/f(b).

2.3 Morphismes

7

Définition 2.3.1. Soient A et B des anneauz. Un morphisme d’anneaux f: A — B est
une application telle que

(i) pour tout x,y € A, f(x +y) = f(x)+ f(y) et f(zy) = f(x)f(y);
(i) f(1a) =1p.

Remarques.

— On demande & un morphisme d’anneau que f(14) = 1p car ce n’est pas automatique, et
qu’on s’évite ainsi des cas pathologiques.

— Im f est un sous-anneau de B. En revanche, ker f n’est (en général) pas un sous-anneau
de A. C’est ce fait qui justifiera la définition des idéaux.

Proposition 2.3.1 (morphisme d’évaluation (ou de substitution)). Soit f : A — B
un morphisme d’anneaux et vy € B. Alors, il existe un unique morphisme d’anneauz
¢ : A[X] — B qui coincide avec f sur A, et telle que ®(X) = xg.
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Chapitre 2. GENERALITES SUR LES ANNEAUX, IDEAUX, ET CORPS

Remarque. Pour tout P = ZZ:O arX* € A[X],
d
O(P) = flar)zo".
k—

0

Proposition 2.3.2 (morphisme d’évaluation (ou de substitution), version en n variables).
Soitn € N* et f: A — B un morphisme d’anneaux et x1,...,x, € B™. Alors, il existe
un unique morphisme d’anneaur ® : A[Xy,...,X,]| — B qui coincide avec f sur A, et
telle que ®(Xy) = x pour tout k € [1,n].

Remarque. Pour tout P(X1,..., Xp) =Y, onn @k Xy oo Xhm € A[X, ., X,

P = Y flaky, g2

(il,...,in)EN"

Proposition 2.3.3. Pour tout anneau A, il existe un unique morphisme d’anneaux de Z
vers A.

Remarque. Ce morphisme 4 est défini pour tout n € N par pa(n) =n-14 =3 ", 1a.

Définition 2.3.2. Soit o4 l'unique morphisme de Z vers A. On appelle caractéristique
de A l'unique entier n € N tel que ker p4 = nZ.

Remarques.

— A est de caractéristique nulle si et seulement si @ est injectif. Si A est de caractéristique
nulle, alors Z se plonge dans A et donc A est nécessairement infini.

— Si A est intégre, alors sa caractéristique est 0 ou un nombre premier.

Proposition 2.3.4. Soit ¢ : A — B un morphisme de groupe. Alors, p(A*) = @(B*).
Ainsi, pjax + A — B> est un morphisme de groupes.

Observation. Soit K est un corps et A un anneau non nul. Alors, tout morphisme de K vers
A est injectif. En effet, si € K*. Ainsi x est inversible, donc ¢(z) aussi, et nécessairement
o(x) # 04 (car A est non nul). On en déduit que ker p = {0k }.

2.4 Noyaux et idéaux

Nous avons déja remarqué pour tout morphisme d’anneau ¢ : A — B que Im g est un
anneau, mais par ker ¢ l'est rarement. Cela justifie la définition d’une nouvelle sous-structure
dans les anneaux.

Définition 2.4.1. Soit A un anneau, et T C A. T est dit étre un tdéal de A, si I est un
sous-groupe additif, et s’il est absorbant, i.e que AI C I.
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2.5. Anneaux quotients

Formulation équivalente. On peut aussi définir un idéal comme un sous-ensemble de Z, tel
que Z est un sous-groupe additif de A stable par combinaison linéaire & coefficients dans A, i.e
que pour tout (z1,...,z,) € Z" et (a1,...,a,) € A", on a

n
Z a;x; € T.
=1

Remarques.

— Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux, alors pour tout idéal J de B, ¢~ 1(J) est un
idéal de A.

— En particulier, ker ¢ est un idéal de A.

— Si ¢ est surjectif, alors pour tout idéal I de A, ¢(I) est un idéal de B.

Idéal engendré. Soit A un anneau. Soit P une partie de A. On appelle idéal engendré par A
le plus petit idéal (P) de A contenant P. C’est I'intersection de tous les idéaux de A contenant
P.

— Lasomme de deux idéaux est un idéal : si Z et J sont des idéaux de A, alors Z+J = (ZUJ).
— Soit x € A. Alors, ({zx}) = zA. On note cet idéal (x) ou encore ().

— Sixy,...,zy € A, alors (a1,...,an) =1 A+ -+ x,A.

Proposition 2.4.1. Soit A un anneau et T un idéal de A. Alors,

IT=A<+= 14€ < INA* #02.

2.5 Anneaux quotients

Comme avec les groupes, on veut s’intéresser a la possibilité de créer des anneaux de quotients.
Cependant, on ne peut pas quotienter un anneau par n’importe quoi pour espérer obtenir un
autre anneau. Les idéaux vont justement étre la réponse & ce probléme.

Soitt A un anneau, et Z un idéal de A. Soit ~7 la relation d’équivalence définie pour tout
(z,y) € A2 par

r~rY = x—yEel

On notera [z] = z +T la classe d’équivalence d'un élément z € A, et m: A — A/T la surjection
canonique.

Théoréme 2.5.1. Soit A un anneau et I un idéal de A. Il existe une unique structure
d’anneauz sur AJZ telle que w soit un morphisme d’anneau de noyau I.

Remarque. Avec cette structure, [z] + [y] = [z + y] et [z][y] = [zy] pour tout z,y € A.
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Théoréme 2.5.2 (propriété universelle du quotient). Soit A et B des anneauz, p : A —
B un morphisme d’anneauz, et T un idéal de A tel que T C ker . Alors, il existe un unique
morphisme d’anneaur ¢ : AJT — B tel que ¢ = @ o mw. Autrement dit, le diagramme
sutvant commute.

A—— B

Si T = ker ¢, alors ¢ est injectif.

Théoréme 2.5.3 (d’isomorphisme). Il existe un isomorphisme de A/T vers ¢(A) :

A/ = p(A).

Lemme 2.5.1 (correspondance). Soit A un anneau, Zo un idéal de A, et m: A — A/Ty.
1l existe une correspondance bijective entre les idéaux de A contenant Ly vers les idéaux
de ATy, de mécanisme T — (L), et de mécanisme inverse J — 1 H(J).

Remarque. SiZ et J sont deux idéaux (respectivement de A et A/Zy), alors

AT = (A)1y)/T.

2.6 Interprétation du quotient comme “ajout de relation”, adjonc-
tion d’élément

2.6.1 Idée

Soit A un anneau et x,y € A des éléments. On veut construire un autre anneau dans lequel
on aurait 2y? — 322 +57 = 0. En fait, 'anneau A/(2y? — 322 + 57) est un anneau dans lequel les
images 7 = 7(z) et § = w(y) vérifient 25? — 372 + 57 = 0.

Exercice. On choisit A = Z, et (z,y) = (5,7). On veut pouvoir écrire z2 = 2y. On a
Z)(x? — 2y) = Z/117Z.

Effectivement, on observe que dans Z/11Z, 5% = 2 x 7 (= 3).

Exercice. Montrer que pour tout anneau A et (x,y) € A,
(A/{x))/y = A/{z,y).

2.6.2 Adjonction d’éléments

Soit A un anneau. On veut ajouter & A un élément « tel que o? = 1, ou plus généralement
tel que P(a) = 0 pour un P = ZZ:O arpa® € A[X] donné. Pour cela, on construit un nouvel
anneau. On pose
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2.6. Interprétation du quotient comme “ajout de relation”, adjonction d’élément

A = AIX]/(P(X)).

On pose o = X I'image de X dans le quotient A. Cet élément est bien tel que Q(a) = 0 ot
Q@ est le polynéme dont les coefficients sont ceux de P projetés dans A, car

d d
Q(a) => are* =) aX* = P(X) =0.
k=0 k=0

On note A[a] ce nouvel anneau. La notation Aa] suggeére que Afa] contient A (ou du moins
que A se plonge dans A[a]). C’est vrai si lorsque A est intégre et deg P > 1. Le lemme suivant
nous permet de déterminer ceci en étudiant le morphisme composé (ou ¢ est 'inclusion par
injection)

Aty AIX] 2 Ala).

Lemme 2.6.1. Si A est intégre et deg P > 1, alors o i est injective.

Démonstration. Le noyau de 7 est (1) = A[X]P, i.e les multiples de 7. Or, un multiple de P est
de degré supérieur ou égal a deg P (sauf lorsque le multiplicateur est nul). Soit QP € A[X]P.
Puisque A est intégre, on sait que deg P 4 deg () = deg QP. Ainsi, le seul polynome constant
dans ker 7 est le polynéme, ce qui signifie que ker 7 est nul.

O

Exercice. Montrer que Z[X]/(X? + 1) = Z[J].

Proposition 2.6.1 (division euclidienne dans un anneau de polynémes). Soit A un an-
neau, et F, G € A[X] avec G # 0 de coefficient dominant inversible dans A. Alors, il existe
un unique couple (Q, R) € A[X]? tel que

F=GQ+R
deg R < deg G

Remarques.
— Cela ne signifie pas que A[X] est euclidien. Il I’est cependant si c¢’est un corps.

— On peut adjoindre plusieurs éléments satisfaisant des relations, par exemple en calculant

I’anneau
AX,Y, Z)(X?+1,X> +Y? + Z2 1TXY Z — 23).
Plus généralement, si aq, ..., a, € A sont des éléments tels que
Pi(ag,...,an) == Pplag,...,a,) =0
(avec Py,..., P, € A[X1,...,X,]), alors on peut construire I’anneau

A[X1, .. Xl /(Pr, .., Py
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2.7 Idéaux maximaux, idéaux premiers

On rappelle qu'un idéal Z de A est dit propre si Z # A (i.e que 14 ¢ 7).

Définition 2.7.1. Soit T un idéal de A, un anneau, commutatif. On dit que I est maximal
s’il est propre et que pour tout idéal J de A tel que T C J, alors J € {Z, A}. En d’autres
termes, T est maximal pour l’inclusion parmi les idéauzx propres.

Proposition 2.7.1. Soit T C A un idéal. Alors, T est un idéal maximal si et seulement
si AJT est un corps.

Démonstration. A/Z est un corps, si et seulement si A/T a exactement deux idéaux : {0} et
A/Z. Par le principe de correspondance, cela est équivalent a dire que parmi les idéaux de A
contenant Z, il y en a exactement deux : 771({0}) = Z et 7~ }(A/Z) = A. C’est équivalent a dire

que Z est un idéal maximal.
O

Définition 2.7.2. Soit Z un idéal de A, un anneau commutatif. On dit que T est premier
s’il est propre et que pour tout a,b € A, alors

(abeI) = (acZ)V(bel).

Proposition 2.7.2. Un idéal T est premier si et seulement si A/Z est intégre.

\

Démonstration. A/T est intégre si et seulement si pour tout a,b € A/Z, ab = 0 implique que a
ou b est nul. C’est équivalent a dire que pour tout a,b € A, ab € Z implique a € Zou b € 7.
O

Exemples.
— Les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier.

— Les idéaux premier de Z sont les pZ avec p premier, et {0}.

Théoréme 2.7.1 (KRULL). Soit A un anneau, et T C A un idéal propre. Alors, il existe
un idéal mazimal J de A tel que T C J.

Remarques.
— Il est équivalent de dire que tout anneau posséde un idéal maximal.

— En 1978, Wilfrid HODGES démontre que le théoréme de KRULL est équivalent & I'axiome
du choix dans la théorie ZF.

Démonstration. Soit U I’ensemble des idéaux propres de A contenant Z. Cet ensemble est ordonné
par I'inclusion. Soit V' C U un sous-ensemble totalement ordonné. On peut supposer V non vide
(sinon, Z est un idéal maximal et c’est fini) et soit

K=1JJ

Jev
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Alors, pour tout J € V, J C K. De plus, Z C K. Soient x1, 22 € K. Il existe J1, J2 € V tels que
x1 € Jy et ko € Jo. Puisque V est totalement ordonné, on peut supposer sans perte de généralité
que J1 C Jo. Alors, x1,x9 € Ja, et donc x1 + x5 € Jo C K. Soit maintenant a € A et z € K. 1l
existe un certain J € V tel que x € J, alors ax € J C K. On conclut que K est un idéal propre
de A (aucun J € V ne contient 14), donc K € U. Toute chaine d’'inclusion d’éléments de U est
majorée. Par le lemme de ZORN, U posséde un élément maximal.

O

[ Corollaire 2.7.1. Tout anneau non nul a un quotient qui est un corps.
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Chapitre 3

Modules

3.1 Généralités

On se donne dans cette section un anneau A.

Définition 3.1.1 (module). Un A-module est un ensemble V. muni d’une loi de compo-
sition interne + : V2 — V et d’une loi de composition externe - : A x V — V telles
que

(i) (V,+) est un groupe abélien ;

(ii) pour toutv eV, 1qg-v=uv;

(ii3) (distributivité en les vecteurs) pour tout A € A et u,v € V, AN(u+v) = Au+ Av;
(iv) (distributivité en les scalaires) pour tout \,p € A, v eV, (A+p)v = v+ pv;

(v) pour tout \,p € A, v eV, (Au)v = A\(uv).

Exemples.
— Si A est un corps, alors V' est un A-espace vectoriel.

— A™ est un anneau, lorsqu’on le munit des lois habituelles définies par

(@1, 2n) + W1, yn) = (@1 Y1, Tn + Yn),

et
Mz, .oy xn) = (Az1, .0 Axy).

— (Ezemple fondamental). Se donner un Z-module (V,+,-) est équivalent & se donner un
groupe abélien additif (V,+).

Définition 3.1.2. Soient V et V' des A-modules. On appelle morphisme de A-module
toute application f:V — V' telle que pour tout u,v €V, et \,u €V,

F O+ o) = Af(u) + pf (v).

On dit aussi que f est une application A-linéaire.

Définition 3.1.3. Soient V un A-module. On appelle sous-module tout sous-ensemble de
A stable par addition et multiplication scalaire.




3.1. Généralités

Définition 3.1.4. Soient V, V' des A-modules, et f : V — V' un morphisme de modules.
On note

ker f=f"1(0v) et Im(f)=f(V)

les ensembles respectivement appelés noyau et image de f.

Proposition 3.1.1. Le noyau et l'image d’un morphisme de A-modules sont des sous-
modules.

Définition 3.1.5. Soit V un A-module. On appelle combinaison linéaire tout élément de
V' sous la forme

ol (A1,...,An) € A" et (v1,...,v,) € V™.

Définition 3.1.6. Soit V un A-module, et soit F = (v;)ier une famille d’éléments de V.

— La famille F est dite libre si pour toute famille (\;)ier @ support fini,

(Z Aiv; = 0) — (Vie I, \=0).

i€l
— La famille F est dite génératrice si tout élément de V s’écrit comme combinaison
linéaire d’éléments de F.

— La famille F est dite étre une base si elle est libre et génératrice.

Exemples.

— Le A-module A" a pour base (appelée base canonique) la famille d’éléments (e;)1<i<p OU
ei = (ij)1<j<n.

— Si V est un A-module, et F = (v;);er une famille d’éléments de V', alors on note (F) le plus
petit A-module (pour l'inclusion) contenant F. Cet espace est I’ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de F. On le notera aussi Mdl(F) pour éviter les ambiguiteés.
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Proposition 3.1.2. Soit V un A-module et W C V' un sous-module, et soit m: V —
V/W la projection canonique.

(i) Il existe une unique structure de A-module sur VW telle que w soit un morphisme
de A-modules (on munira toujours VW de cette structure).

(ii) L’application w:V — V/W est A-linéaire, surjective, de noyau W.

i) Soit f :V — une application A-linéaire telle que C ker f. Alors, il existe

1i1) Soit V 14 pplication A-linéaire telle que W C k Al il exist
une unique application A-linéaire f : V/W — V' telle que f = f om. Autrement
dit, le diagramme suivant commute

v L Sy

A

-
s s
l =}

V/W

(iv) (théoréme d’isomorphisme). Si W = ker f, alors f est un isomorphisme de V)W
vers Im(f).

(v) (théoréme de correspondance). Il existe une correspondance bijective depuis les sous-
modules de V' contenant W vers les sous-modules de V/W , de mécanisme T —— 7(T")
et de mécanisme inverse S — w1(S).

Différences entre espaces vectoriels et modules. La différence majeure (et le prix que
I'on paye a ne plus considérer des corps) est qu’il n’y a plus nécessairement existence d’une base
dans un module. Par exemple, V = (Z/7Z)? est un Z-module. En effet, si (e;);c; est une base
de V, alors cette famille est nécessairement infini. En effet, pour tout ig € I, les ne;, sont tous
différents (pour n € Z) car si ne;, = pei,, n = p car (e;); est une base donc est libre. Il n’y a
pas non plus de notion de dimension de module, car certains ont des bases finis de cardinaux
différents. Bilan : pas de dimension chez les modules.

Une autre différence majeur est basée sur I'observation suivante. Soit K un corps et V =K
vu comme K-espace vectoriel. Alors, les sous-K-espaces vectoriels de K sont {0} et K. Mais si
V = A est vu comme un A-module, alors les sous-A-modules de A sont exactement les idéaux
de A (par définition d’un idéal). Or, nous savons que seuls les corps n’ont pas d’idéaux triviaux.
Par exemple, les sous-modules de Z en tant que Z-module sont les nZ avec n € N.

3.2 Anneaux noethériens

~

Définition 3.2.1. Un A-module V est de type fini s’il admet une famille génératrice finie.

Remarque. En particulier, un idéal I C A est de type fini (comme sous-A-module) §'il existe
Ti,...xn € [ tel que I = (x1,...,2y).

[ Définition 3.2.2. Un anneau est dit noethérien si tous ses idéaux sont de type fini.

Exemple. Un anneau principal ! (i.e un anneau intégre dont tous les idéaux sont engendrés par
un seul élément chacun) est noethérien.

1. En anglais, principal ideal domain.
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Lemme 3.2.1. Soit f : Vi3 — V, une application A-linéaire. Siker f et Im f sont de type
fini, alors V1 est de type fini.

Remarque. Ce théoréme est au module ce que le théoréme du rang est aux espaces vectoriels.

7

Théoréme 3.2.1. Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est noethérien.

(ii) Pour toute suite croissante d’idéaur Iy C I C --- C I, C --- est stationnaire (il
existe N € N* tel que I, = In pour tout n > N ).

(iii) Pour tout A-module V' de type fini, tout sous-module W C V est de type fini.

(iv) Pour tout A-module V de type fini, toute suite croissante de sous-modules Wi C
Wy C---C W, C--- est stationnaire.

Remarques.
— Le point () est un cas particulier de (7iz).

— Le plus remarquable (du moins pour la suite du cours) est que (7) implique (ii7) et (iv).

Démonstration. — (iii) = (iv). Soit W1 € Wy C --- C W,, C --- une suite croissante
de sous-modules. Soit W = |J,,~; Wy. W est un sous-module de V, il est donc de type
fini. Il existe vy, ...,v, € V tels que W = (vy,...,v,). Il existe iy,...,4, € N* des indices
tels que v; € Wyy,...,v, € W, . Soit i = max(i,...,i,). Alors, v1,...,v, € W;. Donc,
(V1,...,0n) C Wy, i.e que W C W;. On conclut que W; = W et que la suite est stationnaire.

— (iv) = (ii1). Par 'absurde, supposons qu’il existe W C V un module qui n’est pas de
type fini. On veut construire une chaine Wy C Wy C --- C W,, C - - - strictement croissante.
Soit v; € W. Puisque W n’est pas de type fini, (v;) C W. Soit va € W\(v1). Encore une
fois, (v1,v2) € W. On construit par récurrence de cette fagon une suite (v;);en+. On pose
pour tout ¢ > 1, W; = (vy,...,v;). Alors,

WiCWyC---.

C’est une suite croissante non-stationnaire de sous-modules. Remarquons qu’on a alors
aussi montré que (7) et (i7) sont équivalents.

— (i) = (#41). On montre le résultat dans le cas particulier ou V' = A" (je fais cette partie
de la démonstration quand j’ai le temps).

On en déduit le cas général. Soit V' un module de type fini, et W C V un sous-module.
Il existe F = (v1,...,0,) € V" tels que V = (v1,...,v,). On en déduit que Papplication
CLr : A" = V, (x1,...,2n) — Y iy T;v; est surjective. Soit W = CLZ' (W). Alors, W
est un sous-module de A", il est donc de type fini d’aprés le cas particulier. On écrit
W = (1,...,W,). Puisque CLx est surjective, CLz(W) =W, et

(CLp(w1),...,CLp(wn)) = W.

Ainsi, W est de type fini.
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Conséquence. Puisque Z est noethérien, un sous-Z-module d’un Z-module de type fini est
encore de type fini. Autrement dit, un sous-groupe d’un abélien de type fini est de type fini.

’

Lemme 3.2.2. Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A. Alors, A/T est aussi
noethérien.

Démonstration. Soit J C A/T un idéal. Alors, 7~ 1(J) C A est un idéal de type fini par hypo-
thése. Il existe donc x1,...,7, € A tels que 7= (J) = (x1,...,2,). Ainsi, J = (77 1(J)) =

(m(x1)y ... m(zp)).
O

Théoréme 3.2.2 (de la base de HILBERT). Si A est un anneau noethérien, alors A[X]
lest aussi.

Démonstration. Soit Z un idéal de A[X], qu’on suppose ne pas étre de type fini. Alors, on peut
construire par récurrence avec ’axiome du choix dépendant une suite (f,)neny de polyndmes
dans Z tels que pour tout n € N, f,41 & (fo,-.., fn) et fn est de degré minimal. Il est clair
que (deg fn)n n’est pas décroissante. Notons a, le coefficient dominant de a,, et soit J l'idéal
engendré par les a,. Puisque A est noethérien, la suite croissante d’idéaux

<a’0> - <a07a1> C <G0,d1,d2> c--

est stationnaire. Ainsi, il existe N € N* tel que J = (ag,...,an—1). En particulier, il existe
ug, ..., uny_1 € A tels que

N—-1
any = Z U A
k=0

On considére alors le polynoéme

N-1
g(X) = Z u; X dea(fn)—deg(fi) £,

k=0
Or, g et fy ont méme degré et coefficient dominant. Cependant, g est élément de (fo, ..., fn—1)
mais pas fy. Nécessairement, fy —g € Z\(fo,..., fnv—1) est de degré strictement plus petit que
fn, ce qui contredit la minimalité de fx. O

Corollaire 3.2.1. Si A est un anneau noethérien, alors A[X1, ..., X,] Uest aussi.

Remarque. Si k est un corps, 'anneau en une infinité d’indéterminées k[X1, Xo,..., Xn, .. ]

n’est pas noethérien. En effet la suite (strictement) croissante

(X1) C (X1, X2) C (X1, X9, X3) C -+

n’est pas stationnaire.

Corollaire 3.2.2. Si A est un anneau noethérien, alors pour tout idéal T de
A[Xy, ..., X,], A[Xq, ..., X,]/T est aussi noethérien.
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3.3 Modules libres, rang, matrices

3.3.1 Modules libres et rang

[ Définition 3.3.1. On appelle module libre tout module admettant une base. ]

Exemple. Un espace vectoriel est un module libre.

Lemme 3.3.1. Un module V admet une base de cardinal n si et seulement st V est
isomorphe a A™.

Démonstration. Si (v1,...,v,) est une base, alors application ¢ : V. — A™ définie par ¢(v;) =
e; pour tout i € [1,n], est bien définie et est un isomorphisme. Réciproquement, si V' et A™ sont
isomorphes, alors si 1) : A™ — V est un isomorphisme, la famille (¢/(e1),...,%(e,)) est une base
de V.

O

Remarques.
— On verra que n est indépendant du choix de la base. Cet entier n est appelé rang de V.

— Dans le cas infini, si I est une famille d’éléments de V, alors I est une base de V si et
seulement si V est isomorphe a AU,

3.3.2 Matrice d’une application linéaire entre modules libres.

Si f:V — V' est une application A-linéaire, que V posséde une base B = (v1,...,v,) et V'
une base B = (v}, ..., v;,). Alors f est uniquement déterminée par la décomposition des vecteurs
f(v1),..., f(v,) dans la base B'. Si f(v;) = Z;’:l m;,;jv;, alors on note matp (f) la matrice
(my j)i; de taille p x n. Réciproquement, toute matrice M € M, ,(A) induit une application
A-linéaire

A" — AP
X — MX

est une application A-linéaire, et toute application de A™ — AP est de cette forme. Entre autre,
on a un isomorphisme de A-modules entre Hom4(V, V') et M, ,,(A) (et méme un isomorphismes

de A-algebres).
Conséquence. Homy(V, V') est un module libre de rang np.

3.3.3 Deéterminant.

7

Définition 3.3.2. Soit M = (m;;)i; € Mn(A). On appelle déterminant de M la
quantité

n

det(M) = > (o) [J as00) € A

ce6, =il
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Remarque. On admettra sur le déterminant les propriétés suivantes.

— Pour tout M, N € M, (A), det(MN) = det M det N.
— Pour tout M € M, (A), ‘com(M)M = M tcom(M) = det(M)I,.

Lemme 3.3.2. Une matrice carrée M € My (A) est inversible dans M,,(A) si et seule-
ment si det A est inversible dans A*.

Exemple. GL,(Z) ={M € M, (Z)| det(M) € {—1,1}}.

7

Proposition 3.3.1. Si V' est un module libre, les bases de V' ont toutes le méme cardinal.

Démonstration. (Cas des bases finis). Supposons que V posséde une base B de cardinal n et B’
de cardinal p avec n > p. Alors, on a A™ = AP. Il existe donc deux matrice M € M, ,(A) et
N € My, (A) telles que MN = I,, et NM = I,. Soient

M= (M|0)€EMyu(A) et N—(]g>eMn(A).

Alors, MN = I,,. Ainsi, det(M) det(N) = 14 mais pourtant det(M) = 04. O

3.4 Permanence des identités

On cherche & démontrer que pour tout M, N € M, (A), det(MN) = det M det N. Cette
égalité est vraie sur les espaces vectoriels, donc lorsque A est un corps. Dans 'anneau B =
Z1X;j,Yi; + 1 <14,5 <nl] (des polynomes a coefficients en 2n? inconnues), soit X = (Xij)i
et Y = (Y} ;)i; des éléments de M, (B). Alors, detX et detY sont des éléments de B. A-t-on
nécessairement det(XY) = detXdetY? On sait que si I'on remplace les X;; et Y;; par des
réels x; ; et y; ;, alors I’égalité tient. Nous allons combiner cette observation avec la proposition
suivante.

Proposition 3.4.1. Soient P,Q € R[X,...,X,]. Si P et Q sont analytiquement égauz,
ils sont formellement égaux. En d’autres termes, si P et () sont égaux en tant que fonctions,
alors P = Q.

Démonstration. Notons P la fonction polynomiale associée & P. Par linéarité, on peut supposer
sans perte de généralité que Q = 0. Ainsi, il nous suffit de montrer que si P est constante a zéro,
alors P = 0. Si P est constante a zéro, alors ses dérivées partielles sont toutes nulles. Mais si P
n’est pas le polynoéme nul,

811++ZTP

7 7
81‘11 A 6$7f

(0) # 0.

Ainsi, on peut appliquer ce résultat & notre question, et affirmer (avec r = 2n2) que

det(XY) = det X det Y.

On peut maintenant démontrer I’égalité pour n’importe quelle anneau A dans M,,(A). Soit M =
(a;j)i; et N = (bi ;)i ; des éléments de M, (A), et soit ¢ : Z — A le morphisme canonique. Soit
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de plus ® : B — A l'unique morphisme d’anneaux tel que @z, ®(X;;) = a;; et ®(Y; ;) = b; ;

ij
pour tout 7,5 € [1,n]. Alors, on remarque ®(detX) = det M et que ®(detY) = det N. On a
enfin

det(MN) = ®(det(XY)) = ®(det X det Y) = det M det N.

3.5 Rappels sur les anneaux euclidiens et principaux

Définition 3.5.1. Un anneau A est dit euclidien s’il est intégre et s’il est muni d’une
fonction § : A\{0} — N appelée stathme euclidien (ou jauge euclidienne) telle que
pour tout a € A et b € B\{04}, il existe un couple (q,r) € A tel que a = bg+r avecr =0
ou 0(r) < 6(b).

Exemples. Plusieurs anneaux classiques sont euclidiens. Par exemple,
— Z muni du stathme défini par §(n) = |n|,
— K[X] lorsque K est un corps avec §(P) = deg P,
— ou encore Z[i] avec §(z) = |z|%.
sont euclidiens.

Remarque. On ne demande pas 'unicité du couple (g,r). Certains auteurs demandent des
conditions supplémentaires sur le stathme . D’ailleurs, on étend son domaine de définition & A
en posant par exemple 6(0) = 0 sur Z, ou 6(0) = —oo sur K[X].

[ Proposition 3.5.1. Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit T C A un idéal, et a € Z un élément non nul tel que §(a) est minimal. Soit
x € T, il existe (q,7) € A% tel que z = ag+r, et r = 0 ou §(r) < d(a). De par la structure d’idéal
de Z , r = x — aq est élément de Z. Or, a étant tel que d(a) est minimal, on a nécessairement
r = 0.

O

Remarque. Dans un anneau principal (donc aussi dans un anneau euclidien),
— tout couple (a,b) € (A\{04})? posséde un pged ;
— le théoréme de BEZOUT est vrai : pour tout couple (a,b) € A\{04})?, il existe (u,v) € A2
un couple tel que au + bv = pged(a, b).

Rappelons qu'un pged de a et b est un élément tel d tel que pour tout x € A divisant a et b,
alors z divise d, c’est-a-dire que d est maximal pour la relation de division. Un pged est unique
a association pres.

’

Définition 3.5.2. Soit A un anneau intégre. On dit que deux éléments d et d' de A sont
associés si l'une des conditions (équivalentes) suivantes est vérifiée.

(i) d|d" et d|d.
(i1) Il existe u € A tel que d' = du.
(111) (d) = (d') (idéaux engendrés).

On note d ~ d'.
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3.6 Forme de SMITH

Théoréme 3.6.1. Soit R un anneau euclidien, et soit A € M, ,(R). Alors, il existe
P € GL,(R), Q € GL,(R), r € N*, et D = diag(dy,...d,) avec d; # Or pour tout

i € [1,n] et di|ds]---|dy, tels que
- (212)

De plus, on peut ezxiger que P et Q soient produits de matrices élémentaires, ainsi det(P) =
det(Q) = 1gr. Enfin, les d; sont uniques a association pres.

Démonstration. — FExistence.

— Unicité. Supposons qu’on ait deux décompositions

paa=(210) o pag— (240

ou D = diag(dy,...d,) et D' = diag(dy, ... d,,). avec d;d; # Og, di|d2| - - |dy et dy|da| - - - |d}..
D’abord, di est le PGCD de tous les coefficients de A. En effet, si d € R divise tous les
coefficients de A si et seulement si d divise tous les coefficients de

dy

d,
0 0

ce qui est équivalent & dire que d divise d;. Ainsi, le pged étant unique & association prés,
on a dy ~ d}. Pour les autres coefficients, on observe la chose suivante : pour tout i € [2,r],
si A; désigne le pged de tous les mineurs de taille i extraits de A, alors A; ~ dj---d;. En
effet, lorsque qu’on effectue une opération sur les lignes et les colonnes, le pged des mineurs
de taille 7 ne change pas. De plus, dans la matrice

dy

d,
0 0

le pged des mineurs de taille ¢ est dy - - - d;. On en déduit ainsi 'unicité.

Remarque. Sur un corps, toute matrice est équivalente & une matrice

(515)
ot r = rg(A).

Exemple.

3 5 3 5 1 2 1 10
8 5) LoeIo—2Ih \—2 —b) L1«Li-Ly \10 —=5) rocIo-21;, \O0 —25
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Enfin, opération “Cy <~ Cy + 10C7” donne la matrice

0 )

Soient u et v des entiers tels que 3u+8v =1. On a (u, ) = (3, —1). Soit

u v
()
Alors det P = 1. De plus ,
Px35_15u+5v_1 10
8 5/ \0 =25 - \0 —-25/°

Corollaire 3.6.1. Soit R un anneau euclidien. Alors, GL,(R) est engendré par les ma-
trices élémentaires.

Démonstration. Soit A € GL,(R). Alors, det A € R* et A’ = PAQ est aussi inversible ou A’ =
diag(dy,...dy). Puisque det A = d; - - - d,,, alors les d; sont tous inversibles. Pour tout i € [1,n],
on effectue l'opération L; < A\L; avec A € R*. On a donc une décomposition I,, = PAQ, et donc
A= P 'Q ! est un produit de matrices élémentaires.

O

3.7 Interprétations et applications

3.7.1 Lien avec le pgcd et les coefficients de BEzouT

Si 'on part de A = (a

b)’ I’algorithme revient a faire ’algorithme d’EUCLIDE sur a et b. On

obtient alors une matrice <O> ou d=aAb. Ici, il n’y a pas de matrice () dans la décomposition

p:(;; )

On observe en fait que u et v sont des coefficients de BEZOUT dans le sens ot au + bv = d. Plus
généralement, si

de SMITH. On a

a

an,

alors sa forme de SMITH est

0
oud=aiA---Nan, et la premiére ligne de P contient des coefficients de BEZOUT pour la famille
(al, oo ,an).
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3.7.2 Applications linéaires entre Z-modules

Corollaire 3.7.1. Soient U et W deux Z-modules libres de type fini, et o : V — W une
application Z-linéaire. Alors, il existe une base B = (v1,...,v,) de'V et B = (wr,. .., wp)
de W telles que matpg g (@) soient diagonale au sens qu’il existe dy, ..., d, des coefficients
tels que

dq

matg g (p) =

avec dildg|- - - |d,.

Démonstration. Conséquence directe du théoréme de décomposition de SMITH.

O
3.7.3 Noyau et image
Corollaire 3.7.2. Soit R un anneau euclidien et R et W des R-modules libres de type fint,
et si @ : V. — W une application R-linéaire, alors il existe une base de V', (ey,...,ep)
telle que ker o = (e1,...,es) ou s < n.
Démonstration. 11 existe une baseB de V et B’ de W telles que
dq
0
matg 5 () =
dy
0 0
Ainsi, six € V,
dll‘l
I d :
r=\]: | €kerp < T(;BT =0.
Ty
0
Ainsi, x € ker ¢ si et seulement si x1 = --- =z, = 0. On en déduit que ker ¢ = (e, 41,...,€y).
O
Corollaire 3.7.3. Sous les mémes hypothéses, il existe une base (w1, ...,wy) de W et un
r < p tel que Imp = (dywr,...,dyw,), ot dy,...d, sont les coefficients apparaissant dans

la forme de SMITH de ¢.
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Théoréme 3.7.1 (de la base adaptée). Soit R un anneau euclidien, et W un sous-module
d’un module libre de type fini V. = R™. Alors il existe une base (e1,...,e,) de V, et
dy,...,d, des coefficients vérifiant dy|dz| - - - |d, et r < n, tels que (die1,...,d,e;) soit une
base de W'.

Démonstration. Puisque R est euclidien, il est principal et donc noethérien. Alors, W est de type
fini. Soit donc wy, ... wy des générateurs de W. Alors, 'application

RF — VvV
(xl,...,:nk) > Ti1Wi + -+ WEWE

est R-linéaire, d’image W. On conclut en appliquant le corollaire précédent.

Corollaire 3.7.4. Tout sous-groupe de Z' est un sous-groupe abélien libre de rang infé-
rieur ou €gal a n (en tant que Z-module).

3.8 Générateurs et relations pour un module

Soit un R-module V' de type fini, et F = (v1,...,v,) une famille génératrice de V. On veut

expliciter les relations entre v1,...,v,. Soit I'application
CL#~: R — V
(T1,...,Tp) — X101+ + TpUp.
Alors, ker CLx est “I’ensemble des relations” satisfaites par vy, ..., v,.

7

Définition 3.8.1. On appelle présentation de V' toute isomorphisme

e R/ Mdl(wy,...,wp) — V

ot wi,...,wp € R". La matrice

(wi]. .. |wp) € My p(R)

est appelée la matrice de la représentation.

Exemple. Si V = 73/((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)), cela signifie que V est engendré
par trois vecteurs vy, v9, v3 qui satisfont les relations

v] + 2v9 +3v3 =0

4v1 4 Svg 4+ 6vg =0
Tl + 8vg +9u3 =0
10v; 4+ 11vg + 1203 =0

Proposition 3.8.1. Si R est un anneau noethérien, et si V est un R-module de type fini,
alors V' admet un présentation.
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Démonstration. Soit F = (v1,...,v,) une famille génératrice de V. L’application CLz est sur-
jective, et ker CLy C R™ est de type fini car R est noethérien. Soit w1, ..., w, € R" un systéme
de générateurs de ker CLr. Selon le théoréme d’isomorphisme, on a le diagramme

o Ol

| ~

R™/ker CLr

v

3.9 Théoréme de structure des groupes abéliens de type fini

Soit R un anneau euclidien.

Lemme 3.9.1. Soit A, A" € M, ,(R) des matrices de présentations. On suppose qu’il

existe P € GLy(R) et Q € GL,(R) des matrices telles que A’ = PAQ. Alors, les modules

présentés par A et A’ sont isomorphes. En d’autres termes, il existe un isomorphisme
R"/Tm A =5 R"/Im A’

mnduit par le morphisme

R — R"
X — PX.

Exemple. Sil’on reprend 'exemple précédent, on remarque que

7 10 1 0 00
8 11| =P[0 3 0 0@
9 0000

1
A=12
3 12

Sy Ut

pour des certaines matrices P et (). Ainsi, selon le lemme,

73/((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)) = Z3/((1,0,0), (0, 3,0))

qui est isomorphe & Z/1Z x Z/3Z x Z/0Z = {0} x Z/37Z x Z.

Démonstration. Puisque @ est une matrice inversible, Im(AQ) = Im A. On a donc Im(PAQ) =
PIm(AQ) = PIm A. On conclue avec le diagramme suivant.

R —Lr —— Rr

ImA — Im A’

! !

R"/ImA —— R"/Im A’
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Théoréme 3.9.1 (structure des groupes abéliens de type fini). Soit V' un groupe abélien
de type fini. Alors, il existe s € N, et di|ds|---|dr € N des entiers tels que d; > 2 pour
tout © € [1,k], et tels que

VZZ/AWZLXL]dZ X --- X L]dpZ X Z°.

Démonstration. Soit A une matrice de présentation de V', de sorte que V' = Z"/Im A. Soit
dq
A =
d;
0 10

la forme de SMITH de A. Selon le lemme précédent, V' est isomorphe a

Zn/<d1€1, e ,dlel>

ou (eq,...,ey,) est la base canonique de Z™. On conclue avec I’exercice suivant, et en supprimant
les Z/d;Z ou d; = 1.
O

Exercice. Montrer que

Z"(dyey, ... die)) = L)d\Z X L)doZ X --- X L]dyZ x 7"

Corollaire 3.9.1 (théoréme de structure, seconde version). Tout groupe abélien de type
fini est isomorphe a un produit de la forme

Z/pT T X LJpSPTL X - - X L[ppr 7 x 1P

ot les p; sont des nombres premiers (pas nécessairement différents), et les a; des entiers
non nuls.

Théoréme 3.9.2 (unicité dans les théorémes de structures). Les décompositions dans les
théorémes de structure sont uniques au sens suivant.

(i) Si

L) X T)doT X -+ X L)dpZ x T8 2 L)d\Z X Z)dYZ. % - -+ x L) diyZ x T°

avec d;, di; > 2, di|da|---|di et di|dy|---|dy. Alors, s = s', k = k' et d; = d} pour

tout i € [1,k].
(i) Si
LI X LIDPL % - X LIPL X L8 2 L)L x L) @GP x - - X LT x Z°

avec p;,q; des nombres premiers et oy, B; des entiers non nuls. Alors, s = ', k=1
et quitte & réordonner, p;* = q;".

34 ALGB



Chapitre 3. MODULES

3.10 Application en algébre linéaires

On a déja vu que la donnée d’un Z-module est équivalente a la donnée d’un groupe abélien.
De méme, si K est un corps, la donnée d’un K[X]-module équivaut a la donnée d’un couple (V, u),
ot V est un K-espace vectoriel et u € Z(V) est un endomorphisme de K-espaces vectoriels. Si
I'on se donne (V,u) un tel couple, alors V' a une structure de K[X]-module définie de la maniére
suivante : pour tout P =>"p_japX* € K[X] et v eV,

Pxv= Zakuk(v).
k=0

Réciproquement, si V' est un K[X]-module, alors c’est un K-espace vectoriel en restreignant la loi
de composition externe & K (ou plutot a K?). On définit alors v : V — V, v = X - v. On montre
aussi que la donnée d’un sous-K[X]-module équivaut a la donnée d’un sous-K-espace vectoriel
stable par u.

K[X] est un anneau euclidien, donc le théoréme de forme normale de SMITH s’applique ainsi
que le théoréeme de structure des K[X]-modules de type fini.

Présentation d’un K[X]-module. On suppose ici V' = K", que 'on munit toujours de son
endomorphisme v € Z(K"). Siu : K" — K" a pour matrice A € M,,(K) dans la base canonique
de K", alors pour tout ¢ € [1,n], u(e;) = Ae;, et donc Xe; = Ae;. Ainsi, (A — X1I,)e; = 0. Si
I'on note A = (a;;);;, on trouve que

n
E amej — Xei =0.
J=1

C’est une relation dans V' = K" entre les e;. En fait, ces relations forment une présentation du
K[X]-module V. De plus, sa matrice de présentation est A — X1, et alors V est isomorphe en
tant que K[X]-module &

K[X]"/Im(A - XI,,).

Exemple. Si
1 2
1= 3)

U RZ — R2
(x,y) — (z+2y,3x+ 4y).

alors on a

Le R[X]-module associé a pour matrice de présentation

1-X 2
3 4-X)°

On peut lui appliquer le théoréme de SMITH, et il existe alors Py, ..., P, € R[X] des polynémes
telles que la matrice précédente soit semblable &

Py
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et Pp|---|P,. Puisque V est de dimension finie sur K. Alors,

-
V = K[X]"/Im(A — XI,,) 2 K[X]"" [[K[X]/(P).
i=1
Puisque V est de dimension finie sur K, n = r. De plus, certains P; peuvent étre constants non
nulles, et alors K[X]/(P;) = {0}. On peut décider d’enlever ses polynémes pour simplifier la
décomposition.
Nos interrogations se résument en fait a la suivante : & quoi correspondent les K[ X]-modules

de la forme K[X]/(P).

r

Lemme 3.10.1. Supposons V' un K-espace vectoriel de dimension finie, et u € Z(V).
Sont équivalents.

(i) Le K[X]-module associé a (V,u) est est isomorphe a
K[X]/{P).

(i) P est le polynéme minimal de u et V est cyclique, i.e qu’il existe vg € V et d € N
tel que

V = Vect(vo, u(vg), - . ., u? " (vg)).

(iii) Il existe une base B de V' en tant que K-espace vectoriel dans laquelle la matrice de
u s’écrit sous la forme

0 O 0 —ap

1 0 —aq
matp(u) = [ o 1

° . .0 :

0O ... 0 1 —ag_

appelée matrice compagnon du polynome X+ ag_1 X4 1 + - + ag.

Théoréme 3.10.1 (théoréme des invariants de similitude). Soit K un corps, V un K-
espace vectoriel de dimension finie, et w : V. — V un endomorphisme de K-espaces
vectoriels. Alors, il existe une décomposition en somme directe en sous-espaces stables par
u?

V=Vie -V
telle que
(i) pour tout i € [1,k], uyy, est cyclique ;
(i3) le polynome minimal de wy; est le polynome unitaire non constant P;.
(iii) P1|Ps|---|Pg.

Les P; sont appelés invariants de similitude de u. De plus, deux endomorphismes u €

L) et u € L(V') sont conjugués si et seulement s’ils ont les mémes invariants de

similitude, au sens ot il existe ¢ : V. — V' un isomorphisme tel que u' = pup™!.

Soit P; le polynome minimal de uy;. Il existe une base B de V' tel que
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C(h) (0)
matg(u) =
(0) C(Pr)
ot C(F;) est la matrice compagnon de uy;, et Pp|---[F;.

Corollaire 3.10.1. [l existe un algorithme qui prend en entrée deux matrices dans M, (Q),
vérifiant si elles sont conjugués ou non dans M, (Q).

ALGB
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Extensions de corps, éléments
algébriques, degré, régle et compas

4.1 Extensions de corps, éléments algébriques, degré

4.1.1 Extensions de corps

Définition 4.1.1. Une extension de corps K est un corps L muni d’un morphisme (in-
jectif) i : K — L.

Remarque. Le morphisme i nous indique comment plonger K dans le plus grand corps L. On
identifiera donc souvent K a son image i(K), ce qui nous permettra de considérer K comme un
sous-corps de IL. Notons aussi qu'un morphisme de corps est toujours non nul et est injectif.

Définition 4.1.2. Une K-algébre commutative unitaire L est la donnée d’un couple (L, 1)
ot i : K — 1L est un morphisme de corps (injectif ).

Fait. SiL est une extension de K (ou plus généralement une K-algébre), alors c’est un K-espace
vectoriel, oil la loi de composition externe est la multiplication L? — L.

Définition 4.1.3. Une extension L de K est dite étre un extension finie si dimg (L) < oco.
On note cette dimension [L : K], appelée degré de l’extension.

Exemple. C est un extension finie de R de degré 2.

Lemme 4.1.1. Soit K C L une extension de corps et V un LL-espace vectoriel. Alors, V
est un K-espace vectoriel, et

dimg (V) = [L : K] dimy (V).

Démonstration. On suppose V de L-dimension finie. Soit v1,...,v, une L-base de V, et soit
li,...,lg un K-base de L. Alors, les (l;v;);; forment une base de V' comme K-espace vectoriel.
En effet, si v € V, on peut écrire




4.1. Extensions de corps, éléments algébriques, degré

n
v = Z a;V;
i=1
avec a; € L pour tout i € [1,n]. Mais pour tout i € [1,n], il existe (b;1,...,b;q) € K? tel que
a; = Z bi,jlj.
j=1

Ainsi,

n d
v = Z Z bi,jljvi.

i=1 j=1

De méme, si

Z )\i,jlﬂ)]’ =0
]

avec \; ; € K, alors

d d
(Z )\@j) Uj =0
j=1 \i=1
donc pour tout j € [1,d],
d
D Hig =0
i=1
par liberté de (v1,...,v,) sur L. De méme, on en déduit que A; j; = 0 par liberté de (ly,...,1;)

sur K.

O

Définition 4.1.4. Si K C M est une extension de corps, on appelle extension de corps
intermédiaire toute extension de corps de K C 1L telle que I. C M.

Corollaire 4.1.1 (théoréme de la base télescopique). Si K C L € M est une extension
de corps intermédiaire, alors

M:K]=[M:L] x[L:K].

4.1.2 Définitions des anneaux et corps Kiz] et K(z)

~

Définition 4.1.5. Soit K C L une extension de corps (ou une K-algébre), et si x € L, on
note K[z] le plus petit sous-anneau de L contenant K et x.

40 ALGB



Chapitre 4. EXTENSIONS DE CORPS, ELEMENTS ALGEBRIQUES, DEGRE,
REGLE ET COMPAS

Remarques. On a K[z] = {P(x) | P € K[X]}. C’est 'image du morphisme d’évaluatation

o:|KX] — L
P +— P(x).

Plus généralement, si A est une partie de L, on note K[A] le plus petit anneau contenant K et
A. Si A ={x1,...,z,}, on le note K[z1,...,x,]. S’il existe x € L tel que L = K[z], L est dit
étre une extension monogene.

Définition 4.1.6. Si K C L est un extension de corps, et x € L, on note K(z) le plus
petit sous-corps de I contenant K et x.

Remarque. On a K(z) = {P(z)/Q(z) | P,Q € K[X], Q(z) # 0}.

Lemme 4.1.2. Soit K un corps, et . un K-algébre de dimension finie sur K. Alors, si L
est intégre, c’est un corps.

Démonstration. Rappelons avant tout qu’un endomorphisme injectif ¢ d’un espace vectoriel de
dimension fini est nécessairement surjectif. Soit x € L un élément non nul, et soit p, : L —
L, z — zz. Cette application est injective car IL est intégre, et est K-linéaire. Cette application
est donc surjective, donc 1 € Im(u,). Il existe donc z € L tel que xz = 1.

O
Corollaire 4.1.2. Soit K C L une extension finie. Alors, pour tout x € L, K[x] est
automatiquement un corps. Ainsi,
K[z] = K(z)
De méme, pour tout x1,...,x, €L,
Klzi,...,zn] = K(z1,...,25).

4.1.3 Eléments algébriques et transcendants

Soit K C IL une extension de corps, soit x € I, et soit

o, |KX] — L
P +— P(x).

le morphisme d’évaluation.

Définition 4.1.7 (élément algébrique, transcendant). Si ¢, est injectif, et l'on dit que x
est transcendant sur K. Sinon, on dit que x est algébrique sur K.
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Remarques.

— L’extension entre en jeu dans la définition : 7 et e sont transcendants sur QQ, mais pas sur
R. Si 'on travaille sur R, il est souvent convenu que R est vu comme une extension de Q.
Ainsi, on dit généralement que 7 et e sont transcendants (sous-entendu sur Q).

— Si x € L est transcendant sur K, alors Klz] = K[X] et K(z) = K(X). Ces remarques
donnent lieu au lemme suivant.

Lemme 4.1.3. Si K C L est une extension finie, alors tout élément x € I est algébrique
sur K.

Démonstration. S'il existait x € L transcendant sur K, alors K[z] = K[X] donc K[z] serait de
dimension infinie sur K, ce qui contredit I’hypothése de finitude de I’extension.
O

Soit K C L une extension de corps. Si z € L est algébrique, alors puisque K[X] est principal,
il existe M, un unique polynoéme unitaire tel que ker p, = M, K[X].

Définition 4.1.8 (polynéme minimal). On appelle polynéme minimal de x le polynome
M.

Proposition 4.1.1. Soit K C L une extension de corps. On a les résultats suivants.
(i) M, est irréductible sur K[X].
(ii) K[z] est isomorphe a K[X]/(My).

(ii) Soit d le degré de M, alors K[z] est de dimension d sur K, et une base de K[z| sur
K est (1,z,...,z%1).

Remarques. On a deg M, = [K[z] : K]. Cet entier est appelé degré de x sur K

Exemple. C = R[i] =2 R[X]/(X?%+1).
Démonstration. (i) Si M, n’était pas irréductible, il existerait un polynéme de plus petit degré
(strictement) s’annulant en x, ce qui contredirait la minimalité de M,,.
(it) Appliquer le théoréme d’isomorphisme.

(71) On sait que (1,X,... ,Yd_l) est une base de K[X]/(M,) (ot X est le projeté de X dans
K[X]/(M)). On en conclut avec le point précédent.

O
Lemme 4.1.4. Soit L une extension finie de K de degré d = [L : K]. Alors pour tout
x €L, le degré de x divise d.
Démonstration. Pour tout z € L, [L : K] = [L : K[z]] x [K[z] : K].
O

Lemme 4.1.5. Soit K C L un extension de corps, l’ensemble des éléments de Il algébriques
sur K est un corps.

42 ALGB



Chapitre 4. EXTENSIONS DE CORPS, ELEMENTS ALGEBRIQUES, DEGRE,
REGLE ET COMPAS

Démonstration. Soient x,y € I des éléments algébriques sur K. Alors,

K[z] = Vectg (1, z,...,z% 1)

donc K[z]| est de K-dimension finie et est alors un corps (lemme 4.1.2). On pose M = K[X].
Puisque y est algébrique sur K, il existe un polynéme unitaire f € K[X] s’annulant en y. Ainsi,
y est algébrique sur M puisque f est un polyndéme unitaire & coefficients dans M (K C M)
qui s’annule en y. Ainsi, M[y] est dimension finie sur M et donc sur K (théoréme de la base
télescopique) et c’est aussi un corps (corollaire 4.1.2). Ainsi, M[y] = K[z, y] contient zy, x + v,
et x/y. D’aprés le lemme 4.1.2, ces trois éléments sont donc algébriques sur K.

O

Exemple. 2+ /3 € R est algébrique sur Q, c’est en tout cas affirmé par le théoréme. En
revanche, trouver un polynéme de Q[X] 'annulant n’est pas chose facile. Une fagon de construire
un tel polynéme consiste a écrire la matrice de Q[v/2,v3] = Q[v2,V3], = — (V2 + v/3)z dans
la base (1,v/2,v/3,/6), puis & appliquer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON.

4.2 Construction a la régle et au compas

4.3 Corps de rupture et corps de décomposition

4.3.1 Corps de rupture d’un polynéme irréductible

Si f € K[X] est un polynéme irréductible de degré supérieur ou égal & deux, alors il n’a pas
de racine dans K. Nous avons vu précédemment comment adjoindre a K un élément satisfaisant
certaines équations polynomiales. La présente sous-section aura pour objectif d’adjoindre & K un
élément qui soit racine de K, mais de sorte qu’on puisse encore travailler sur un corps.

Lemme 4.3.1. Soit f € K[X] un polynome irréductible. Alors, K[X]/(f) est un corps.
C’est plus particulierement une extension de corps de K lorsqu’il est muni de la restriction
de la projection canonique a K, mg : K — K[X]/(f).

Démonstration. Soit g € L := K[X]/(f) un élément non nul. Alors g € K[X] n’est pas divisible
par f. Puisque f est irréductible, f et g sont premiers entre eux, il existe donc u,v € K[X] tel
que uf +vg = 1. Dans L, cette égalité devient gu = 1.

O

Remarque. Siz = X, alors par construction x est racine de f dans le corps L.

Définition 4.3.1. Soit K un corps, et f € K[X] un polynome irréductible. On appelle
corps de rupture de f (relativement a K) toute extension de corps L de K contenant une
racine x de f et telle que L = K]z].

On a fait montré que K[X]/(f) est un corps de rupture de f par rapport & K dans le cas ou
f est irréductible. Le lemme suivant montre que les corps de rupture sont isomorphes, et unique
au sens suivant.
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Lemme 4.3.2. Soit L un corps de rupture de f € K[X], un polynéome irréductible. Soit
(M, y) ou M est une extension de K et y € M racine de f. Il existe un unique morphisme
o : L — M envoyant z sur y tel que g = idk. Si de plus M est aussi un corps de
rupture de [ relativement a K, @ est un isomorphisme.

Démonstration. Le corps Lo = K[X]/(f) est un corps de rupture. Le morphisme d’évaluation
en z ®, : K[X] — L passe au quotient en un isomorphisme ®, : Ly — L qui se restreint a
l'identité K. Le morphisme d’évaluation ®, : K[X] — M passe au quotient en un morphisme
63, : Ly — M. Le morphisme ¢ = 63, o ®, convient. Puisque que c’est un morphisme de corps,
il est nécessairement injectif. Cela démontre son existence. Pour 1'unicité : si Ml est une corps
de rupture de f et si 1 et 9 sont deux morphismes d’anneaux vérifiant la méme propriété que
o, alors ces morphismes coincident sur K et sur 2 donc sur K[z] = L. Puisque M = K[y], ¢ est
nécessairement surjectif.

O

4.3.2 Corps de décomposition d’un polyndéme quelconque

Désormais, on ne travaille plus nécessairement avec des polynoémes irréductibles.

Proposition 4.3.1. Soit K un corps et f € K[X] un polynéme unitaire de degré d > 1.
Il existe une extension finie L de K tel que f est scindé dans L[X]| (i.e que f s’y écrit
comme produit de polynomes de degré 1). De plus, [L : K] < d!.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur d € N*. Si d = 1, c’est évident. On suppose
d > 2 et soit f € K[X] un polynéme unitaire de degré d. Soit de plus @; un facteur irréductible
de f de degré au moins 2 (il existe car sinon f serait déja scindé). Soit L1=K[T"]/(Q) (on note
ici T I'indéterminée) le corps de rupture associé. IL; peut étre vu comme un corps contenant K,
et donc f peut étre vu comme un polynéme de LL;[X]. Or, f a une racine dans LL; donc f s’écrit
(X — z1)f1 dans Li[X] avec fi un polynoéme de degré d — 1. On conclut avec I’hypothése de
récurrence appliquée & fi

O

Définition 4.3.2. Soit K un corps, et f € K[X]. On appelle corps de décomposition de
f (relativement a K) toute extension de corps L de K telle que f soit scindé dans L[ X] et
telle qu’il existe v € L tels que L = K[z, ..., z4).

Une extension de décomposition est la plus petite possible dans laquelle f est scindé. On a
en fait montré le lemme suivant.

Lemme 4.3.3. Soit f € K[X]| un polynome. Alors, il existe une extension de décomposi-
tion de f.

L’unicité suit naturellement.
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Lemme 4.3.4. Soit L une extension de décomposition de f € K[X] et M une extension
quelconque de K.

(i) Si f est scindé dans M, il existe un morphisme ¢ : I — M tel que g = idk.
(ii) Si de plus M est une extension de décomposition, ¢ est un isomorphisme.

En particulier, si I et M sont deux extensions de décomposition de f, elles sont iso-
morphes.

Démonstration. Exercice.

4.3.3 Propriété de divisibilité préservées dans une extension

Nous travaillons depuis quelques sections et sous-sections avec des polynoémes P € K[X] et
considérons des extensions L de K. Alors, P peut étre vu comme un polynéme de L[X]. C’est un
fait que nous avons utilisé maintes fois, mais il est important de se demander si des propriétés
basiques d’arithmétiques polynomiale passe de K[X] a L[X].

’

Lemme 4.3.5. Soit K C L une extension de corps, et A, B € K[X].

(i) La division euclidienne dans K[X] et L[X] de A par B ont mémes quotients et restes.
(ii) A divise B dans L[X] si et seulement si A divise B dans K[X].
(iii) Le pgcd unitaire de A et B dans K[X] est le méme que dans L[X].

(iv) Si A et B ont une racine commune dans L, alors A et B ne sont pas premiers entre
eur dans K[X]. Réciproquement, si A et B ne sont pas premiers entre euz dans
K[X], il existe une extension M de K dans laquelle A et B ont une racine commune.

Démonstration. (i) Si A = BQ + R dans K[X] avec deg R < deg B, alors c’est une écriture
valide de la division euclidienne de A par B dans L[X]. On conclut par unicité.

(i) Découle de (7).
(#ii) C’est une conséquence du point (7). En effet, le pged est calculé par I'algorithme d’EUCLIDE.

Dans les deux corps, le pged sera donc le méme puisque le résultat de I’algorithme d’EUCLIDE
sera déterminé par les mémes divisions euclidiennes.

(i) Si A et B ont une racine commune « € L, alors X — « divise A A B qui ne peut donc pas
1 dans K[X] (car son degré est nécessairement supérieur ou égal a 1). Réciproquement si
D = AN B € K[X] n’est pas constant, soit K C L un corps de décomposition de D(X), et
a € L une racine de D(X) (elle existe car D est scindé et non constant dans LL). Puisque
D divise A et B, « est racine de A et B.
O

4.3.4 Racines multiples

Soit K un corps.

Définition 4.3.3. Soit P € K[X] et o € K. On dit que o est une racine multiple de P si
(X —a)? divise P.
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Lemme 4.3.6. Soit P € K[X] et a € K. Alors, a est une racine multiple de P si et
seulement si P(a) = P'(a)) = 0.

Démonstration. Exercice.

Corollaire 4.3.1. Soit P € K[X]| un polynome irréductible. Alors, P n’a de racine multiple
dans aucune extension de K, sauf lorsque P’ est le polynoéme nul.

Remarque. En caractéristique nulle, P/ n’est jamais nul lorsque P est irréductible.

Fait général. P est non constant et P’ est est nul si et seulement si K est d’une certaine
caractéristique p > 0 et il existe Q € K[X] tel que P(X) = Q(XP).

Démonstration. Exercice.

4.3.5 Cloture algébrique

Rappel. Si K C L est une extension de corps, un élément x € L est algébrique sur K si et
seulement si [K[z] : K] < co. De maniére équivalente, x est algébrique si et seulement s’il existe
f € K[X] un polynéme non nul tel que f(z) = 0.

Définition 4.3.4. Une extension K C L est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

Exemple. Une extension finie K C L est toujours algébrique car [K[z] : K] < [L : K], mais la
réciproque est fausse. En effet, si QQ désigne I'ensemble des éléments algébriques sur Q, alors Q

est un corps mais [Q : Q] = occ.

Lemme 4.3.7. Soit K C L. C M des extensions de corps. Si 1L est algébrique sur K et M
est algébrique sur 1L, alors M est algébrique sur K.

Démonstration. Soit x € M. Puisque x est algébrique sur L, x est racine d’un polynéme P =
Zi:o 1;X* de L[X]. Or, les I; sont algébriques sur K. On a donc une tour d’extensions finies

K C K[lo] C K[lo,ll] c---C K[l(),... ,ld].

On a donc que [K[lp,...,l4] : K] < co. Or, [K[lo,...,][z] : K[lo,...,lq]] < oo puisque x est
racine de P. Ainsi, [K[lp,...,lq, 2] : K] < oo donc [K[z] : K] < oo car K[z] C K[lo,...,lq, z].
O

Définition 4.3.5. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynome de K[X]| de
degré supérieur ou égal a 1 admet une racine dans K.

Remarque. Il est équivalent dire que tout polynéme est scindé dans K.
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Exemple. Les corps finis ne sont jamais algébriquement clos.

[ Théoréme 4.3.1. Le corps C est algébriquement clos. ]

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme de LIOUVILLE qui affirme que toute fonction
holomorphe f : C — C est bornée est constante. Supposons par 'absurde qu'il existe P € C[X]
avec deg P > 1 sans racine dans C. Alors, la fonction f : C — C, z — 1/P(z) est telle que
f(z) —— 0 car deg P > 1. Ainsi, f est bornée donc constante ce qui est contradictoire.

|z]—00
O
Définition 4.3.6. Soit K un corps. On appelle cloture algébrique de K toute extension L
de K algébriquement close et algébrique sur K.
Exemple. C est une cloture algébrique de R.
Proposition 4.3.2. Tout corps admet une cloture algébrique. De plus, si L et " sont
deux clotures algébriques de K, il existe un isomorphisme ¢ : . — L' tel que ik = idk.
Démonstration. Pour 'existence, on utilise les corps de décomposition et lemme de ZORN.
O
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Chapitre 5

Corps finis

Remarquons qu’en anglais, les corps finis sont appelés GALOIS fields. L’intérét de ce chapitre
est de classifier les corps finis : tout corps fini a pour cardinal une puissance d’un nombre premier,
et les corps de mémes cardinaux sont uniques & isomorphismes prés. En particulier, si K est un
corps fini de cardinal p premier, alors K = Z/pZ.

5.1 Propriétés élémentaires des corps finis

5.1.1 Cardinal

Soit K un corps. On appelle sous-corps premier de K le plus petit sous-corps de K. C’est le
corps engendré par 1g. En caractéristique nulle, il est isomorphe & Q. En caractéristique p (avec
p premier), il est isomorphe & Z/pZ. En effet, c’est 'image du morphisme canonique Z — K
d’image isomorphe a Z/pZ.

Lemme 5.1.1. Soit K un corps fini et soit p sa caractéristique. Alors, K est un Z/pZ-
espace vectoriel. Ainsi, il existe r > 1 tel que |K| =p".

Conséquence. Il n’existe pas de corps de cardinal 6. Plus généralement, il n’existe aucun corps
de cardinal produit d’au moins deux nombres premiers distincts.

Lemme 5.1.2. Soit K un corps fini de cardinal ¢ = p" (p premier, r > 1). On a les
Propriétés suitvantes.

(i) Pour tout z € K, 29 = z.
(ii) Pour tout v € K*, 247! = 1.

(iii) Le groupe multiplicatif K* est un groupe cyclique de cardinal ¢ — 1.

5.1.2 Morphisme de FROBENIUS

Définition 5.1.1. Soit K un corps de caractéristique p > 0. L’application ¢ : K = K, x —
2P est appelé morphisme de FROBENIUS.




5.2. Existences et unicités des corps finis

Remarque. Le morphisme de FROBENIUS est... un morphisme! de corps.

Proposition 5.1.1. Si K est un corps fini et ¢ : K — K est un automorphisme, alors
l’ensemble Fix ¢ des points fixes de ¢ est un sous-corps de K.

Remarque. Si K est fini de caractéristique p > 0 et ¢ le morphisme de FROBENIUS, alors
Fix p 2 Z/pZ.

7

Corollaire 5.1.1. Soit f € (Z/pZ)[X]. Alors, f(XP) = f(X)P.

5.2 Existences et unicités des corps finis

5.2.1 Existence et unicité

Théoréme 5.2.1. Pour tout entier p premier et v € N*, il existe a isomorphisme prés un
unique corps de cardinal ¢ = p" noté Fy.

Remarque. L’isomorphisme entre deux corps de méme cardinal est rarement unique.

Lemme 5.2.1. Le polynome XP — X € F,[X] est a racines simples dans toute extension
de IFp.

Démonstration. Notons f ce polyndme. On remarque que f’ = 1, toute racine est nécessairement
simple.
O

Démonstration (du théoréme). — Unicité. On va montrer que si K est un tel corps, alors
c’est un corps de décomposition f(X) = XP — X relativement a F,, (qui lui est toujours
unique). Soit donc K un tel corps (de cardinal p"). Chacun de ses éléments est une racine
de f, donc f admet p" racines distinctes dans K et est donc scindé dans K. C’est bien un
corps de décomposition puisque K est engendré par les racines de f (c’est méme exactement
I'ensemble des racines de f).

— Emistence. Soit K un corps de décomposition de f relativement & F,. Comme vu dans le
point précédent, les racines de f sont toujours simples donc K a un cardinal d’au moins p".
Or, ’ensemble des racines de f est exactement ’ensemble des points fixes de " : K — K
(le morphisme de FROBENIUS itéré k-fois). Notons L le sous-corps de K des racines de f.
Il est exactement de cardinal p". Or, K étant un corps de décomposition de f relativement
a IFp, il est minimal. Ainsi, K = L.

O

1. Stupéfiant, je sais.
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5.2.2 Plongements entre corps finis

7

Lemme 5.2.2 (divisibilité). On a les propriétés suivantes.
— Soit K un corps et n,m € N. Alors, X" —1 divise X" — 1 si et seulement si n divise
m.

— Soit a > 2 un entier, et n,m € N. Alors, a € N a”™ — 1 divise a™ — 1 si et seulement
st n divise m.

— Si K est de caractéristique p > 0 et r,s € N, alors XP" — X divise XP" — X si et
seulement si r divise s.

Démonstration. Pour les deux premiéres propositions, écrire la division euclidienne de m par
. T .. S . . T__ ..
n. Montrons la derniére. On que XP" — X divise X?° — X si et seulement si XP ~1 — 1 divise
S __ . " . N o . . o .
XP°~1 _ 1 ce qui est encore équivalent a ce que p" — 1 divise p* — 1, i.e que r divise s.
O

Proposition 5.2.1. F,» se plonge dans Fps si et seulement si r divise s. Dans ce cas, Fps
a un unique sous-corps isomorphe a Fpr, et [Fps : Fpr] = s/7.

Démonstration. SiFpr se plonge dans Fys, alors Fys est un Fyr-espace vectoriel isomorphe a F,
ou n est sa dimension. On a alors p* = (p")" donc s = rn et r divise s. Réciproquement si K est
un corps de cardinal p®, alors si ¢ est le morphisme de FROBENIUS sur K, alors les points fixes
de ¢ sont les éléments x € K tel que 2P — z = 0. C’est un sous-corps k de cardinal p” puisque
c¢’est ’ensemble des racines d’un polynéme de degré p”. Puisque XP" — X divise XP° — X, et que
XP" — X est scindé a racines simples sur L, alors il en est de méme pour X?" — X. Ce polynéme
a donc exactement p" racines donc |k| = p”. Enfin, ce sous-corps est unique puisqu’il est toujours
I’ensemble des racines de X?" — X.

O

5.3 Polyndémes irréductibles sur un corps fini

Pour décrire les corps finis, on va chercher a les écrire sous la forme F,[X]/(P) (qui est bien
un corps lorsque P est irréductible). Le cardinal d'un tel corps est p? oit d = deg P. Par exemple,
on peut construire Frig, il suffit de trouver un polynéme de degré 10 irréductible dans Fp[X].
C’est possible pour tout corps de cardinal p” de le construire ainsi. En effet, F;r est cyclique. Soit
donc a un générateur de ce groupe. Alors, Fpla] = F,r et si P € Fp[X] est le polynéme minimal
de a, alors c¢’est un polynoéme irréductible de degré r. On peut méme trouver algorithmiquement
des polynomes irréductibles : au hasard. Il suffit en fait de prendre dans [F,,[X] un polynéme de
degré n et de vérifier s’il est irréductible. Si ce n’est pas le cas, on recommence. Pour comprendre
lefficacité de cet algorithme il nous faut savoir deux choses :

(i) parmi les polyndmes unitaires de degré n, si la proportion de polynomes irréductibles est
assez grande;

(ii) 8’1l existe un bon algorithme de test d’irréductibilité.
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Proposition 5.3.1. Soit F, un corps fini de cardinal q, et soit Py l’ensemble des poly-
nomes unitaires irréductibles de degré n dans Fq[X]. Alors, Py est non vide et

x"-x=]T1II P

d|n PEPy

\

Démonstration. Soit A I'ensemble des facteurs irréductibles unitaires de X9" — X dans F,[X],
B l'ensemble des polyndmes minimaux dans F,[X] des éléments de Fyn, et C' l'ensemble des
polynomes irréductibles unitaires de Fy[X] dont le degré divise n. Montrons que A = B = C. En
effet si A = C, puisque X9" — X est a racines simples, c’est le produit de ses facteurs irréductibles
unitaires. On aura donc

x"-x=][r=1IP=I] 1] P

PeA peC din P€Pq
Montrons que A C B C C C A.

— A C B. Soit P € A. Puisque X" — X est scindé dans Fyn, alors P aussi. Il y a donc une
racine o € Fyn. Puisque P est irréductible, P est le polynome minimal de «.

— B C C. Soit a € Fgn et P € Fy[X] son polynome minimal. Alors, P est irréductible. On
a que Fy[a] = F,[X]/(P), donc |F,[a] = ¢4 ¥, Or, F,[a] est un sous-corps de Fyn donc
deg P divise n. Ainsi B C C.

— C C A. Soit P € Fy[X] un polynéme unitaire irréductible de degré d diviseur de n.
Alors, Fy[X]/(P) est un corps de cardinal ¢%. Soit a I'image de X dans F,[X]/(P). Alors,
Y Ainsi, P divise X P X (puisque P est le polynéme minimal de «). Par le lemme
de divisibilité, X?* — X divise X" — X. Ainsi, P est un diviseur irréductible de X?" — X.
Ainsi, P € A.

O

En regardant les degrés on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.3.1. Soit Ny = card Py (le nombre de polynémes unitaires irréductibles de
degré d dans Fy[X]), ot d divise n. Alors,

pt = Z dNy.

dln

Corollaire 5.3.2. Parmi les ¢ polyndmes unitaires de degré n, la proportition de poly-
nomes irréductibles vérifie

w3

n

<—"<
q

l—qlf
n

S|

\

Démonstration. Remarquons que ¢" — qlf%z < nN, <q". En effet, nN,, < ¢" car

q" =nN, + Z dNy.
dln
d#n

On observe plus généralement que pour tout d diviseur de n, Ny < ¢%/d. Ainsi,
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d
_.n n q d n 1+2
niNy, =q —E dNg > q —E dgz § ¢ <q —q2.
dln dn d#n/2
d#n d#n

Corollaire 5.3.3. Le nombre moyen d’itération dans l’algorithme (q"/N,) est tel que

" n
N, S [T
Sin >3, alors
n c_n
1—q17% _1—%

et donc q" /Ny, = O(n).

5.4 Test d’irréductibilité de RABIN

’

Théoréme 5.4.1. Soit P € F,[X] de degré n. Alors, P est irréductible si et seulement si
(i) P divise X9" — X ;
(ii) pour tout facteur premier ! de n, P A (Xpn/l - X)=1.

Remarque. On ne peut pas travailler avec des polynomes de degré ¢" en pratique (7'°°0 par
exemple est trop grand). Le test de RABIN permet d’éviter ce probléme.

— La premiére condition de 'équivalence est elle-méme équivalente & demander que X" = X
mod P. On travaille donc dans F,[X]/(P) et on utilise 'exponentiation rapide pour calculer
X" mod P.

— On caleule X7' — X mod P et on se raméne a des polynomes de degré inférieur ou égal
a n, dont on calcule un pged.

Démonstration. On peut supposer que P est unitaire. Si P € P,, c’est un diviseur de
X9" — X d’aprés la proposition clé. De plus, si 'on avait P A (an/l — X)) # 1, alors puisque P
est irréductible, P divise X" — X, Ainsi, P € Py donc d divise n/l, et alors d < n. Or, P € P,
donc deg P = n.

Supposons que P satisfait les conditions (¢) et (7). Alors, P se décompose en facteurs
irréductibles sous la forme P = Q1 - - - Q... Alors, les Q; divisent P donc divisent X?" — X . Ainsi,
Q; € Py, avec d; un diviseur de n. Or, la condition (i7) assure que @; n’est pas dans Py avec
d diviseur de n/l. Puisque c’est vrai pour facteur premier [ de n, on en déduit que la seule
possibilité est que @; € P,. Ainsi, deg ); = n, et donc P n’a qu’un seul facteur : il est donc
irréductible.

O
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5.5 Polyndémes cyclotomiques

5.5.1 Définition et lien avec les racines de 'unité dans les corps finis

7~

Définition 5.5.1. Soit n € N*. On appelle n-ieme polynome cyclotomique le polynome

Remarques.
— A priori, ¢, € C[X].
— Pour tout n € N*, deg ®,, = ¢(n), ou ¢ est 'indicatrice ’EULER.
— Les polynémes cyclotomiques sont unitaires.

— Pour tout n € N*,

k=1
Exemples.
— P =X -1;
— Py =X +1;
— O3 =X?+ X +1;
— Oy = X2+ 1;
D= XU XB 4 X2 X 1= XL

Lemme 5.5.1. Pour tout n € N*,

X" —1=]]®aX).
dln

Démonstration. On partitionne les racines de 'unité en fonctions de leurs ordres. On a alors que
X"™ — 1 est le produit des (X — wy) ou les wy sont les racines primitives d-iémes de 1'unité, ou d
parcourt les diviseurs de n, i.e que

X" —1=[]ouX).
dln

[ Lemme 5.5.2. Pour tout n € N, ®,, est unitaire a coefficients entiers. ]

Démonstration. Par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, ®; = X — 1 € Z[X] est unitaire. Pour
la propriété de récurrence, on écrit que

X"—1

P, = =.
" Hd|n (I)d

54 ALGB



Chapitre 5. CORPS FINIS

On fait donc la division euclidienne de X™ —1 par P =[] din ®,4(X) (qui est un polyndme unitaire
a coefficients entiers par hypothése de récurrence). Le quotient est le reste sont donc dans Z[X].
Dans C[X], la division euclidienne donne le méme quotient et le méme reste (par unicité de la
division euclidienne dans C[X]). Or, dans C[X], le quotient est ®,, et le reste est nul. Ainsi,
o, € Z[X]. O

Proposition 5.5.1. Soit n € N* et K un corps de caractéristigue 0 ou p > 0 tel que
pAn =1. Alors, les racines de ®,, dans K sont exactement les racines primitives n-iémes
de lunité dans K.

Démonstration. Toute racine de ®,, est une racine n-iéme de 'unité car ®,, divise X™ — 1. Soit
alors « une racine n-iéme de 'unité dans K. Alors, o™ — 1 = 0 donc

[[2a(e) =0.

d|n

Ainsi, a annule un certain ®4 ou d divise n. Si d < n, alors « est une racine d-iéme de 'unité (ce
qui est impossible puisque « est une racine primitive). Ainsi, a est une racine de ®,,. Supposons
désormais « étre une racine de ®,,. C’est donc une racine n-iéme de 'unité et il existe d un
diviseur de n tel que a® = 1. Supposons qu’on puisse trouver un tel d tel que d < n. Alors, « est
une racine X4 —1 = Hd’|d ® . Ainsi, o est une racine d’un certain ®y ou d’ est un diviseur de
d. Alors, « est une racine double de X™ — 1 et donc une racine de ®,, et ®4. Or,

X" 1=, ] @
dln
d#n

Mais f(X) := X™ — 1 est a racine simples dans K car f/(X) =nX""! avec n # 0 dans K (car si
K est de caractéristique non nulle p > 0, on a supposé que n? = 1). Ainsi, f’ ne s’annule qu’en
0, il n’a donc que des racines simples.

O
Remarque. On a que

5.5.2 Irréductibilité des polynémes cyclotomiques dans Q[X]|

’

Théoréme 5.5.1. Pour tout n > 1, ®,, est irréductible dans Z[X] et Q[X].

Définition 5.5.2. On appelle contenu d’un polynome de Z[X] le pged de ses coefficients.

Notation. Si P € Z[X], on note son contenu c(P).

Remarque. Cette notion est généralisable aux anneaux factoriels, mais le définir sur Z suffira
ici.

7

Lemme 5.5.3. Soient P et Q € Z[X]. Alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

ALGB 55



5.5. Polynémes cyclotomiques

Démonstration. Posons P; = — P et Q1 = ——Q. Supposons par l'absurde que ¢(P;Q1) # 1.

1
C( ) «(Q)

Il existe alors p premier divisant ¢(P1Q1), donc tous les coefficients. On a alors dans (Z/pZ)[X]
que

PiQ1=PQ1=0.
Par intégrité, p divise tous les coefficients de P; ou de Q). Alors p diviserait le contenu d’un des
deux polyndémes. p divise 1, ce qui est absurde. Ainsi, ¢(P1Q1) = 1. D’on

c¢(PQ) = c(P)c(Q)c(P1Q1) = ¢(P)c(Q).

Lemme 5.5.4. Si f € Z[X] est un produit de deux polynomes unitaires P,Q € Q[X],
alors P et Q) sont a coefficients entiers.

Démonstration. On écrit P(X) =>"7" 3 Xiet Q(X) = >0 4 X7 en supposant les fractions
J

irréductibles. On note 8 = ppem(fi, ..., 3,) et § = ppem(dy, ..., 0y,). Par le lemme de GAUSS,

c(BPQ) = ¢(BP)c(6Q)

Montrons que ¢(SP) = 1. On a que P = Za,ﬁ et

Bi

n

6P =\ | 3 % \/ B;

=0

Supposons par 'absurde qu’il existe p premier divisant ¢(5P). Ainsi,

Vi € [0,n], p]ozzﬁ
Bi
Ainsi, p | anﬁ% donc p | B. Posons A = {v,(Bx) | k € [0,n]}. C’est une partie non vide de N
majorée, elle admet donc un maximum noté v, (5x) (puisqu’un tel k existe). Par définition de 3
et de k, on sait que v,(8k) = vp(B) donc
)
v | = | =0.
8 <5k

Il en découle que p ne divise pas 5, p divise donc ay. Enfin, p divise a; et G avec ap A B = 1.
k

Nécessairement, p = 1.

O

Démonstration (du théoréme). On montre uniquement 'irréductibilité dans Q[X], I'irréductibi-
lité dans Z[X]| en sera une conséquence. Soit P un facteur irréductible unitaire de ®,, dans Q[X].
Selon le lemme précédent, il est & coefficients entier. Soit désormais ¢ € C une racine de P et p
un nombre premier ne divisant pas n. Montrons que (P est aussi racine de P. Ecrivons ®,, = PQ.
Supposons que P ne s’annule pas (P, c¢’est donc que @) s’y annule puisque ®,, s’y annule. Ainsi,
Q(¢P) = 0 et ¢ est une racine de Q(XP). Puisque P est irréductible et s’annule en (, c’est le poly-
noéme minimal de ¢ donc P divise Q(XP?) dans Q[X]. Selon le lemme précédent, il existe R € Z[X]
tel que PR = Q(XP). On trouve alors dans F,[X] que PR = Q(X?) = QP, et ®,, = PQ. Mais
puisque ®,, est a racines simples dans toutes extension de Z/pZ (c’est un diviseur de X™ — 1 et
nAp=1), P et ) sont premiers entre eux, ce qui est contradictoire puisque PR = QP.
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On a donc montré que si ( € C est une racine de P, alors (? aussi pour tout p premier ne
divisant pas n. Soit donc ¢ € C une racine de P et ¢’ une racine primitive n-iéme de I'unité. Nous
savons quil existe m € Z/nZ* tel que ¢’ = (™. On décompose m en facteurs premiers avec
m = pi - - - pi (pas forcément distinces). Les p; ne divisent pas n, car si ¢’était le cas alors (Pi est
une racine n/p;-iéme de 1'unité, ce qui contredit sa primalité. Soit alors (; = (P*. On applique
le résultat que l'on a montré pour affirmer que (}* est encore une racine de P. En itérant ce
processus, on observe que ( est racine de P. Ainsi, toutes les racines primitives n-iémes de I'unité
sont racines de P donc P divise ®,, et alors P = ®,,.

O

Remarque. Le programme du premier contréle continu s’arréte ici.
On termine cette sous-section avec un résultat admis.

Proposition 5.5.2. Soit ¢ = p°® avec p un entier premier et s > 1. Soit n un entier
premier avec p. Alors, ®,, est irréductible dans Fy[X| si et seulement si la classe de g dans
le groupe multiplicatif (Z/nZ)* engendre ce groupe.

5.5.3 Construction des corps finis via la factorisation des polynémes cyclo-
tomiques

Les polynomes cyclotomiques permettent de construire les corps finis et de produire un gé-
nérateur pour chaque groupe des inversibles d’un corps. En effet si ¢ = p”, il nous suffit de
construire une extension de [, contenant une racine primitive (p” —1)-iéme de I'unité. On choisit
donc pour cela P un facteur irréductible de ®,r_1 de degré r et alors F, = F,[X]/(P). Evidem-
ment, cela demande de savoir factoriser ®,-_1 en facteurs irréductibles dans Z[X]. Pour cela, on
peut utiliser ’algorithme de BERKELAMP ou celui de CANTOR-ZASSENHAUS pour factoriser des
polynomes & coefficients dans un corps fini.

5.6 Algorithme de BERKELAMP

Nous donnons ici la description d’un algorithme qui, étant donné un polynéme de F,[X] le
factorise 2. Tout d’abord, on peut supposer P sans facteur multiple. Si ce n’est pas le cas alors
soit P' =0 et P est de la forme P = Q(XP) et 'on étudie la factorisation de @, soit P A P’ est
non constant de degré strictement plus petit que deg P et suffit de factoriser PA P’ et P/(PAP’)
(qui sont tous de degré strictement inférieur a deg P).

5.6.1 Version déterministe

Soit P € [F,,[X] un polynéme sans facteur multiple, et on note P = P; - - - P, sa décomposition.
Par le lemme chinois,

L’application ¢ : x — 2 est F)-linaire et a exactement p points fixes formant une droite dans
des facteurs. Ainsi, N := ker(p — id) est de dimension . On détermine via un pivot de GAUSS
une base du noyau N. S’il est de dimension 1, c’est que P est irréductible. Plus généralement,
N contient I'image des constantes dans Fy[X]/(P). Soit @ € F{X] un polynéme non constant de
tel que Q € N, i.e que 'image de P dans chacun des [F,[X]/(P;) est constante (ce sont les points

2. On peut méme généraliser un tel processus a Fq[X]
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fixes du morphisme de FROBENIUS). Ainsi, il existe oy € F), tel que P; divise @ — ;. Or, @ étant
non constant, la constante o; n’est pas indépendante de i € [1,r]. Ainsi, certains P; divisent
@ — «; mais pas tous. Ainsi, P A (Q — «) donne un facteur strict de P lorsque a est un «;.

On arrive au défaut de ’algorithme, qui est qu’on ne connait pas les P; et donc encore moins
les cvj. On calcule donc P A (Q — «) pour tout a € Fp, jusqu’a trouver un facteur strict de P.

5.6.2 Version randomisée

La méthode déterministe est efficace uniquement lorsque p est petit, puisqu’on doit effectuer

des calculs en parcourant le corps FF,,. Si p est grand, on doit trouver un moyen pour ne pas avoir
p—1
a tester tous les a. Afin d’optimiser le nombre de calculs, on utilise le fait que a;; 2 € {—1,0, 1},

puisque «; est dans le sous-corps premier de F,[X]/(P;). Soit alors Q € F,[X] tel que Q € N.

Alors, 'image de Qprl est égale a 0 ou £1. On a donc que P; divise soit Qp%l — 1, ou Q%,

ou alors Q% + 1 (selon que a; = 0, ou que «; # 0 est un carré ou non). On en déduit que

P /\1 (Qp%1 — 1) vaut P (resp. 1) si et seulement si tous les (resp.aucun des) «; ne vérifient
e

o ?

;2 = 1. On a donc découpé les possibilités sur [1,7] en trois tiers (de tailles respectives p_1

5
B 51, et 1 (tous inférieurs ou égaux a p/2)). On choisit alors ) au hasard, et la probabilité qu'une
situation arrive est au plus la probabilité de tirer » — 1 nombres dans le méme tiers, i.e inférieure

a1/21 < 1/2 (lorsque r > 1).

5.6.3 Algorithme de CANTOR-ZASSENHAUS

On termine cette section sur les algorithmes de décomposition en facteurs premiers avec une
version simplifiée de la méthode randomisée dans laquelle nous n’avions pas besoin de connaitre
le noyau N. On suppose ici p impair et que tous les facteurs irréductibles de P ont le méme degré
d que 'on suppose connu. C’est un cas auquel on peut facilement se ramener puisque 'on sait
que X" - X a comme facteurs irréductibles les polynomes de degré diviseur de k. On calcule les
pged de P et XP° — X pour i croissant, mais on retire a chaque étape a P les facteurs communs
trouvés, et on recommence avec le ¢ suivant. Une fois donc ramené au cas décrit, on a que

Fp[X]/(P) = [ [ Fp[X]/(P)
i=1

est un produit de corps de méme cardinaux (pd). L’argument que nous avons donné plus haut
dans T, s’adapte : tout élément Q € F,[X]/P; élevé a la puissance (p? — 1)/2 devient 0 ou +1.

On en déduit donc que P; divise soit de% —1, soit deT_l, soit deT_l + 1. On choisit alors @ au
hasard (de degré inférieur ou égal a 2d suffit méme), et la probabilité que tous les P; divisent le
méme polynéme (parmi les trois) est la probabilité que 'image de @ soit dans méme tiers pour
tout i, ce qui est au plus une chance sur 2 si r > 2 (i.e s’il y a plusieurs facteurs).
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Chapitre 6

Réciprocité quadratique

Etant donné a un entier et p un nombre premier impair, peut-on donner une condition
nécessaire et suffisante pour a soit un carré modulo p. Une réponse a déja été démontré dans
ce cours : a est un carré modulo p st et seulement si aprl =0 oul mod p (conséquence de la
cyclicité de (Z/pZ)*). Si I'on se donne maintenant a € Z, peut-on déterminer les entiers premiers
p impairs tel que a est un carré modulo p. Malheureusement, le critére précédent ne suffit pas.

6.1 Symbole de LEGENDRE

Définition 6.1.1. Soit p un nombre premier impair, et a € Z. On définit le symbole de
LEGENDRE par

a 0 sia=0 mod p;
<> = 1 sia est un carré modulo p ;
p —1 sinon.

Remarque. Cette quantité ne dépend que de la classe de a modulo p. On peut donc définir
(%) pour a € Z/pZ.

r

Lemme 6.1.1. Soit p un nombre premier impair et a € Z/pZ. Alors dans Z/pZ,

Ce lemme a déja été démontré.

Corollaire 6.1.1. Soit p un nombre premier impair. Les assertions suivantes sont équi-
valentes.

(i) —1 est un carré modulo p ;
(i1) % est un pair ;
(117) p=1 mod 4.

Exemple. —1 est nu carré modulo 13 mais pas modulo 11.
On présente maintenant le résultat majeur de ce chapitre.




6.2. Application de la réciprocité quadratique, symbole de JACOBI

Théoréme 6.1.1 (lois de réciprocité quadratique pour le symbole de LEGENDRE). Soit
p un nombre premier impair. On a les résultats suivants.

(1) (_71) = (—1)1%1 (le symbole de LEGENDRE vaut 1 si et seulement si p=1 mod 4).

2_
(i1) (%) = (—1)pT1 (le symbole de LEGENDRE vaut 1 si et seulement si p = £1 mod 8).

(iii) Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts. Alors,
(P) (Q) — (-
q) \P

Remarque. Les deux premiéres sont des lois complémentaires. Le point (iiz) est ce qu’on
appelle généralement la loi de réciprocité quadratique. Nous démontrerons ces résultats plus tard.

6.2 Application de la réciprocité quadratique, symbole de JACOBI

7

Définition 6.2.1. Soit n > 3 un entier impair qu’on décompose en facteurs premiers avec
n=pit---pd. On définit le symbole de JACOBI par

5)-G) - G)

Remarque. Dans le membre de droite, le symbole est celui de LEGENDRE que nous avons déja
défini.

Attention. Sin n’est pas premier, (%) = +1 ne signifie pas nécessairement que a est un carré

modulo n ou non. Ce symbole va en revanche nous servir dans des calculs intermédiaires a
déterminer si a est un carré modulo p.

~

Proposition 6.2.1 (propriétés du symbole de JACOBI). Soit n > 3 un entier impair.

(i) Sia=b mod n, alors

(ii) Sia€Z,

(iii) Pour tout a,b € Z,

Démonstration. Notons n = pi™* - - - por.
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(i) Sia=b mod n, alors a =b mod p; pour tout i € [1,7]. Ainsi,
()-11() -11G) - )
n i \Pi i—1 \Pi n
a

():0 — Jie[l,r], <a>:0 — aAn=1

n Di

(i) On a que

(73) Découle du fait que pour tout ¢ € [1,7]

()= GG

(ab> _ (ah)B = oB

et

Théoréme 6.2.1 (lois de réciprocité quadratique pour le symbole de JACOBI). Soit m,n >
3 deuz entiers impairs premiers entre eux. On a les résultats sutvants.

() () = ()%
(i) 3) = (1)

(111) Soient p et q deux nombres premiers impairs distincts. Alors,
mn m n—1 —1
(=) =(-1)"=z =z .
W) -

Remarque. Comme pour le symbole de LEGENDRE, la propriété (iii) est ce qu’on appelle
généralement la loi de réciprocité quadratique.

Démonstration. (i) Notons n = p{" ---p2r. Selon, la premiére premiére loi de réciprocité qua-
dratique,

_1 T _1 o T i1 o e
() -TI <) :H<(_1)”T) = (1)
" =1 \Pi i=1
En effet, application € : x — (—1)%1 est mutiplicative sur I’ensemble des entiers impairs

(c’est la classe de z modulo 4 qui vaut £1).

221
(i) La démonstration est la méme avec w : x — (—1) 8§ , qui est aussi multiplicative sur
Iensemble des entiers impairs (c’est la classe modulo 8).

(ii1) On a que

Il suffit donc de voir que

()G =Cr) =
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6.2. Application de la réciprocité quadratique, symbole de JACOBI

Notons donc n = p{* -+ - p2r et m = qfl . -q,@r. Alors,

() -1(%) -1

Par loi de réciprocité quadratique,

G)-ne)”m () - ()

i i %

62

ALGB



	Nombres premiers et critères de primalité
	Critère de Fermat
	Critère de Miller-Rabin
	Trouver de grands nombres premiers
	Cyclicité du groupe multiplicatif d'un corps fini
	Structure de (Z/nZ)
	Lemme chinois et conséquences
	Étude de (Z/pZ)

	Faits de base sur les groupes cycliques, applications aux racines de l'unité et à (Z/pZ)

	Généralités sur les anneaux, idéaux, et corps
	Définitions
	Groupe multiplicatif
	Morphismes
	Noyaux et idéaux
	Anneaux quotients
	Interprétation du quotient comme “ajout de relation”, adjonction d'élément
	Idée
	Adjonction d'éléments

	Idéaux maximaux, idéaux premiers

	Modules
	Généralités
	Anneaux noethériens
	Modules libres, rang, matrices
	Modules libres et rang
	Matrice d'une application linéaire entre modules libres.
	Déterminant.

	Permanence des identités
	Rappels sur les anneaux euclidiens et principaux
	Forme de Smith
	Interprétations et applications
	Lien avec le pgcd et les coefficients de Bézout
	Applications linéaires entre Z-modules
	Noyau et image

	Générateurs et relations pour un module
	Théorème de structure des groupes abéliens de type fini
	Application en algèbre linéaires

	Extensions de corps, éléments algébriques, degré, règle et compas
	Extensions de corps, éléments algébriques, degré
	Extensions de corps
	Définitions des anneaux et corps K[x] et K(x)
	Éléments algébriques et transcendants

	Construction à la règle et au compas
	Corps de rupture et corps de décomposition
	Corps de rupture d'un polynôme irréductible
	Corps de décomposition d'un polynôme quelconque
	Propriété de divisibilité préservées dans une extension
	Racines multiples
	Clôture algébrique


	Corps finis
	Propriétés élémentaires des corps finis
	Cardinal
	Morphisme de Frobenius

	Existences et unicités des corps finis
	Existence et unicité
	Plongements entre corps finis

	Polynômes irréductibles sur un corps fini
	Test d'irréductibilité de Rabin
	Polynômes cyclotomiques
	Définition et lien avec les racines de l'unité dans les corps finis
	Irréductibilité des polynômes cyclotomiques dans Q[X]
	Construction des corps finis via la factorisation des polynômes cyclotomiques

	Algorithme de Berkelamp
	Version déterministe
	Version randomisée
	Algorithme de Cantor-Zassenhaus


	Réciprocité quadratique
	Symbole de Legendre
	Application de la réciprocité quadratique, symbole de Jacobi


