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Chapitre 1

Espaces de BANACH

1.1 Quelques rappels

Soit K € {R,C}. On ne rappelle pas les notions de base (espaces métriques, suites de CAU-
CHY, espaces complets, espaces vectoriels normés). On notera cependant qu’'une semi-norme est une
application qui posséde tous les axiomes d’une norme, a 'exception de celui de séparation. Une
semi-norme est toujours positive.

1.1.1 Semi-normes

Remarque. Soit C' un sous-ensemble d’un espace vectoriel E

— (' est dit équilibré si pour tout a € K tel que |a] <1, aC C C.

— C est absorbant si pour tout z € E, il existe un r > 0, tel que & € C pour tout a € K tel que
la] > 7.

Exercice. Si p est une semi-norme sur F et si ¢ > 0,

C={zxeFE|px) <c}

contient O et est convexe, équilibré, et absorbant. De plus, pour tout x € E,

p(x):inf{ac|a>0,260}.

Exemples de familles de semi-normes

— Soit E'=C(]0, 1[, R). Pour tout a €0, 1], on pose p,(f) = |f(a)|. La famille P = (pa)acjo,1| est
une famille de semi-norme. On dira en particulier que P est une famille séparante dans le sens
suivant : si p,(f) = 0 pour tout a €]0, 1], alors f = 0.




1.1. Quelques rappels

Proposition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel, et P = (p;)jen une famille de semi-normes
sur E telle que pour tout x € E\{Og}, il existe k € N tel que pi(x) > 0. Alors, lapplication
sur B

) =S L piE-y)
(z,y) — d(z,y) ;2j1+pj(m—y)

est bien définie, et définit une métrique sur E. Cette métrique est telle que pour tout (), €
EN etz € E, alors

d(zp,z) —— 0 <= VjeN, pj(z, —2) —— 0.

n—o0 n—oo

L

77 est strictement croissante sur Ry et s’annule en

Démonstration. Notons que 'application ¢ +—
0. Montrons seulement 1’équivalence.
Supposons d’abord que (x,), converge vers x au sens de la métrique d. Soit j € N* et

€ > 0. On pose n = ;. Il existe nc ; € N tel que pour tout n > n j,

1 pj(z — xn)

- <d <.
201+ pj(x —an) — (@, 2n) <

On en déduit donc que

1
pj(x —xp) <e(l+pjlz—a,)) <e+ §pj(:1: — ).

Alors, pj(z — x,) < 2¢, et donc pj(z — x,) —— 0.
n—oo
Réciproquement, supposons que pj(z — x,) —— 0 pour tout j € N*. Soit donc ¢ > 0.
n—oo

et j- € N un indice tel que Z?ijs 11 2% < ¢ (reste d’une série convergente). On choisit ensuite un

ne € N tel que pour tout j € [1,j.] et n > ng, pj(z — x,) < e. Ainsi, d(zp,z) < 2e.
]

Exemples.

— Soit £ = C(R). Pour tout j € N, on pose p;(f) = maxy<;|f(t)|. Chaque p; est une semi-
norme, et la famille est en fait séparante. La métrique associée (comme dans la proposition
précédente) donne la convergence uniforme sur tout compact (exercice : montrer que (F,d)
est un espace complet).

— F = Cy(R). Notons df la restriction de d a F. L’espace (F,dp) n’est pas complet. En effet, la
suite définie pour tout (n,t) € N x R par f,(t) = |t| si [t| < n et f,(t) = n sinon. Alors, f,
tend vers la fonction valeur absolue, qui n’est pas élément de F.

— Soit § = KN. On munit cet espace de la métrique définie pour tout x,y € S par

=1 Ti—Yj
dlwy) =Y oYl

Yz -yl
Cet espace est complet. En particulier, pour tout = € S et (v,), € SV, alors

d(vn,r) —— 0 <= VjeN, v,; —— ;.
n—oo

n—oo
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Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

1.1.2 Espaces de BANACH

7

Proposition 1.1.2 (caractérisation des espaces de BANACH). Soit E un espace vectoriel
normé. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) E est de BANACH ;
(ii) toute série absolument convergente est convergente ;

(iii) toute suite (z,)n € EN vérifiant ||z,| < ¢ avec ¢ €]0, 1] fizé pour tout n € N, est telle
que Z Ty est convergente.

Démonstration. — (i) == (i1). Soit m > n deux entiers. Alors,
m m
[$m — snll = Z || < Z ;] ——=0
j=n+1 j=n+1

car ) oy llznll < oo

— (#1) = (4i7). Trivial.

— (iti) = (i). Soit (x,), € EY une suite de CAUCHY. On extrait par récurrence une sous-
suite (J%(n))n telle que pour tout n € N, ‘xw(nﬂ) — xw(n)H < 2% On pose pour tout j € N,
Ui = Tp(j+1) ~ Tp(j)- On 2

n
1 .
Ty(nt1) = To(n) + Zyj, et |yl < o5 pour tout j € N.
=1

Par hypothése, ) y; converge, et donc (Zy,(n41))n tend vers un certain x € E. On en déduit
que pour tout n € N,

2 — 2|l < |20 = 2pmin| + [|Tomr1) — 2]

et on passe a la limite supérieure pour conclure.

1.1.3 Théoréme de BAIRE

Soit (M, d) un espace métrique. Rappelons que E C M est dit étre dense dans M si E = M.
Quelques notations.

o

— E C M est dit nulle part dense! si 'intérieur de E = @.
— F C M est dit maigre (1ére catégorie) s’il est réunion dénombre d’ensembles nulle part denses.

— FE C M est dit générique si le complément de E est maigre.

1. Nowhere dense en anglais.
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1.2. Opérateurs linéaires bornés : trois principes de I'analyse fonctionnelle

Remarque. Un singleton est maigre. Ainsi, Q est maigre dans R.

Théoréme 1.1.1 (de BAIRE). Soit (M,d) un espace complet.
(i) Soit (F,)n une famille de fermés nulle part denses de M. Alors,

(i) Soit (Op)y, une famille d’ouverts denses dans M. Alors,

no.

neN

est dense dans M. Dans un espace métrique complet, un ensemble générique est dense.

Corollaire 1.1.1 (BAIRE). Soit (M,d) un espace complet et (Fy,), une famille dénombrable

[¢]
de fermés de M. Alors, si M = J,,cr Fn, il ewiste ng € N tel que Fyy # &. Un espace complet
n’est pas maigre.

Démonstration. Supposons par 'absurde que tous les Fj, soient d’intérieurs vides. Alors, (J, ey Fn

o]
est d’intérieur vide, mais M = M.
O

1.2 Opérateurs linéaires bornés : trois principes de ’analyse fonc-
tionnelle

On a les conséquences suivantes du théoréme de BAIRE :
— principe de la borne uniforme (BANACH-STEINHAUS, 1927) ;
— principe de I'application ouverte (BANACH-SCHAUDER, 1930);

— principe du graphe fermé (BANACH, 1927).

1.2.1 Rappels

Soient E et F' des espaces vectoriels normés, et T : E — F un opérateur linéaire. On notera
B(E, F) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés. On notera ||7'|| la norme subordonnée de T' a
| llg et || - || - On remarquera que 1" est borné si et seulement si T' est continu si et seulement si
T est continu en Og si et seulement si T est uniformément continu si et seulement si T(Bg(0g,1))
est borné. De plus, pour tout z € &,

1Tz|p < 1T lz£] -

B(E, F) est un espace vectoriel, sur lequel || -||.

8 ANAF



Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

[ Proposition 1.2.1. Si F' est un espace de BANACH, alors (B(E, F),||-||) l’est aussi. ]

Remarque. On note ST = SoT lorsque 'on peut composer S et T, par exemple lorsque E = F'.
Dans ce cas, ||ST|| < ||S|| [|T]], et donc || T™] < [|T]|" pour tout n € N*.

1.2.2 Principe de la borne uniforme

- 3

Théoréme 1.2.1 (BANACH-STEINHAUS). Soit E un espace de BANACH, F' un espace vecto-
riel normé, et soit (T\)aen une famille d’éléments de B(E, F). Si la famille est ponctuellement
bornée, i.e que pour tout x € E, il existe c; > 0 tel que

sup || Thz|| < ce [zl

AEA

alors la famille est uniformément bornée. C’est-a-dire qu’il existe un C > 0 tel que

sup || Th| < C.
AEA

Corollaire 1.2.1 (BANACH-STEINHAUS). Soit E un espace de BANACH et F' un espace
vectoriel normé. Soit (Ty,), € B(E, F)N une suite d’opérateurs bornés. On suppose que pour
(Thz)nen converge dans F' pour tout x € E. Alors,

sup || T, < oo.
neN

Corollaire 1.2.2. Soit E un espace de BANACH, et F' un espace vectoriel normé. Soit (T,,), €

B(E, F)N une suite d’opérateurs bornés convergeant simplement vers une une fonction T.
Alors T € B(E, F), et

17| < lim inf |75, .
n—oo

Démonstration. T est clairement linéaire. La norme || - || » est continue en tant qu’application de F
dans R. Ainsi, pour tout = € E,

Jim (| Tzl = Tim [Tz

Ainsi, pour tout z € E, (T,,x),, est bornée. En vertu du théoréme de BANACH-STEINHAUS, il existe
un C' > 0 tel que sup,,cy || 7| < C. Ainsi, pour tout z € E,

[ Tn]| < sup || T lz]l g < Claf| -
neN
Ainsi,

Tal| = lim |[Tuallp < Clal.
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1.2. Opérateurs linéaires bornés : trois principes de I'analyse fonctionnelle

On en conclut que T est borné, et que ||Tz||p < liminf, o |75 ||| 5, ce qui donne immédiatement
le résultat.

O
Corollaire 1.2.3 (NEUMANN). Soit T € B(E), ot E est un espace de BANACH. Supposons
que [|[I =T <1 (ouI=idg). Alors, T admet un inverse tel que pour tout x € E,
n
T lz = lim Y (I -T)"z.
n—oo
k=0
1.2.3 Principe de application ouverte
Théoréme 1.2.2 (BANACH-SCHAUDER). Soient E et F' des espaces de BANACH, et soit
T € B(E, F) un opérateur surjectif. Alors, il existe ¢ > 0 tel que T(Bg(0g, 1)) contiennent la
boule ouverte Bp(Op,c). En particulier, T envoie tout ouvert de E dans un ouvert de F.
Corollaire 1.2.4 (théoréme d’isomorphisme de BANACH). Soient E et F' des espaces de
BANACH, et soit T € B(E, F) un opérateur bijectif. Alors, T~ € B(F, E).

Corollaire 1.2.5. Soit E un espace vectoriel, et || - ||, et || - ||, deux normes sur E. On suppose
que E est complet pour chacune de ces normes, et qu’il existe un ¢ > 0 tel que pour tout x € E,
lzlly < cflafl; -

Alors, les normes sont équivalentes.
Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme d’isomorphisme.
O

Exemple. Dans le théoréme d’isomorphisme, I’hypothése des espaces de BANACH est indispen-
sable.

— Soit E l'ensemble des suites dans R & support finis, que 'on munit de la norme infini. Alors,
(E, |l |loo) n'est pas complet (on a méme PO co(R)). Soit T : E = E, x — (3x)
T est linéaire, borné, et bijectif. Pour autant, T~! n’est pas borné.

keN’

— On ne peut se passer de '’hypothése d’espace de BANACH pour ne serait-ce qu’un seul des deux
espaces. Si E = F = C([0,1],R), et que 'on munit F de la norme infinie, et F' de la norme
2, alors (E, |- ||) est de BANACH, mais pas (E, || -||5). On remarque alors que I = idg r est
linéaire bornée, mais pas I~
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Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

Corollaire 1.2.6. Soit E un espace de BANACH, et F, E5 deux sous-espaces vectoriels fermés
tels que E = E1 ® Ey. Alors, il existe ¢ > 0 tel que pour tout x = x1 +x92 € E = E1 @ Ey (i.e
($1,$2) c E1 X Eg),

1]l + [lz2ll < cllzy + zaf = cll] -

Démonstration. On pose ||(z1,z2)|| = ||z1]] + ||z2]|, et soit T : By x By — E,(x1,x2) — x1 + x2.
C’est un opérateur linéaire borné, et bijectif. On peut donc appliquer le théoréme d’isomorphisme
de BANACH.

O

Corollaire 1.2.7. Soient M, N deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de BANACH
E tel que E=M & N. Alors E/M et E/N sont isomorphes a N et M.

Définition 1.2.1. Soit M C E un sous-espace fermé de E. M est dit supplémenté dans E
s’il existe une sous-espace vectoriel N C E tel que E = M & N.

Remarque. Si H est un espace de HILBERT, tout sous-espace M est supplémenté puisque H =
Mo Mt

e D

Définition 1.2.2. Soit E un espace de BANACH. Un opérateur P € B(E) est dit étre une
projection si P?> = P.

Théoréme 1.2.3. Si P € B(FE) est une projection, et E un espace de BANACH, alors E =
ker(P)+Im(P). Réciproquement, si E = M & N, alors il existe une projection P € B(E) telle
que M = ker(P) et N = Im(P). En conséquence, un sous-espace fermé M dans un BANACH
est supplémenté si et seulement s’il est ['tTmage d’une projection.

1.2.4 Principe du graphe fermé

Définition 1.2.3. Soit T : E — F un opérateur linéaire, ou E et I sont deux espaces
vectoriels normés. On appelle appelle graphe de T l'ensemble G(T) = {(z,Tx)|x € E} le
sous-espace de E X F' (muni de || - ||z +| - || o). L’opérateur T est dit fermé si son graphe lest
dans E x F.

Théoréme 1.2.4 (principe du graphe fermé). Soient E et F' deuz espaces de BANACH, et
soitT € L(E,F). Alors, T € B(E, F) si et seulement si le graphe (ou l’opérateur) est fermé.

Démonstration. O
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1.2. Opérateurs linéaires bornés : trois principes de I'analyse fonctionnelle

Exemple. On ne peut pas assouplir ’hypothése de E comme espace de BANACH. Soient F =

C1([0,1],R) et F = C([0,1],R). Soit T': E — F, f — f’. Montrons que G(T) est fermé, mais T n’est

pas borné. Soit (f,,), une suite d’éléments de E telle que f, _E, fetTfy % g. Montrons que
n—oo n o

g=f' € F.Pourtout n € Net t€[0,1], on a

t
fa(t) = fn(0) + /0 £ (s)ds.

On a f, [0_>;1]> fetf [i);l]) g. Alors,

n
)

Ainsi, f est de classe C! et f’ = g. On peut montrer que T’ n’est pas borné en choisissant f(t) =t
en supposant par ’absurde qu’il I’est.

Remarque. Soient E et F' des espaces de BANACH, et T : E — F'. Le principe du graphe fermé
assure que les affirmations suivantes sont équivalentes.

(i) T est séquentiellement continue ;

(ii) T est séquentiellement fermé.

Corollaire 1.2.8 (HELLINGER-TOEPLITZ). Soit H un espace de HILBERT réel, et T : H —
H un opérateur linéaire symétrique, i.e (x, Ty) = (Tx, y). Alors, T est borné.

Démonstration. Montrons que T' est fermé. Soit (zy,), une suite d’éléments de H, et x,y € H tels
que x, —— x et Tx,, —— y. Alors, pour tout z € H,
n—oo n—oo

(y, 2z) = <nh_>rroloTxn, z> = lim (T'zy, 2) = lim (x,,Tz) =(z,Tz) =Tz, 2).

n—oo n—oo

Ainsi, y = Tz car I'égalité tient pour tout z € H (théoréme de représentation).

Corollaire 1.2.9 (factorisation de DOUGLAS). Soient E, F' et G des espaces de BANACH.
Soient T : E — F et S : G — F un opérateur linéaire borné. Supposons T injectif. Alors,
on a équivalence entre

(i) Im(S) C Im(T) ;

(ii) il existe un opérateur linéaire borné U : G — E tel que TU = S.

\

Démonstration. Le second point implique clairement le premier puisque Im(S) = Im(7TU) C Im(T).
Réciproquement supposons (i), et posons U = T~1S. U est alors un opérateur linéaire, et TU = S.
Montrons donc que le graphe de U est fermé. Soit (z,), une suite d’éléments de G, convergente de
limite z € G. On suppose aussi que (Uzy,), converge, de limite x. Alors,

Tr=T lim Uz, = lim TUz, = le Sz, = Sz.

n—oo n—o0

Ainsi, z =T 1Sz = U=.
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Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

1.2.5 Opérateurs fermables

Il est intéressant de considérer des opérateurs sur un sous-espace stricte de I’espace entier.

Définition 1.2.4. Soient E et F deux espaces de BANACH, et soit D(T) C E un sous-
espace vectoriel de E, et D(T) — F un opérateur linéaire. T est dit fermé si son graphe
G(T)={(z,y) €e ExF|x € D(T), y=Tx} dans EX F. Si (x,), est une suite d’éléments de
D(T) convergeant vers un point x, et est telle que (T'zy,)y converge versy € F, alors y = Tx.

Remarques.
— Il faut comprendre D(T) comme le domaine de définition de T

— La norme graphe est Papplication D(T') — Ry, x — ||z|| 5 + [| T #-

Définition 1.2.5. Soient E et F des espaces de BANACH, D(T) un sous espace vectoriel de
E, etT : D(T) — F un opérateur linéaire. T' est dit fermable s’il existe un opérateur linéaire
T:D (T) — F fermé sur D(T), un sous-espace vectoriel de E tel que D(T) C D(T), et tel
que

Tipa) =T

Proposition 1.2.2 (caractérisation des opérateurs fermables). Soient E et F des espaces
de BANACH et soit D(T) C E un sous-espace vectoriel. Soit T' : D(T) — F un opérateur
linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) T est fermable.
(i) La projection en la premiére coordonnée, pp :@ — F, est injective.
(iii) Si (xn)n est une suite d’éléments de D(T) et y € F sont tels que x, — 0 et
Tx, ——y, alors y = 0.
n—00

Démonstration. — (i) = (iii). Se déduit du fait que y = TOg = Op ot T est extension fermée
de T

— (iti) = (ii). G(T) est encore un sous-espace vectoriel de E' x F. Ainsi, pg : G(T) — FE est
linéaire. Alors, d’aprés (iii), ker(pg) = {0}.

— (#) = (i) On pose D(T') = pg (G(T)) C E (c’est un s.e.v). L’application corestreinte pg :

G(T) — D(T) est bijective. Son inverse pg' : Q(T) — G(T'). Notons aussi pp : G(T) — F
la projection en la seconde variable. On pose T = pp o pgl. Ainsi, T : D(T) — T est un

opérateur linéaire. Son graphe est le s.e.v G(T) fermé de E' x F' et est tel que D(T') C D(T)
et T|D(T) =1T.
O
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1.3. Théorémes de HAHN-BANACH

Exemples.

— Soit H = L*(R), et T : D(T) — R I'application définie pour tout f € D(T) par

Tf:/Rf(t)dt

ot D(T) est 'ensemble des fonctions a support compact. Alors, T n’est pas fermable. On s’en
convaincra en choisissant la suite de fonction f, définie par fn(t) = L1 <. Alors, || fr [2(R) =

2 40, mais T'f, = 2 pour tout n € N*.

" n—oo

— Si H est un espace de HILBERT, et soit 7" : D(T") — H un opérateur linéaire définie sur D(T")
dense dans H. Supposons T symétrie. Alors, T' est fermable. Soit (z;,), une suite d’éléments
de D(T) tel que ||z,|| — 0 et. tel que Ta,, —— y € H. Alors, pour tout z € D(T),
n—oo n—oo

(y, z) = nh_}ngo (Txy, 2) = nh_{rgo (xn, Tz) =0.

Comme D(T) est dense dans H, il existe une suite (z;); d’éléments de D(T') telle que y; ——
J—00

y. Ainsi,

lyll* = (y, v) = lim (y, z;) =0.
Ainsi, y = 0.

Remarque. On peut montrer que chaque opérateur différentiel définie sur C>(Q) (ott Q C R? est
un ouvert) vers LP(Q) est fermable.

1.3 Théorémes de HAHN-BANACH

1.3.1 Version algébrique

Soit E un espace vectoriel sur K € {R,C}. On notera E* son dual algébrique, i.e Z(FE,K).
Notre intérét ici sera d’étendre des objets de G* & E* avec préservation de domination (ot G est un
s.e.v de F). On appelle quasisemi-norme (ou une forme sous-linéaire) toute application p : E — R

vérifiant I'inégalité triangulaire, et telle que pour tout = € E et A € Ry, p(Ax) = Ap(x).

7

Théoréme 1.3.1 (de HAHN-BANACH d’extension sur des espaces vectoriels réels). Soit E
un espace vectoriel réel, et soit p : E — R une quasisemi-norme. Soit G un sous-espace
vectoriel réel de E, et soit g : G — R une forme linéaire sur G telle que g(z) < p(x) pour
tout © € G. Alors, il existe f € E* telle que f est une extension de g (i.e que fijo = g) et
f <p surtout E.

Démonstration. —— Premiére étape. Supposons G # E, et soit xg € E\G. On pose G = G @ Ray,.
Montrons qu’il existe § € G* une forme linéaire telle que g = g et telle que g(z) < p(x) pour
tout z € G. Une extension g — R de g : G — R est déterminée de fagon unique par sa
valeur a = g(xp) € R en . On a pour tout y € G et a € R,

gy + axg) = g(y) + aa.

14 ANAF



Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

L’extension satisfait la condition §(z) < p(z) pour tout = € G si et seulement si pour tout
y € GetaeR,

9(y) + aa < p(y + axo)

Si cette inégalité est vraie, alors on a clairement g(y) = a < p(y & x¢). Inversement, si cela est
vrai, alors pour tout o > 0,

9(y) +aa=calag(y)+a)=a(g(a'y) +a) <ap(aly+x0) = ply + azp),
et

9(y) —aa=a(g(ay) —a) <ap(a”'y —a).
Les deux inégalités sont donc équivalentes. Reste a trouver a € R telle que la seconde inégalité
(9(y) £ a < p(y + o)) soit vraie, ou de maniére équivalente

9(y) —p(y —z0) < a < p(y+z0) — 9(y) (1.1)

pour tout y € G. Pour déterminer I'existence d’un tel a, on prend deux vecteurs y et v/ € G
arbitraires. On a

9 +9@) =9 +vy) <ply+y) =ply+ x0) + p(y' — x0)
=

9(') —p(y — x0) < py + 20) — 9(y).
On en déduit que

sup (9(y') — p(y' — x0)) < inf (p(y + x0) — g(y))-
y'eqG yea

On peut donc trouver un a € R satisfaisant la condition 1.1. Cela conclut la premiére étape.

— Deuxiéme étape. Soit
&= {(H,h)|Hs.e.v de E, h € H" telle que G C H, hjg = g, et h < p sur H}

est partiellement ordonnée lorsque que ’on munit de la relation < définie par

(H,h) < (H".I) <= HCH et hjy=h

ou (H,h),(H', 1) € £ Montrons que £ est inductif : soit .# un sous-ensemble de £ totalement
ordonné : . F = ((H;, hi))icr. - admet pour majorant (Ho, hg) ou

Hy=JH
i€l

et hg : Hy — R l'application définie pour tout z € Hy par ho(z) = hi(z) lorsque = € H; (hg
est bien définie). On applique alors le lemme de ZORN : £ admet un élément maximal (I:[ 1)
Cet élément est tel que H = E, et alors f est la forme linéaire recherchée. Supposons par
I'absurde que H # F, et soit zg & H. On posej? = H & Rzp. Selon la premiére étape de la
démonstration, il existe une forme linéaire sur H telle que f| g=9 ¢t f < p. Cela contredit la
maximalité de (H, f).

O
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1.3. Théorémes de HAHN-BANACH

Corollaire 1.3.1. Soit p: E — R une quasisemi-norme sur un espace vectoriel réel. Alors,
il existe une forme linéaire f € E*telle que pour tout x € E,

—p(=2z) < f(z) < p(2).

Démonstration. Soit xg € E. On pose G = Rzgy. On introduit g : G — R, axg — ap(xg). Alors g
est une forme linéaire sur G et on a g(x) < p(x) pour tout = € G. En effet, si a > 0 alors,
ap(xo) = plaze) <= g(awo) = p(azo).

On voit que 0 = p(0) < p(xo) + p(—xp). Ainsi, si @ > 0, on a

g(—axg) < p(—axp).
En effet, —p(x0) < p(—x), donc —ap(xp) < ap(—xp), i.e que g(—axp) < p(—axg). Ainsi, d’aprés
le théoréeme de HAHN-BANACH, il existe une forme linéaire f € E* telle que fijg =get f <psur E.
On a donc pour tout x € E,

Théoréme 1.3.2 (de HAHN-BANACH sur un espace vectoriel complexe
(BOHNENBLUST-SOBEZYK)). Soit E un espace vectoriel sur C et p : E — R une ap-
plication sous-linéaire telle que p(ax) = |a|p(z) pour tout « € C et x € E. Soit G un
sous-espace vectoriel complexe de E, et soit g : G — C une forme linéaire complexe telle
que |g(x)| < p(x) pour tout x € G. Alors, il existe f : E — C une forme linéaire compleze
telle que fic = g et |f(x)| < p(x) pour tout x € E.

Démonstration. Un espace vectoriel complexe est un espace vectoriel réel si ’on restreint la multi-
plication par des scalaires aux réels. Si g(x) = u(z) + iv(x), alors u et v sont des formes linéaires
réelles sur G, et |u(z)| < |g(x)| < p(x) et |v(x)| < |g(z)|] < p(z) pour tout z € G. En particulier,
en calculant ¢g(ix), on remarque que v(x) = —u(iz). On peut étendre u sur F & une forme linéaire
réelle U : £ — R avec Ujg = u, et U(z) < p(z) pour tout z € E. On a —~U(x) = U(~x) < p(—2).
Ainsi, |U(z)| < p(z). On pose donc f(z) = U(z) — iU (iz) pour tout x € E. Alors,

flix) =U(iz) —iU(—x) = U(iz) +iU(x) = i f(z).

Ainsi, f est une forme linéaire complexe. C’est bien une extension de g car pour tout x € G,

f(z) =U(x) —iU(ix) = u(z) — tu(iz) = u(z) + iv(z) = g(z).

De plus | f(z)| < p(z) pour tout = € E, car si 'on note f(z) =re ™, on a

0 < |f(x)] = e”f(z) = f(e”) € Ry

Ainsi,

|f () = [U(”2)| < p(e”®) = p(x).
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1.3.2 Version analytique

On note E' = B(E,K) le dual topologique de E (c’est un K-espace vectoriel).

Théoréme 1.3.3. Soit E un espace vectoriel normé, et G un sous-espace vectoriel de E.
Soit g € G" une forme linéaire continue sur G. Alors, il existe f € E' telle que fig = g une
application telle que

sup |f(z)| = sup |g(z)|,
l=|l<1 [l=]l<1
zelR zeG

i.e que || fllp = llgllg-

Démonstration. Cas réel. Posons pour tout x € E, p(x) = ||g|/o [|z]|. C’est une semi-norme, et pour
tout x € G,

g9(z) < lg(@)] < llgll ll=ll = p(z).

Par le théoreme de HAHN-BANACH, il existe f : E — R une forme linéaire telle que fig = g et
f <psur E. Pour tout x € E, on a

—f(@) = f(—x) < p(—z) = p(z).

Ainsi, —p(z) < f(z) < p(x) et donc |f(z)| < p(x). On a donc que |f(x)] < gl [|z|| pour tout
x € E, ce qui signifie que f est bornée et || f||z < ||gllo/- Puisque f et g coincident sur G, on a

lgllgr = sup [g(z)| = sup |f(2)] < sup [f(z)| = [ fllp -
|z <1 [z <1 lz)|<1
zeG zeG reR

Corollaire 1.3.2 (cas unitaire). Soit E' un espace vectoriel normé. Pour tout xo € E\{Og}.
Il existe fo € E' telle que fo(xo) = ||zoll 5 et || foll r = 1. En particulier,

— six € E, x =0 si et seulement si pour tout f € E', f(x) =0;

— le dual topologique E' sépare les points de E, i.e que pour tout x,y € E tels que x # y,
il existe f € E' telle que f(x) # f(y).

Démonstration. Soit G = Ko, et soit a € K, et a € K. On pose g(azxg) = a ||zg||. Alors, g est une
forme linéaire bornée de norme ||g|| = 1. En effet,

l9(azo)| = la |[zoll g = llaol

pour tout a € K. Ainsi, ||g||o < 1. Pour obtenir I'égalité, on observe que g(zg) = ||zo||. Selon le
théoreme de HAHN-BANACH analytique, il existe f € E' tel que ||fllz = llgller = 1, et fie = g,
donc f(xo) = g(xo) = ||o|| - Les deux autres affirmations sont des conséquences directes.

O
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1.3. Théorémes de HAHN-BANACH

Corollaire 1.3.3. Soit E un K-espace vectoriel normé. Alors, pour tout x € F,

|lzllg = sup [f(z)].
fEE'
171 <1

Ce supremum est atteint.

Démonstration. Si x = 0, le résultat est trivial. Supposons donc x non nul. Pour tout f € E’ telle
que [l <1, ona

[F@) < flle 2l < llzlle -

On en déduit que

sup - |f ()] < |zl -
feE'
111

On conclut avec le résultat précédent.

Corollaire 1.3.4. Soit E un espace vectoriel normé et xg € E, tel que ||zo|| 5 > 1. Alors, il
existe fo € E' tel que

fo(zo) > sup [fo(x)].

[lzl|<1

Démonstration. Puisque ||zg||; > 1, = est non nul. Selon le corollaire 1.3.3, il existe fo € E’' tel que
[ foll g = 1 et

fo(wo) = |lzoll 21 = sup [f(z)].
lellp<1

Corollaire 1.3.5 (ensemble borné, faiblement borné). Soit E un espace vectoriel normé, et
M C E un sous-ensemble. L’ensemble M est borné dans E si et seulement si les ensembles
f(M) sont bornés dans K pour chaque f € E’

Démonstration. Pour tout f € E' et x € M,

[f @) < flg Nzl < [1f1l g K

Soit pour tout x € M et f € E', T,(f) = f(x). Par hypothése, T,, est un opérateur linéaire
borné, et

T (f)] < sup |f(z)] < oo.
xeM

Puisque E’ est un espace de BANACH, d’aprés le corollaire 1.3.3,
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| Tell g = sup |f(x)] = [lz| 5 < oc.
feE’
Il g <1

Ainsi, les normes ||z||; sont majorées donc M est borné.

Corollaire 1.3.6. Soit E& un espace vectoriel normé, et G un sous-espace vectoriel de E. Soit
xo € E, alors

20 € G = (Vf€F, (fic=0) = (f(z0) =0)).

En particulier, G est dense dans E si et seulement si f = 0 pour tout f € E' qui s’annule sur

G.

Démonstration. Soit - € G, et soit f € E' tel que fi¢ = 0. Par définition, il existe (zy)n € N
une suite convergeant vers zg. Par continuité, (f(zy)), tend vers f(x¢). Or, f(x,) = 0 pour tout
n € N* nécessairement f(zg) = 0.

Inversement, supposons que zg n’est pas dans 'adhérence de GG. On cherche & montrer
I'existence d’une fonction f € E’ qui s’annule sur G et telle que f(xg) # 0. Soit M = G © Kxg. On
pose sur M, g(y + axg) = a pour tout y + azg € M = G @ Kzg. Soit y + azg € M non nul. Alors,

gy +axo)| o
ly +axollp Iy +awolg

Si a = 0, alors cette quantité est nulle, sinon,

of 1 1 SRS S
ly+oazollp  [|& +woll oo = (=) ~ dwo, &)
Ainsi, on en déduit que
j9(a)] _
— <
O T )
z#0

donc g € M'. Selon le théoréme de HAHN-BANACH analytique, il existe f € E’ telle que fim=get
I £z = llgll o En particulier, fig = gj¢ = 0 et f(zo) = g(zo) = 1 # 0..

O

Remarques.

— Dans un espace de HILBERT H, un sous-espace vectoriel G est dense dans H si et seulement

si Gt ={0g}.

— Dans un espace vectoriel normé, on peut poser pour tout sous-espace vectoriel M de F,
M+ ={feF'|Vze M, f(z) =0}

Ainsi, 29 € G si et seulement si f(x¢) = 0 pour tout f € G+. De plus, G est dense dans E si
et seulement si G+ = {0}
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Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel normé, et E' son dual topologique. Soit E" =

(E") le bidual topologique muni de la norme || - || g. définie pour tout uw € E” par
lull gr = sup fu(f)].
£l g <1

Corollaire 1.3.7 (prolongement canonique). Pour tout x € E, la forme linéaire j(x) définie
sur E' par j(z)(f) = f(z) pour tout f € E', est continue (i.e que j(x) € E"). De plus,
lapplication

j: E — E”
x — j(x).
est une isométrie appelée prolongement canonique. Plus particulierement, pour tout x € E,

li(@)lgr = llz|lg- Enfin, j(E) est fermé dans E" si et seulement si E est un espace de
BANACH.

Démonstration. Pour tout z € E, j(z) est clairement linéaire sur E’. De plus, pour tout f € E,

i (@) f] = f(@) < [lzllg 1l s

donc ||j(z)|| g» < ||x|| - L’application j est elle aussi linéaire. Enfin,

3@l gr = sup [i(z)f]= sup [f(z)]=[z]p
feE’ feE'
£l zr <1 £l g <1
d’aprés le corollaire 1.3.3. On en conclue que f est une isométrie. Pour le second point, on remarque
que E” est complet car c’est l'espace B(E’,K). Puisque j(E) C E”, j(F) est fermé dans E” si et
seulement si j(E) est complet, ce qui est équivalent & demander que E' soit complet car j est une
isométrie.

O

Remarque. (Retour sur le corollaire borné, faiblement borné). On suppose f(M) borné dans K
pour tout f € E’. Alors, f(x) = j(z)f. Or, on sait que j(z) € E” (donc est continue), j est une
isométrie, et E’ est un espace de BANACH. Pour tout f € F’,

sup |j(2)f| < K < oc.
zeM

Ainsi,

sup ||j(z)[|gr = sup [|z]|p < K < oc.
zeM zeM

Proposition 1.3.1. Soient E et F' des espaces vectoriels normés, et T € L (E, F). Alors, T
est borné si et seulement si pour tout f € F', foT € E'.

20 ANAF



Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

Corollaire 1.3.8. Soit E un espace de BANACH, et N C E' un sous-ensemble de E'. Alors,

N est borné dans E' si et seulement si pour tout x € E, Uensemble {f(x)|f € N} est borné
dans K.

Exercice. Soit E un K-espace vectoriel normé, et G un sous-espace vectoriel de E.

(i) Montrer que 'application linéaire

E'/(GYH — &
fl — fic
est un isomorphisme isométrique.

(ii) Supposons que G est fermé, et soit 7 : E — E/G la projection canonique. Montrer que
I’application linéaire

(E/G)

— G+
A — A

o

est un isomorphisme isométrique.

(iii) Supposons encore G fermé. Montrer que pour tout f € F’,

infL |f+hl= sup @)l et |Ifl = sup |/ ()]
heG

vearior Nl sep\G fyeq |z +yll’

1.3.3 Versions géométriques du théoréme de HAHN-BANACH

Dans cette sous-section, on supposera que E est un espace vectoriel normé réel.

Définition 1.3.2. On appelle hyperplan affine tout sous-ensemble H de E de la forme H =
p~1({a}) avec p : E — R une forme linéaire non nulle et o € R.
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Définition 1.3.3. Soit C et D des sous-ensembles de E.

— On dit que l’on peut séparer C' et D au sens large s’il existe p une forme linéaire
non nulle sur E et o € R tel que

sup p(z) < o < inf p(y).
zeC yeD

En d’autres termes,
Ccpl(—o0a]) et D Cp(fa,0].
— On dit que l'on peut séparer C et D au sens stricte s’il existe p une forme linéaire

non nulle sur E et o € R tel que

sup p(z) < a < inf p(y).
zeC yeD

En d’autres termes, il existe un € > 0 tel que

Ccpl(—oo,a—e]) e DCpa+e 0.

Exemples.

— Soient C; = {(0,0)}, Co = {(—1,0)}, et D = R, x R des sous-ensembles de R2. Alors, C; et
D sont séparés au sens large. Cy et D eux le sont au sens strict.

— Soit C' = B(0, ||zo]|) et D = {xo} ot 29 # 0 est un élément E d’un espace vectoriel normé.
Alors, C et D sont séparés au sens large. En effet, d’aprés le théoréme de HAHN-BANACH
analytique, il existe p € E' tel que ||p||m = 1 et p(xo) = ||zol|. Alors, C C {p < ||zo|/ g} car
pour tout € C tel que ||z|| 5 < ||zol| 5, on a

@) < llplle 2z = Nzl < llzolls-

De méme, D C {p > ||zo||g}

Définition 1.3.4. Soit M C E un sous-ensemble d’un sous-espace vectoriel E. On appelle
fonctionnelle de MINKOWSKI de M [’application définie pour tout x € E par

py(z) =inf{t > 0|z/t € M} =inf{t > 0|z € tM}.

Remarque.
— Si0g € M, alors pp(0) = 0.

— Si M est absorbant (i.e que pour tout z € FE, il existe > 0 tel que = € aM dés lors que
|| > r), alors pys(x) est une quantité finie pour tout = € E.
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Lemme 1.3.1. Soit E un espace vectoriel normé et soit C' un sous-ensemble convexe tel que
son intérieur contienne Og. Alors, pour tout x,y € E et a > 0,

pc(z+y) <pc(x) +pcly) et polax) = apc(z).

De plus, pc est continue (et lipchitizienne) et

P (1 = 00,1) € C C pg'(] - o0,1]).

Si de plus C est un ouvert,

C =pg'(] - o0, 1]).

\

o
Démonstration. 0 est dans O, il existe donc r > 0 tel que Bg(0,7) C C. Pour tout € FE non nul,
on pose

Ix:{t>0|§60}7§®.

Alors, I, = F;1(C) o Fy : R — E, t — 7. Cette application F étant continue, on en déduit que
po(x) < oo et que I, =|pc(x), 00[. On observe de plus que pc(0) = 0, et que pour tout a > 0,

po(ax) = apo(z).
Soient maintenant x,y € E, et s,t > 0 tels que xz/t € C et y/s € C. Soit A = H_% €10, 1[. Alors,

r+y
t+ s

car x/t et y/s sont des éléments de C, qui est convexe. On en déduit que po(z +y) < t+s. Si 'on
prend l'infimum sur les ¢ et s tels que z/t € C et y/s € C, on en déduit que

x y
= \— 1-N)ZeC
t+( )Se

pc(@ +y) < polx) +po(y).
Soit maintenant z est tel que po(x) < 1. Alors, il existe un t €]0, 1] tel que 2/t € C. On a donc

x:t§+(1—t)oEeC

par convexité car 0 € C. Réciproquement, si x € C, alors pour tout ¢ > 1,

X X 1
_ = — 1_7 .
7 t+< t)OEEC

Ainsi, po(x) < 1.

Montrons maintenant que pc est continue. Puisque 0 est dans 'intérieur de C il existe un r > 0
tel que Bg(0,7) C C. Alors, pour tout z € Bg(0,r), pc(x) < 1. Soit maintenant = € E non nul. On
a

. 2
po | =——) <1 donc pc(z)<=|z|g-
<2ux||E> rE

Cependant, po n’est pas linéaire donc on ne peut pas conclure immédiatement sur sa continuité. On
conclut en remarquant que pour tout x,y € £ non nuls,
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pel@) — pe)| < pee — ) < 2la =l

Supposons maintenant C' ouvert. On a déja montré que

{r € Elpc(z) <1} CC.

Soit x € E tel que po(x) > 1. Alors pour tout ¢t < 1, z/t ¢ C. Mais E\C est un fermé. Cela signifie
donc que z € E\C (en faisant tendre ¢ vers 1).
L]

Théoréme 1.3.4 (HAHN-BANACH géométrique, premiére forme). Soit E un espace vectoriel
normé réel, et soit C C E un convexe d’intérieur non vide. Si xg € E\C, alors il existe une

o
forme linéaire p € E' non nulle telle que pour tout x €C,

,0($) < p(l'()),
et pour tout x € C,

p(x) < p(xo).

Démonstration. Pour simplifier, on suppose C' étre ouvert et non vide. On suppose aussi que 0 € C'
(ainsi, xg # 0g). Soit G = Rz, et g : G — R, axp — «. Pour tout a > 0, on a

g(axg) = o < apc(ro) = po(axo)

car zo ¢ C donc po(xp) > 1. Soit maintenant o < 0. Alors,

g(axg) = azg < po(zo).

Ainsi, pour tout z € G, g(x) < pc(x). On applique donc le théoréme de HAHN-BANACH algébrique.
Il existe donc un p € E* tel que pjg = g et p < pc sur E. On a donc

p(xo) = g(xg) =1 et pour tout z € C, p(x) < po(x) <1 = p(zg).

Par ailleurs,

p(z) < po(z) < K|zl p

car pc est lipchitzienne, et

—p(x) = p(=2) <po(—z) < K |zllg .

On en déduit que |p(z)| < K ||z|| 5, donc p € E’ (et est non nul).
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Corollaire 1.3.9 (séparation des points dans le cas convexe). Soit E un espace vectoriel
normé réel, et C' un convexe non vide. Soit xy € E\C.

(i) Si C est ouvert, on peut séparer C' et {xo} au sens large : il existe une forme linéaire
non nulle p € E telle que

sup p(z) < p(zo)-
zeC

(ii) Si C' est fermé, on peut séparer C et {xo} au sens strict : il existe une forme linéaire
non nulle p € E' telle que

sup p(x) < p(0).
zeC

Corollaire 1.3.10 (équivalence). Soit E un espace vectoriel normé réel, et C C E un convexe
non vide. Soit xg € E. Alors,

9 € C <= Vp € FE', p(mg) < sugp(x).
Tre

Démonstration. Supposons que zg € C. Alors, il existe (Tn)n>1 une suite d’éléments de C
convergeant vers xg. Alors, pour tout p € E’,

p(zo) = lim p(x,) < supp(zy,) < sup p(z).
n—oo n>1 zeC

Réciproquement, supposons que xo € C. Selon le corollaire de séparation des points dans le
convexe, il existe p € E'\{0g'} telle que sup, & p(z) < p(zo). Ainsi, sup,cc < p(zo).
O

Remarque. Dans le cas ou C' = G est un sous-espace vectoriel de F, alors si zg € F,

10€G <= peFE, (pg=0) = (p(zo) =0).

Ainsi, si pour tout p € E’, pic = 0 implique que p = 0, alors G est dense dans E.

7

Théoréme 1.3.5 (HAHN-BANACH géométrique, seconde forme). Soit E un espace vectoriel
normé réel, et C' et D deux convexes non vides disjoints. Alors,

(i) si C est ouvert, on peut séparer C' et D au sens large avec une certaine forme linéaire
non nulle ;

(ii) si C est compact et D est fermé, on peut séparer C' et D au sens strict avec un certaine
forme linéaire non nulle.

Démonstration. Soit A=C —D = {c—d|(c,d) € C x D}. On voit facilement que A est un convexe
non vide. De plus, C et D étant disjoints, A ne contient pas Og.
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(i) Si C est ouvert, alors est aussi ouvert comme union d’ouverts
A= J(@C-y).

On peut donc séparer au sens large A et {Og} : il existe une forme linéaire non nulle p € E’
telle que pour tout z € A, p(z) < p(0) = 0. On conclut car

sup  p(z—y) <0 <= supp(x) < inf p(y) < oo.
(z,y)eCxD xeC yeD
(ii) Supposons C' compact et D fermé. Alors, on observe en utilisant les caractérisations séquen-

tielles que A est aussi fermé. Par le corollaire de séparation, A et {Og} sont séparés au sens
strict : il existe une forme linéaire non nulle p € E’ tel que

s plz—y) <0,
(z,y)eC'x D

donc

sup p(z) < inf p(y) < occ.
zeC yeDb

O

Remarque. Les théorémes de HAHN-BANACH géométriques restent vrais dans des espaces vecto-
riels localement convexes.

Définition 1.3.5 (demi-espace). Soit E un espace vectoriel normé réel. On appelle demi-
espace tout sous-ensemble de E de la forme

{z € Elp(z) <a}
ot p € FE etaeR.

Corollaire 1.3.11 (“caractérisation” convexe fermé). Tout convexe fermé D dans un espace
vectoriel normé réel E est l'intersection de tous les demi-espaces fermés contenant D.

Démonstration. D est clairement contenu dans 'intersection de tous les espaces fermés contenant
D. Vérifions donc 'inclusion réciproque, et soit xg & D. Selon la seconde forme du théoréme de
HAHN-BANACH géométrique avec C' = {x}, il existe une forme linéaire non nulle p € E’ telle que

p(xo) < inf p(x).
xeD

On pose a = inf,ep p(x). Alors le demi-espace

{reElp(x)>at={rec Bl -p()<-a}

contient D mais pas xg.
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Proposition 1.3.2. Soit a € R et p € E*. Alors, I’hyperplan affine H = p~({a}) est fermé
si et seulement si p € F'.

Démonstration. Le sens direct est clair. Montrons le sens réciproque. H étant fermé, H¢ est ouvert.
Sixzg € HC, il existe r > 0 tel que Bg(xg,r) C H¢. Montrons que pour tout x € Bg(xo,7), p(z) < a.
Supposons par l'absurde qu’il existe z1 € Bg(xo, ) tel que p(x1) > a (I'inégalité doit nécessairement
étre stricte par définition de H). La boule Bg(zg, ) est convexe. On note

[xo,xl] = {l’)\ = (1 — )\)xl + Axg ‘ AE [0, 1]}

Alors pour tout A € [0, 1], p(zx) # a. On pose

_ pla) — o
2= ) — ) I

Or, le calcul montre p(xy,) = o, ce qui est contradictoire. Soit maintenant x € E avec |z| 5 < 1.
Alors, y := xo 4+ rx € Bg(zo,r) donc p(y) < a. On en déduit que

{ p(z) < yla - pzo)),
) = =p(x) > —x(a = p(xo))-
On en conclut que |p(z)| < L(a — p(z0)), donc p est bornée sur la boule unité.

O]

Remarque. Soit E un espace vectoriel normé complexe. On peut définir ici un hyperplan comme
un sous-ensemble de E sous la forme

H={Rp=a}

ou p € E* et € R. On définit la séparation large et stricte en utilisant non plus p mais R(p). On
peut alors étendre le théoréme de HAHN-BANACH géométrique de premiére forme sur les espaces
complexes.

1.3.4 Deux résultats de HELLY (probléme des moments)

7

Corollaire 1.3.12 (HELLY 1912, HAHN 1927). Soit E un K-espace vectoriel normé, et soit
(Tn)n>1 une suite d’éléments de E et (ou)n>1 une suite d’éléments de K. Alors, il existe une
forme linéaire bornée f € E' telle que pour tout n € N,

f(xn) = Op

avec || f|l g < M, si et seulement si pour tout n € N* et pour tout (B1,...,B,) € K,

n
> Biaj| S M|> g,
pu =

E
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Remarque. On peut voir que toute forme f € (C([0,1],R))" peut étre écrite sous la forme

1
f(z) = /0 £(t) dm()

pour tout = € C([0,1],R) ot m est une mesure borélienne sur [0, 1]. Pour tout n € N*, et ¢ € [0, 1].
On note x,,(t) = t" 1. Le résultat précédent donne en fait une condition nécessaire et suffisante pour
pouvoir résoudre le systéme (d’inconnu m)

(/ e dm<t>>n21 = (@)t

Démonstration. La nécessité découle de la propriété sur || f|| . En effet, pour tout n > 1 et tout

(ﬁl)"'aﬁn) € Kna

S Biag| = Dt = | S Bias || < Ul | Bias|| <M | B
j=1 j=1 j=1 j=1

j=1 E E

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soit

n
G={yecE|IneN,3IBecK, y=> Bz
j=1

Soit g : G — K 'application défini pour tout y = Z?Zl Bjxj € G par

9(y) = Bjoy.
j=1

Remarquons que g est bien définie par si y = Z?:l Bix; =Y p_q YkZk, alors

n n n n
Zﬁjaa’ - Z'Ykak <M Zﬁjxj — kaxk; = 0.
j=1 k=1 j=1 k=1

L’application g est linéaire, et ||g|| o < M. On applique alors le théoréme HAHN-BANACH analytique.
Il existe donc f € E' une forme telle que fio = g, [ flz = llgllez < M, et pour tout n € N,

f(zn) = g(xn) = an.
O

Lemme 1.3.2. Soit E un espace vectoriel, et p1,...,pn des formes linéaires indépendantes
sur E. On a les résultats suivants.

(i) 1l existe des vecteurs x1,...,xn € E tels que pour tout j,k € [1,n], pj(xr) = ;.

(i) Si p est une forme linéaire sur E telle que

n
ﬂ ker p; C ker p,
j=1

alors p est un combinaison linéaire des pi, ..., Pn.
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Lemme 1.3.3. Soit E un espace vectoriel normé, et G C E un sous-espace vectoriel fermé.
Alors, pour tout x € E,

supllo+ 2| = sup LD
Jomre: reaivoy 11l g

Corollaire 1.3.13 (HELLY, 1921). Soit E un espace vectoriel normé, et n > 1. Soit
fi,ooos fn €F, (a1,...,an) € K", et M > 0. Alors pour tout € > 0, il existe un x. € E tel
que ||zc|lp < M +¢, et fj(xze) = o pour tout j € [1,n], si et seulement si pour tout € K",

> Bioy| < M| B
=1 j=1

E/

Démonstration. Encore une fois, la nécessité est claire. Vérifions la suffisance de la condition.

(i) Supposons d’abord que les fi,..., f, sont linéairement indépendants. D’aprés le lemme 1.3.2,
il exsite z1,...,2, € E, des vecteurs tels que fj(x) = 0, pour tout j,k € [1,n]. On pose

G="{fi,....fa} ={z € E|Vj € [1,n], fj(z) = 0}.
Montrons que G+ = Vect(fi, ..., fn). Soit donc f € G*. Pour tout = € G, f(z) = 0. Alors,
pour tout z € E, on a

x — Zf](a:)m] e
j=1

car pour tout k € [1,n],

fo |z =Y fit@)z; | = fula) =D fi(@) fi(z;) = 0.

j=1 J=1
On en déduit que

n

F =Y fla;)fj € Vect(fr,..., fu).

7j=1
Ainsi, G+ C Vect(f1, ..., fn). L’inclusion réciproque est triviale par définition de G. On a donc
bien que G+ = Vect(f1,..., fn). On pose x = > i—i ajr; € E. Alors, pour tout k € [1,n],

@) = ajfulz;) = .
j=1

De plus, si 'on cherche la solution de I'équation. fi(y) = ag, y sera de la forme y = x + 2. On
a

@) ‘Z}Ll 5jfj(x))

inf [[z+ 2| = sup +——— = sup
2€G recivgoy I fllgr pe xn . 5jfj‘

E/
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(i) Démontrons maintenant le cas général. Soit J C [1,n] un sous-ensemble d’indices tels que les
fj (pour j € J) soient linéairement indépendants et engendrent le méme espace que fi,..., f.
Soit maintenant £ > 0. Puisque nous nous sommes ramenés au cas précédent, il existe z. € £
tel que ||zc|| < M +e¢, et pour tout j € J, fj(z.) = ;. Soit alors k € [1,n] \J, il existe f; € K
et j € J tel que

fe=>Y_Bif
JjeJ
Alors,
Y Biaj =Y Bifi(we) = ful.).
JjeJ JjeJ
De plus,

> Biaj —on| < M| Bifi — fu

jeJ jeJ E

~~

=0
On en déduit que

ar =Y Bjas = filxe).

jed

1.3.5 Espaces de BANACH réflexifs et espaces de BANACH séparables

’

Définition 1.3.6. Un espace vectoriel normé E est dit réflexif si lisométrie canonique
Jg : E — E" est surjective (donc bijective).

Remarque. Un espace est réflexif signifie que tout élément de E” est une évaluation.

7

Proposition 1.3.3 (reflexivité du dual, d'un s.e.v, d'un quotient). Soit E un espace de
BANACH. On a les résultats suivants.

(i) E est réflexif si et seulement si E' lest.

(i) Si E est réflexif, et G est un sous-espace vectoriel fermé de E, alors G et E/G sont
réflexifs.

Démonstration. (i) Supposons que FE est réflexif, et soit A : E” — K une forme linéaire
bornée, i.e que A € E"”. On pose f = Ao Jg : E — K. Puisque Jg est surjective, si u est
élément de E”, alors il existe un x € F tel que x = ng(u). Alors,

Au) = A(Jp(2)) = f(x) = Je(2)(f) = u(f).
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Ainsi, A = Jp/(f) ot Jg : E' — E" est 'isométrie canonique de E’ vers son bidual. On
a donc montré que pour tout A € E"” il existe f € E' tel A = Jp/(f). Ainsi, Jp est bien
surjective, et donc E’ est réflexif.

Réciproquement, supposons que E’ est réflexif. On a que Jg(FE) est un fermé puisque F
est de BANACH. Montrons donc que Jg(F) est dense dans E”. Soit A : E” — K une forme
linéaire bornée sur E” qui s’annulle sur Jg(E). Alors, A o Jp = 0. Comme E’ est réflexif, il
existe f € E’ tel que pour tout u € E”,

A(u) = u(f).

Comme A o Jg =0, on en déduit que pour tout = € F,

f(x) = Jp(z)(f) = A(Je(2)) = 0.

Ainsi, f = 0gr, donc A = 0gr. On a donc montré que Jg(E)*+ = {0g~}, ce qui implique Jg(E)
est dense dans E”.

(ii) On suppose E est réflexif, et soit G un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrons que G est
réflexif. Soit 'opérateur linéaire

| B — G
f — f|G

Soit v € G”, et posons u = vow : B/ — K. Par réflexivité de F, il existe un unique y € E tel
que Jg(y) = u. Chaque élément f € G satisfait 7(f) = 0, et alors,

fy) = Je)(f) = u(f) = v(=(f)) = 0.

Ainsi, f(y) = 0 pour tout f € G+. On en déduit que y € G (conséquence du théoréme de
HAHN-BANACH). Mais puisque G est fermé, y est élément de G. Soit maintenant g € G'.
D’apreés le théoréme de HAHN-BANACH, il existe f € E’ telle que g = w(f). Alors,

v(g) = v(w(f) = ulf) = Je)(f) = fly) = 9(v).
Ainsi, v(g) = g(y) = Ja(y)(g) donc v = Jg(y). On a donc montré que G est réflexif

Exercice. Montrer que le quotient est aussi réflexif sous les hypothéses données.

Remarques.

— Tout espace vectoriel de dimension finie est réflexif. En effet, en dimension finie, dim £ =
dim E.

— Tout espace de HILBERT est réflexif, en vertu du théoréme de RiESz. En effet, si H est un
espace de HILBERT, ce dernier affirme que pour tout ¢ € H’, il existe un unique x € H tel que
pour tout y € H,

o) =, z) et |olg =lzlg-

Soit alors
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R:|H — H
H — K

i —
y — (y,x).

R est une bijection antilinéaire. Montrons que Jg : H — H" est surjective. Soit ¢ € H”, on
pose

® est linéaire, et pour tout x € H,

|[@(z)| = ’%D(R(w))’ = [ (R@)| < 19l g 1BG) | e = N0l g ] g7 -
Ainsi, ® est une forme linéaire bornée, donc ® € H'. Il existe donc a € H tel que pour tout
x € H, ®(z) = (z, a). Donc pour tout =z € H,
(z,a) = U(R(z)) = (Yo R)(z).
Ainsi, pour f € H',
v(f)=@WoR)(R™I(N) =(R™", [).
Or, f = (Ro R™1)(f). Ainsi, pour tout y € H,

fly)=(R(f), v)-
On en déduit que pour tout f € H’,

O(f) = fla) = Ju(a)(f).
On en déduit que Jy est bien surjective.
— Sip €]l,00], et ¢ est tel que %—l—% =1, alors (I’(N,R))" est isomorphe a [9(N,R). On en déduit
que IP(N,;R) = (19(N,R))" = (IP(N,R))”, et que IP(N,R) est réflexif.

Rappel. Un espace métrique est dit séparable s’il contient un sous-ensemble dénombrable dense.

Proposition 1.3.4. Soit E un espace vectoriel normé.

(i) Si E' est séparable, alors E lest aussi.

(ii) Si E est réflexif et séparable, alors E' est séparable.

Démonstration. (i) Supposons E’ séparable, et soit (j,), une suite dense dans E’. On sait que

1fallr = sup [fal(2)].

z€E||z| p=1

Pour tout n € N, choisissons z,, € E tel que ||z,||z =1 et tel quee

Fuln) 2 5 Ul
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Notons G = Vect((z,,),)x. Montrons que G est dense dans E. Soit donc g € G+. 1l existe ¢
une extractrice telle que

Jim g = fom |l g = 0-
Or, pour tout n € N,
[fomlle < 2 o (@em)]
= 2‘(]0(,0(71) - g)(xw n))|
< 2 Hfso(n) _9{ B "Eso(n)H
=1
2| fotm) = 9ll g — 0.

On en déduit que g = 0, donc que G = {0}. Ainsi, G est dense E. Cependant, rien n’indique
G est dense. Pour cela, on considére la méme démonstration avec Gy = Vect((zy)n)g si K = R,
ou Go = Vect((zn)n)gp) st K= C.

(#1) Si E est réflexif et séparable, alors E” est séparable. On en déduit que E’ est séparable car Jg
est une isométrie bijective.

O

Remarques.
— Tout espace vectoriel normé de dimension finie est séparable.

— Pour tout p € [1, 0], 'espace [P(N,K) est séparable. Plus généralement, LP(u) est séparable
pour toute mesure p. En revanche, [°°(N,R) n’est pas pas séparable. En effet, |14 — 1p|| =1
si A # B.

1.4 Topologies faibles et applications

1.4.1 Rappels de topologie

Soit X un ensemble, (Y;, 7;)icr une famille d’espaces topologiques, et (¢; : X — Y;)ier une
famille d’applications. On chercher & construire sur X une topologie 7 la plus pauvre en nombre
d’ouverts 2. On se donne une telle topologie 7. Si 0; C Y; est un ouvert, puisque tous les ¢; sont
continues, alors gp;l(ol-) est nécessairement ouvert dans 7. Si I'on varie o; dans les ouverts de Y; et
selon i € I, on obtient une famille d’ouverts sur X, notée (Oy)xen, avec

A={\=(i,0))|i € I,0; € 7}

et Oy = gp;l(ol-). Cette famille n’est pas nécessairement une topologie.

Lemme 1.4.1. La topologie engendré par la famille (Ox)xen est la plus petite topologie asso-
ciée a la famille (p;)ier, i.e rendant toutes les ¢; continues.

Remarque. On décrit cette topologie comme faible.

2. Si X est muni de la topologie discréte, tous les parties de X sont des ouverts, et les ¢; seraient avec cette
topologie toutes continues.
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Rappel. Si (X, 7) est un espace topologique, on appelle base de voisinage d’un point x € X toute
famille d’ouverts (O;);er telle que pour tout ouvert O € 7, si x € O, alors il existe i, € I tel que
O;, C O. Dans notre cas, si x € X, si V; est un voisinage de p;(x) dans Y;, alors les ensembles

(&' (V3)
jeJ

ou J décrit les parties finies de I, définissent une base de voisinages de x dans X.
On munira désormais X de la topologie faible par rapport a la famille (;);c;s.

Proposition 1.4.1. Soit (xy,), une suite d’éléments de X, et x € X. Alors, (zp)n converge
vers x dans (X, T) si et seulement si , pour tout i € I,

@i(zn) — ¢5(z).

n—oo

Démonstration. Le sens direct est trivial car les ¢; sont continues. Montrons donc le sens réciproque
et soit O un voisinage de x. D’aprés les considérations précédentes, on peut supposer O de la forme

0 =¥V

Jje€J
ou J C I est un ensemble fini, et V; un voisinage de ¢;(x). Alors ¢;(x) € V;, qui contient un ouvert
de 7;. Puisque pour tout ¢ € I, @;(xy,) — @i(x), alors pour tout ¢ € J, il existe un N; € N, tel
mn o

que pour tout n > N;, pi(zy) € V;. On choisit N = max;es N;, et alors x,, € O pour tout n > N.
O

Proposition 1.4.2. Soit Z un espace topologique et soit 1y : Z — X. Alors, 1 est continue
st et seulement st p o : Z — Y, est continue pour tout ¢ € 1.

Démonstration. Encore une fois, le sens direct est clair. Supposons que pour tout ¢ € I, p o :
Z — Y; est continue. Soit O un ouvert de X. Alors, O est de la forme

o= Ne' W)

JcI jed
fini

o V; un voisinage de p;(x), et 'union est prise sur certains J C I. Alors,
vHOo) = N e (V)
JcI jed
fini

est une union quelconque d’ouverts en tant qu’intersections finis d’ouverts.
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1.4.2 Topologie faible o(F, E')

Soit E un espace vectoriel normé et E’ son dual topologique. Pour tout f € E’, on choisit

Pf FE — K

On a maintenant [ = E', Y; =K pour tout : € [ = E’, et X = E.

Définition 1.4.1. On appelle topologie faible de o(E, E") est la topologie la plus petite associée
a la famille (@) repr, i-e la plus petite topologie rendant continues les éléments de E'.

Remarque. Puisque chaque application ¢ = f est une forme linéaire continue, la o(E, E') est la
plus petite que la topologie usuelle sur E' donnée par sa norme (topologie forte).

[ Proposition 1.4.3 (séparation). La topologie faible o(E, E') est séparée. ]

Démonstration. Soient x1,x9 € E, avec x1 # x9. Le singleton {x1} est compact, et {x2} est fermé
(pour la topologie forte). Il existe donc un hyperplan fermé séparant strictement ces deux singletons :
il existe f € F' et a € R tel que

Rf(z1) <a < Rf(z2).

On pose

Or={z€ E|Rf(z) <a}= cp;l(] — 00, al+iR) € o(E, E'),

et
Oy ={z € E|Rf(x) >a} = gofl(]a,ooH—iR) co(E,E.

Il est clair que 1 € O1, x93 € Og, et O1 N Oy = 2.

Proposition 1.4.4 (bases de voisinages pour o(E, E')). Soit 2y € E. Etant donné & > 0 et
fi,...fr € E', on note

V(wOafla"'afkaf':):{er’v’ie [[Lk]]a ‘f(w_l.())’ <€}‘

Cet ensemble est un voisinage de xo dans o(E, E"). De plus, la famille des

(V(zo, f1,- -5 [5,€))e>0k>1,f1,... € E

forme un base de voisinage de x¢ dans o(E, E").

Démonstration. On note V =V (xo, f1,..., fr,€). Il est clair. que xy € V. De plus,

V=nii05 ({2 € K[|z — fi(wo)| <¢}) € o(E, E')
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est une intersection finie d’images réciproques d’ouverts de o(FE,E’), donc est un ouvert dans
o(E,E").

Soit zp € U, ou U est un voisinage de zg, i.e que U contient un ouvert W € o(E, E’) tel
que xzg € W. Cet ouvert est de la forme

-1
m ©f; (V)
Jj€J
ot J est un ensemble fini, et V; un voisinage dans K de a; = fj(xo). Ainsi, il existe € > 0 tel que
pour tout j € J. Onadonczg e VC W CU.

{zeK||z—ai|l <e} CV;
0

Notation. Si (z,), est une suite d’éléments de E convergeant faiblement vers un point x € E, on
note

w
r, ——x ou I, —— .
n—0o0 n—oo

On dira maintenant que (zy,), converge fortement vers x si

|zn — 2|l g — 0.

Puisque nous avons montré que la topologie o(E, E’) est séparée, on sait que la limite faible, si elle
existe, est unique.

7

Proposition 1.4.5. Soit (xy,), € EN une suite, et x € E. On a les propriétés suivantes sur
la convergence faible.

(i) (zpn)n converge faiblement vers x si et seulement si (f(xy))n converge vers f(x) pour
tout f € F'.

(i) Si(xy)n converge fortement vers x, alors (), converge faiblement vers x. La réciproque
est fausse en général.

(i11) Si (xy)n converge faiblement vers x, alors (||zn| z)n est bornée et

lall < limin [zl

() Si (xn)n converge faiblement vers x, et (fn)n converge fortement vers f dans E’, alors,

(fu(zp))n converge vers f(z).

Démonstration. (i) Conséquence directe de la proposition 1.4.1.

(i) D’apres le point précédent, pour tout f € E,

|f(zn) = f(@)] = |f (@n = 2)| < [ fll g lJ2n — 2l g —— 0.

La réciproque est fausse en général car dans [?(N,R), si x,, = (g}ﬁ ))m avec f,(;f ) = On,m., alors
|zn|l, = 1 donc (z,),, ne peut converger simplement vers 0. Pourtant, pour tout f € (I?(N,R))’,
on peut écrire
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ott (Mm)m € [*(N,R). Alors,

ce qui selon le premier point signifie que (x,,), converge faiblement vers 0.

(
(#41) Remarquons que pour tout f € E’, (f(zy))n est bornée dans K (qui est un BANACH), car par
le principe de ma borne uniforme,

0o >sup sup |f(zn)| = sup [|lzn g
neN  fep’ neN
£l gr <t

ou l'égalité est une conséquence du corollaire du théoréme de HAHN-BANACH sur la norme
d’un vecteur.

(iv) D’aprés (i) et (iii),

[fn(n) = f(2)] < [fn(@n) = f(@n) |+ 1f (2n) = f(2)] < ([ fo = fllpr l2nll g+ f (2n) = f(2)] —— 0.

n—oo

O]

Corollaire 1.4.1. Soit (xy,), une suite d’éléments de E, un espace vectoriel normé. Alors,
(Tn)n converge faiblement dans o(E, E") vers xoo € E si et seulement si

(1) supp>g [[2nl < oo, et

(i) il existe D' C E' un sous-ensemble dense tel que pour tout f € D',

lim f(z,) = f(c0)-

n—oo

Démonstration. Soit g € E'. Pour tout € > 0, il existe f € D’ tel que ||g — f|l < € par
densité de D' dans E’.

Ainsi,
9(zn) — g(x0)| < [g(@n) — flzn)| + [ f(2n) — [(20)]
< Mg = fllllzall +1f(@n) = f@)] +llg = fll 7]l
< ellznll + [f(@n) — f(@o)] + € l|Zooll -
On en déduit que
limsup |g(z,) — 9(zc0)| < 22 et sup ||zn]| — 0.
n—00 0<n< e—0
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Proposition 1.4.6 (topologie faible en dimension finie). La topologie faible o(E, E') et la
topologie forte (issue de la norme) sur une espace vectoriel normé coincident si et seulement
si B est de dimension finie.

Démonstration. Supposons F de dimension finie. Puisque o(E, E’) contient moins d’ouverts
que la topologie forte, il suffit de montrer que tout ouvert fort est un ouvert pour o(E, E’). Soit
xo € E, et O un ouvert de E fort, avec xg € . On veut trouver fi,..., fr € E', € > 0, tels que

V:V(ﬂfo,fl,...,fk,z?) cO

Soit 7 > 0 tel que Bg(xo,r) C . Choisissons (e1, ..., ex) une base de E de vecteurs unitaires. Puisque
c’est une base, pour tout j € [1, k], 'application f :  — x; qui a tout élément = € E associe son
coefficient devant e;. C’est une forme linéaire continue, et pour tout x € F,

k

k
|z — zol| p = ij(x_$0)€ Z 95—5UO|H€J”E Z!f]x—ﬂfo

j=1 7j=1

On en déduit que si x € V, ||z — x|y < ke. Soit donc « € V, on peut choisir en particulier ¢ = r/k
et en déduire que = € Bg(zg,r) C O.

Supposons E de dimension infinie et montrons que les deux topologies ne coincident pas.
Soit S la sphére unité de F, i.e,

S={zecE| |zllp =1}

o(E,E")

C’est un fermé fort. Pour atteindre le résultat, nous allons montrer que Og € S . Soit U un

voisinage faible de 0 : il existe € > 0, k € N*, et f1,..., fr € E' tels que

V(O,fl,...,fk,s) cU,

1.e que

(e B|Vie LA, |f@)|<e}
L’application ® : E — K*, z — (fi(2),..., fr(x)) est linéaire et

k
ker ® = m ker f;.

i=1
Par ailleurs, dim(ker ®) + dim(Im®) = dim £ = oo. Or, Im ® est dimension finie, donc ker ® est

dimension infinie. En particulier, il n’est pas réduit & {Og} donc il existe x € E\{Og} tel que
fi(z) =+ = fi(x) = 0. Alors, pour tout A € R, et pour tout i € [1, k],

lfi(Ax)] =0 <e.
Ainsi, pour tout A € R, Ax € V(0, f1,..., fi,€) C U. En particulier, choisir A\ = 1/ ||z|| ; montre que

V intersecte S. Ainsi, tout voisinage faible de 0 intersecte S, donc O € ?U(E’E ). On déduit que les
fermetures forte et faible de S ne coincident pas.
O
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Remarques.

— Dans cette démonstration, on montre aussi que les ouverts pour la topologie faible contiennent
des droites quand dim F = oo.

— o(E, E') est strictement plus petite que la topologie forte lorsque dim E = co.

En fait, on peut étre plus précis quant a la fermeture faible de la sphére unité en dimension
infinie.

Proposition 1.4.7 (fermeture faible de la sphére). Soit E un espace vectoriel normé de
dimension infinie. Soit Bp = {z € E| ||z||z < 1} la boule unité fermée de E. Alors, By est
l’adhérence faible de la sphére unité de E, i.e que

By — <o (B.E)

\ J

(E,E")

Démonstration. Montrons que Bg C S° . Soit kg € V, avec V un voisinage faible de xg.

Supposons que V est de la forme

V =V(xo, f1,.-, fr,e) ={x € E |Vie[Lk], |fi(x —x0)| < e}

avece > 0,k € N* et f1,..., fr € E'. On ma montrer qu'il existe un yy € F non nul tel que f1(yo) =
-+ = fr(yo). Soit I'application ® : E — K* x + (f1(z),..., fx(z)), son noyau est I'intersection des
noyaux des f; et son image est dimension finie. Puisque F est dimension infinie, ker ® ’est aussi et
n’est donc pas réduit a {Og}. Ainsi, cet élément yy € E non nul existe, mais on a nécessairement
xg € V pour tout t € R. Soit g : R — R4, t — |lzg + tyol| 5. Cette application est continue sur R4,
et

9(0) = llzollp <1 et lim g(t) = oc.

Il existe donc tg > 0 tel que ||xg + toyol| p = 1, donc xg + toyo € SNV. Ainsi, S C Bg C EU(E’E ).

Remarquons maintenant que Bg est un fermé faible. En effet,

Be= () {z€E|lf(x) <1}
feE’
111z <1
ce qui montre que c’est une intersection quelconque de fermés faibles. Cette affirmation appliquée a

. . 0o (B,E
la chaine d’inclusion S C By C SJ( ) nous permet de conclure.

O

Remarque. La boule ouverte Bg(0g, 1) n’est pas faible ouverte lorsque E est dimension infinie. En
effet, si elle I'était, Bg(0g,1)¢ = {z € E| ||z| i > 1} serait un fermé faible , donc S = BgNBg(0,1)°
le serait aussi, ce que nous avons montré étre faux.

Rappel. Chaque fermé faible est un fermé. L’inverse est faux en dimension infinie. On a cependant
le théoréme suivant.

7

Théoréme 1.4.1 (MAZUR). Soit C C E un conveze non vide. Alors C est fermé pour la
topologie usuelle si et seulement si C est faiblement fermé.
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Démonstration. La sens réciproque est clair en vertu du rappel précédent. Pour le sens direct, nous
allons montrer que C° est faible ouvert. Soit zp € E\C. D’aprés la seconde forme du théoréme de
HAHN-BANACH géométrique, il existe un hyperplan fermé séparant strictement le convexe fortement
fermé C' et {xo} qui est un convexe fortement compact. En d’autres termes, il existe f € E' et « € R
tels que pour tout y € C,

Rf(wo) <a <Rf(y).

Soit V ={z € E| Rf(z) < a} = (Rf)"(] — 0o,a). Ainsi, g € V, et VN C # @. Ainsi, V C C°,
et V est un élément de la base de voisinages autour de zo dans (E,c(E, E')).
O

Corollaire 1.4.2 (MAZUR). Soit E un espace vectoriel normé, C C E un convexe fermé,
(@n)n une suite d’éléments de C' convergeant faiblement vers un élément x € E. Alors x € C,
et il existe une suite (yn )N convergeant fortement vers x telle que yn soit combinaison linéaire
conveze d’éléments de la suite (Tp)p>N-

Démonstration. Supposons que z € C'. Selon la seconde forme du théoréme de HAHN-BANACH avec
C convexe fermé et {z}, il existe f € E' telle que

sup Rf(x,) < Rf(x).

neN

Or, f(zn) — f(z). On a donc une contradiction, et x € C. Soit N € N, et soit
n oo

m
Cn =D ;| m> N by, tn 20, by + -+t =1
j=N

Alors, Cy est fermé en norme, est convexe, et pour tout n > N, z,, € Cn. On en déduit que z € Cy.
Ainsi, pour tout N € N*, on peut choisir yy € Cn tel que ||z — yn|| 5z < 1/N.

O]

Remarque. Une forme équivalente de ce corollaire est la suivante : si (z,),, est une suite d’éléments
de FE convergeant faiblement vers un « € E, alors pour tout € > 0, il existe N € N* et t1,...,ty >0
vérifiant t1 4+ --- +tx = 1, et tels que

N
T — Z tjxj < E.
j=1
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Corollaire 1.4.3 (inférieurement semi-continue). Soit ¢ : E —] — 00, 00| une fonction
conveze est inférieurement semi-continue pour la topologie forte, i.e que pour toute suite
(z1)n € EN convergeant fortement vers x, on a

o -
lim inf p(2,) > ¢(2).

Alors, ¢ est inférieurement semi-continue pour la topologie faible, i.e que pour toute suite
(zn)n € EN convergeant faiblement vers x, on a aussi

liminf p(x,) > ¢(z).

n—00

Lemme 1.4.2. Une application ¢ : E —] — 00, 00] est fortement (resp. faiblement) inférieu-
rement semi-continue si et seulement si , pour tout A € R, les ensembles de niveaux

Ay ={z e E|p(z) < A}

sont fortement (resp. faiblement) fermés.

Démonstration. Supposons ¢ est fortement inférieurement continue. Soit A € R, et (x,,), est une
suite d’éléments de E telle que x,, € A) pour tout n > 0, convergeant fortement vers x. Alors,

¢(x) < liminf p(z,) <A,
n—o0
donc z € Ay et Ay est fortement fermé. Inversement, supposons que pour tout A € R, Ay n’est pas
fermé, et on suppose que ¢ n’est pas inférieurement semi-continue en point z € E. Alors, il existe
une suite (zy,), d’éléments de E convergeant fortement vers x et telle que

liminf () < ().

Quitte a prendre une sous-suite de (x,)n, on peut supposer qu’il existe A € R, tel que pour tout
n €N,

o(zn) < A < p(x).

Donc z,, € Ay pour tout n € N. Or, (x,), converge fortement vers x et Ay est fermé, donc xz € Ay,
ce qui signifie que p(z) < A. C’est contradictoire.
O

On montre désormais le corollaire précédent.

Démonstration. Puisque ¢ est convexe, Ay est fermé. De plus, ¢ étant inférieurement semi-continue,
alors Ay est fermé. On en déduit que Ay est fermé faiblement.
O

ANAF 41



1.4. Topologies faibles et applications

Exemple. Soit 'application ¢ : & — ||z|| est convexe, continue fortement. Ainsi, ¢ est faiblement
inférieurement semi-continue, i.e que pour toute suite (z,), € EN convergeant faiblement vers un
x € F, alors

|lz|| < liminf ||z,] .
n—oo

Proposition 1.4.8 (continuité faible-forte). Soient E et F deuz espaces de BANACH, et
T : F — F un opérateur linéaire. Alors, T est continu fort-fort si et seulement si T est
continu faible-faible.

Démonstration. Montrons que pour tout f € F’ la composée foT : (E,0(E,E")) — K est
continue. Puisque f o T est élément de E’, elle est automatiquement faiblement continue.
Supposons T : (E,o(E,E")) — (F,o(F, F")) continue. Montrons que ' : (E,c(E,E")) —
(F,o(F,F")) est continue. On utilise le principe du graphe fermé : soit (z,), une suite d’éléments
de F telle que
(2, Tn) 225, (),

n—o0

et montrons que y = Tz. Puisque (z,), converge fortement vers x, donc converge faiblement vers
x. Par continuité faible-faible de T', (T'zy,),, converge faiblement vers T'z. De plus, (Tx,,), converge
fortement vers y, donc (T'x, ), converge faiblement vers y. Puisque la topologie faible est séparée,
on a unicité de la limite et donc y = T'x.

O

Corollaire 1.4.4. Soit E un espace de BANACH, et f : E — K une forme linéaire. Alors,
f est continue pour la topologie de la norme de E si et seulement si elle est continue pour la
topologie faible de E.

1.4.3 Topologie faible-* o(E', E)

On note encore E’ le dual topologique d’un espace vectoriel normé. Nous avons vu deux topologies
sur E’ : la topologie induite par la norme de E, et la topologie faible o(E’, E”), ou E” est le bidual
topologique de E. Dans cette section, nous introduirons une troisiéme topologie et ce en partant de
la suivante : F peut étre plongé via 1’application canonique dans son bidual E”, car Jg : E — E”
est une injection. Ainsi, E/ peut-étre vu comme un sous-espace vectoriel de E”.

Pour tout x € E, notons ¢, : E' — K le morphisme d’évaluation, i.e que pour tout f € F’,

0z (f) = f(x).

Définition 1.4.2. On appelle topologie faible-* o(E', E) sur E' la plus petite topologie sur
E' rendant continues les applications de la famille (p)zcp-

Remarques.
— Pour revenir a la forme évoquée en sous-section 1.4.1, ona I = E,Y; =K, et X = E'.

— Puisque F — E”, il est clair que o(E’, E) contient moins d’ouvert que o(E’, E”), qui & son
tour a moins d’ouverts que la topologie usuelle sur E’.
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[ Proposition 1.4.9 (séparation de la topologie faible-*). La topologie faible-* est séparée. ]

Démonstration. Soient f1, fo € E’ tels que fi1 # fo. Alors, il existe z € E tel que fi(x) # fao(x).
Sans perte de généralité, on peut supposer que Rfi(z) # Rfz(x). En effet, c’est toujours le cas si
K =R. Si K = C et que ce n’est pas le cas alors Sf1(x) # S fa(x), et I'on considére —ixz plutdt que
x. Par symétrie des roles, on peut supposer que Rfi(z) < Rfa(z). Soit a €]Rf1(x), Rf2(x)[ et

O1={feFE|Rf(z) <a} et Oy={feFE|Rf(x)>a}.

On a donc O1 = o, (] — o0, a[+iR) et Oy = ¢, (Ja, co[+iR). Ainsi, O; et Oy sont éléments de
O'(E,,E), tels que (fl, fz) €01 x0et O1NOy = .

Proposition 1.4.10 (bases de voisinages pour o(E', E)). Soit fo € E'. Etant donné ¢ > 0
et x1,...x € E', on note

W(f07x17' o 'axkas) = {f € E' |VZ € [[17k]] ) |(f - fO)($2)| < 5}'
Cet ensemble est un voisinage de fo dans o(E', E). De plus, la famille des

(W(fO)x17‘ oo 7xk7€))€>0,k21,1‘1 ..... TR

forme un base de voisinage de fy dans la topologie o(E', E).

. J

Démonstration. La démonstration est une transcription de la démonstration de la proposition 1.4.4.
O

Exercice. Montrer qu’un voisinage W de cette forme est convexe.

Notation. Note f, w=r, f si une suite (f,), d’éléments de E’ converge pour la topologie faible-*
n—oo
o(E, E") vers un élément f € E'.

Proposition 1.4.11 (convergence W-*). Soit (f)n une suite d’éléments de E'. On a les
Propriétés suivantes.

(i) (fn)n converge faiblement-* vers x si et seulement si (f(xy))n converge vers f(x) pour
tout x € E.

(i1) Si (fn)n converge en norme de E' vers f, alors (fn)n converge faiblement-* vers f. Si
(fn)n converge faiblement (dans o(E', E")) vers f, alors (fn)n converge faiblement-*
vers f.

i11) Si (fn)n converge faiblement-* vers f, alors nll 7 )n est bornée et
E
, < limi .
1l < hn inf || full g

(iv) Si (fn)n converge faiblement-* wvers f, et (x,), converge fortement vers x, alors,
(fn(zp))n converge vers f(x).
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Démonstration. C’est une transcription de la proposition 1.4.5.
O

Remarque. Si E est de dimension finie, alors les trois topologies sur E’ coincident car Jg : E —
E" est surjective (puisque les dimensions de E et E” sont égales). Alors, o(E', E) = o(E', E") est
la topologie usuelle de E’.

Proposition 1.4.12 (continuité faible-*). Soit E un espace vectoriel normé, et soit U :
E' — K une forme linéaire sur E’. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) U est continue pour la topologie faible-* o(E', E).

(1) U € Im(Jg) : il existe x € E tel que U(f) = f(z) pour tout f € E’.

Démonstration. L'implication (i) == (i) est clair car les formes linéaires f —— f(x) sont
faiblement-* continues par construction de la topologie faible-*. Montrons maintenant (i) = (i).
Supposons que u est faiblement-* continue. Alors,

Vi={feE| |u(f) <1}

est un ouvert faible-*, et contient Og. Ainsi, il existe € > 0, et x1,...,z € F tels que

W :=W(0,1,...,2,¢) ={f € E'|Vj € [Lk], |f(z)| <e} C V.

En particulier, si (f(x1),..., f(zx)) = (0,...,0) alors U(f) = 0. En effet, si (f(x1),..., f(zx)) =0,
alors pour tout A € R, (Af(x1),...,Af(zx)) = 0. Ainsi, AW C V, donc |u(Af)| < 1. Ainsi, pour
tout A € R, A|u(f)] < 1 ce qui signifie que |u(f)| = 0. Ainsi, on peut définir correctement une forme
linéaire sur K* en posant pour tout f € F’,

(f(@1),- s flag)) = ulf).

On a défini ! sur un sous-espace vectoriel de K¥, mais on peut I’étendre sur tout K*. Ainsi, si ! (y)
s’écrit pour tout y € K* sous la forme

k
(y) =D cjy;.
i=1

Ainsi,

k
u(f) = cif(x;) = f()
Jj=1

ouzxr =rcr) + -+ CxTg-
L]

Aparté. Soit f: E — K une forme linéaire. Pour la topologie de la norme de E, f est continue
si et seulement si ker f est fermé. Cela donne lieu & une troisiéme condition équivalente a (i) et (i7)
dans le théoréme précédent.

(191) ker U est faiblement-* fermé en tant que sous-espace vectoriel de E'.
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Cette propriété ne servira pas dans ce cours 3

Proposition 1.4.13. Soit H un hyperplan affine de E' fermé pour la topologie faible-*
o(E',E). Alors, il existe xg € E non nul et « € R

H={f € E |Rf(xo) = o}

Démonstration. Soit H un hyperplan affine de E’. Il existe u : E/ — K une forme linéaire non nulle
et a € R tel que

H={f € E'| Ru(f) = a}.

Supposons dans cette démonstration que F est un espace vectoriel réel 4. Puisque H est faiblement-*
fermé, HC est faiblement-* ouvert. Soit donc fo € HC : il existe e > 0 et x1,..., 2, € E tels que

W=W(fo,z1,...,a0.) ={f € E'|Vj € [LK], |(f = fo)(z;)] <&}

est contenu dans H¢. Alors, W N H = @. Puisque fo ¢ H, u(fy) # a. Supposons par exemple que
u(fo) < a, et montrons que pour tout f € W, u(f) < «. Supposons le contraire : il existe f; € W
tel que U(f1) > a. Lapplication t — u(tfi + (1 —t) fo) est continue sur [0, 1] avec une valeur en 0
strictement plus petite que «, et une valeur en 1 supérieure a . Il existe donc g € [fo, f1] (segment
de E') tel que g € H. Puisque W est convexe (exercice), [fo, f1] C W donc g € W ce qui est absurde.
Ainsi, u(f) < a pour tout f € W. Remarquons que

W—fo={f—folfeW}={geE|Vje[lk],|g(z;)] <e}

(en vertu de la définition du voisinage W), donc W — fy est un voisinage faible-* de Ops. Alors,
pour tout g € W — fo, u(g) = u(g + fo) — u(fo) < a —u(fo). On en déduit que |u(g)| < o — u(fo)
(remarquons que la démonstration dans le cas ot u(fy) > « aboutirait a |u(g)| < u(fo) — «). Ainsi,
pour tout fo € H€, il existe un voisinage faible-* de O/ contenu dans I'image réciproque par u de
I'intervalle ouvert | — (o — u(fo)), @ — u(fo)[. Ainsi, u est faible-* continue en Ops et est une forme
linéaire, donc u est faible-* continue. On peut donc conclure grace a la proposition 1.4.12.

O

Remarques.

— Supposons que E n’est pas réflexif. Soit alors u € E”\Jg(F). On a que

H=keru={f € E'|u(f) =0}

est un fermé pour la topologie forte, donc est fermé dans la topologie o(E’, E"), mais pas fermé
dans o(F', E)

— Il y a deux types de convexes fermés : les convexes fortement fermés (de maniére équivalente
o(E', E") fermé), et les convexes faible-* de o(FE’, E).

3. Probablement, selon les dires de M. Gradinaru.
4. Le cas complexe s’écrit de la méme maniére.

ANAF 45



1.4. Topologies faibles et applications

Proposition 1.4.14 (fermeture faible-* de la sphére). Soit E un espace vectoriel de dimension
inﬁm’e, soit 5" = {f € E,| HfHE’ = 1}7 et BE’ = {f € E‘ ”fHE’ < 1} AZOTS, BE’ = ?U(E ’E),

Théoréme 1.4.2 (GOLDSTINE). Soit E un espace vectoriel normé. Alors Jg(Bg) est dense
dans Bgn pour la topologie faible-* o(E", E') de E". Autrement dit,

7 o (E"E)

J(BE) = BE//.

Démonstration. Soit ug € Bgr, et soit V un voisinage de ug pour la topologie o(E”, E'). Montrons
que VN J(Bg) # @. On suppose en particulier que V est sous la forme

V =V(uo,&, f1,..-, fr) ={u € E"||(u—u)(f;)| <e, Vi € [1,k]}.

Soit x. € Bg. Alors, J(z:) € V si et seulement si pour tout j € [1, k].

|(J () —uo)(f5)| <e

Ol", ‘(J(l's) - UO)(fj)‘ = ’J(xs)fj - UO(f])’ = ‘f(xe) - U()(fj)‘ Soit aj = u()(fj). AlOl“S, pour tout
(B1,...,B) € KF on a

k k K
> Biay| =1 Buo(fy)| = |uo [ D Bif
=1 i=1 j=1

k k k
wo [ DBty || < lwollgn |[D_Bifi| <D Bifs
j=1 j=1 J=1

E' E’

Selon le théoréme de HELLY, il existe x5 € E avec ||zs|| < 1 + 4. On peut donc choisir z. dans Bg
tel que f;(z.) = a; pour tout j € [1, k].
O

Remarque. Supposons E de BANACH. Alors J(Bg) est fermé dans Bg» pour la topologie forte.
Si (un)n = (J(xn))n € J(E)N converge vers u € E" alors (x,), est de CAUCHY (car J est une
isométrie) et donc (), converge vers un certain € E. Alors, u = J(z). Ainsi, J(Bg) n’est jamais
dans dense By~ pour la topologie forte, sauf si J(Bg) = Bgr, i.e si E est réflexif.

Théoréme 1.4.3 (BANACH-ALAOGLU). Soit E un espace vectoriel normé. Alors, la boule
unité Bg: de l’espace dual E' est faiblement-* compacte.
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Rappel (théoréme de TYKHONOV). Soit (K;);er une famille d’espaces topologiques compacts.
Alors, le produit

K=]]x

el
est un compact lorsqu’il est muni de la topologie produit (c’est-a-dire la plus petite topologie rendant
continues les projections en les coordonnées).

Démonstration. Dans notre cas, I = E et K; = [— ||z| 5, ||z]z] C R pour tout z € E. On a

K= 1] K. ={f € E*|If(@)| < ||z]l s, Vo € E}.
zeE

Soit 7, : RF — R, f + f(x) ot # € E. La topologie produit est la plus petite rendant continues
toutes les applications 7. On peut voir que R¥ avec cette topologie est un espace séparé. Soit
L = E*. L’intersection de L et K est exactement Bg:. La topologie faible-* sur Bgr = L N K est la
topologie induite par la topologie produit sur R¥. De plus, L est fermé par rapport a la topologie
produit. En effet, soit z,y € E, A\ € R, et ¢, : RE — R, f s f(z)—f(y) et pr : RE — R, f
Af(x). Par définition de la topologie produit, ces applications sont continues donc

L=| ) eaydo) || [ wa({o})

z,yelk (x,\)EEXR

est fermé. Puisque K est un compact de R” (par le théoréme de TYKHONOV) muni de la topologie
séparée du produit, donc Bgr = L N K est un compact pour la topologie produit.
O

Remarque. Le théoréme de BANACH-ALAOGLU donne des compacts pour la topologie faible-*.
Peut-on utiliser des suites? On a besoin de séparabilité pour trouver une métrique adaptée.

Proposition 1.4.15 (métrisabilité de la topologie faible-*). E est un espace vectoriel normé
séparable si et seulement si la topologie faible-* o(E', E) sur Bg: est métrisable.

Démonstration. Supposons E séparable. 1l existe A une partie dénombrable dense dans E et notons
D = AN Bg. Puisque D est dénombrable, notons {z, |n € N}. Soient f,g € Bg:. On pose

(7.9 = 3 U =gl

neN

— D’abord, D est dense dans Bg.

— Montrons que d est métrique sur Bgs. L’application est bien définie cette métrique est majorée
par 4. La symétrie est clair et 'inégalité triangulaire aussi facile. Pour la séparation, soit
f,9 € B tels que d(f,g) = 0. Soit y € E, si ||y||p < 1, il existe (yn)n une suite d’éléments de
D tels que y, Y Alors,

(f = 9)y) = (F = 9) (lim yn) = lim ( — g)(ya) = 0.
n—o0 n—o0
Ceci étant vrai pour tout y € E de norme inférieure ou égale a 1, on a que || f — g|| z = 0 donc

=y
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— Soit 7 la topologie induite par d et montrons que 7 C o(E’, E). Soit fo € Bgr et O € 7 un

ouvert contenant fy. Il existe alors By(fo, ) C O une boule ouverte. Soit f € V, alors,

Z|f fo)(zn)| Z’f fo)(zn)] +Z |(f — fo xn)"

neN n=k+1
<1/2¢
Soit € = r/4, on a alors
1
a(f, fo) <25+27 <7
Si de plus k est un entier tel que 1/2¥ < r/2 alors avec ce choix, V(fo,e,q,...,2x) C

Bd(f(), 7") c O.

Montrons que o(E', E) C 7. Soit fy € Bgs, et O un ouvert faible-* de Bgs contenant fy. Il
existe ¢ > 0, k € N* et y1,...,yx € F tels que V =V(fo,e,y1,.--,yx) C O. On cherche
r > 0 tel que By(fo,r) C V. Soit m = max _1 lyjll- Alors, pour tout j € [1,k], on a que
yj/m € Bg. Puisque D est dense dans BE, pour tout n > 0 et j € [1,k], il existe n; € N tel
que Hxn] — —H < e. Soit. 7 > 0 tel que pour tout j € [1,k], 2"r < n. Alors, si f € By(fo,r),
on a

s I = Jo)(zn)] I(f — fo (zn)| <
n>0
donc pour tout j € [1,k], on a W < r. Donc

|(f = So) (i) = m|(f = fo)(y;/m)| < m|(f = fo)(xn,)| +m|(f = fo)(@n; —y;/m)].

<m2"ir<n 2mn

Ainsi, |(f—fo)(y;)| < (2m+1)n. Le réel n étant arbitraire, on peut choisir n tel que (2m-+1)n <
e et alors f € V. Autrement dit, By(fo,r) CV C O.

Inversement, supposons que la topologie o(E’, E) sur Bgs est métrisable. Soit d une métrique
correspondante. Montrons que FE est séparable. Pour tout n € N, on note B4(0,1/n) = {f €
Bg | d(0, f) < 1/n}. Soit V;, un voisinage de 0 dans o(E’, E) tel que V,, C B4(0,1/n). Il existe
en > 0 et F,, un ensemble fini de E tel que

Vo={f € E|VzeF,, |f(x) <en}

Soit alors F' = |J,,~; Fn. C'est ensemble est dénombrable. Montrons que F' engendre un sous-
espace dense de E. Soit f € E' tel que fip = 0. Pour tout z € F, f(x) = 0 donc f € V;, C
Bi(0,1/n) pour tout n > 1. Alors, f € (),>1 Va C (),>; Ba(0,1/n) = {0}. Ainsi, f = 0. On
en déduit que Vect(F') est dense dans E. On le rend dénombrable en prenant les combinaisons
linéaires & coefficients rationnels.

O]
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1.4.4 BANACH-ALAOGLU, KAKUTANI et AL

e B

Corollaire 1.4.5 (compacité faible-*). Soit E un espace de BANACH séparable, et soit K C
E'. Sont équivalents.

(i) K est faiblement-* compact.
(ii) K est borné et faiblement-* fermé.

(iii) K est séquentiellement faiblement-* compact (chaque suite d’éléments de K a une sous-
suite faiblement-* convergente de limite dans K ).

(iv) K est borné et séquentiellement faiblement-* borné (si f € E' est limite faible-* d’une
suite d’éléments de K alors f € K).

Remarque. Méme sans hypothése de séparabilité, on a toujours (i) <= (1), (i1) <= (iv), et

Aparté autour de BANACH-STEINHAUS. Soient F et F' des espaces de BANACH, et soit (T},),
une suite d’éléments de B(F, F'). Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout = € E, (T,x), converge.
(7) sup,en |Tn|| < oo et il existe T' € B(E, F) tel que (T},), converge simplement vers T' avec

|7 < liminf ||,
n—oo

(#4) sup,en |Tn|| < oo et il existe D C E un sous-ensemble dense tel que (T,x),, est de CAUCHY
dans F pour tout z € D.

Aparté autour de HELLY. Soit E un espace vectoriel normé, n € N* fi ..., f, € E', et
ag, ..., o € Ko Alors, pour tout € > 0, il existe z. € Bg tel que pour tout j € [1,n],

|fi(we) — | <,

si et seulement si pour tout (f,...,0;) € K",

> Biay| < 1D Bifs
P =1

Théoréme 1.4.4 (KAKUTANI). Soit E un espace de BANACH. Alors, E est réflexif si et
seulement si By est faiblement compact.

Démonstration. Supposons E réflexif, on a alors E” = J(FE) et Bg» = J(Bg) (par la propriété
d’isomeétrie). D’aprés BANACH-ALAOGLU, on sait que B est faiblement-* compacte. Si I’'on montre

que
JYE",0(E",E")) — (E,0(E,E))

est continue, on pourra conclure. Pour tout f € E’, I'application E” — K, u — (¢ o J Y (u) =
f(J7Y)(u) est o(E", E) continue. En effet, f(J~!)(u) = u(f) donc 'application en question est
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bien continué pour o(E”, E') en vertu de la proposition 1.4.2. Ainsi, Bg = J~1(Bgn) est faiblement
compacte.
Supposons Bg faiblement compacte. Encore une fois, on peut voir que

J:(E,0(E,E")) — (E",0(E",E"))

est continue car pour tout f € E', application pjoJ : E — K, z + J(z)(f) = f(x) est continue par
rapport & o(E, E"). Ainsi, J(Bg) est compact dans o(E”, E'). D’aprés le théoréme de GOLDSTINE,
J(BE)U(E ) Bg. Or, J(Bg) est un fermé pour o(E”, E") car compact. On conclut que J(Bg) =
Bgn et alors J(E) = E".

L]

Corollaire 1.4.6 (sous-espace vectoriel réflexif). Soit E un espace de BANACH réflexif, et
soit G C E une sous-espace vectoriel fermé de E. Alors, G est est réflexif.

Démonstration. Sur G, on dispose de deux topologies : celle induite par o(FE, E’) et sa propre
topologie faible o(G,G’) Ces deux topologies sont les mémes d’aprés HAHN-BANACH car chaque
forme linéaire bornée (continue) sur G est la restriction d’une forme linéaire bornée sur E. Nous
allons montrer que la boule B¢ est compacte pour (G, G’) (i.e qu’elle est compact pour la topologie
trace de o(E, E') sur G). E est réflexif donc Bg est faiblement compact et puisque G est un convexe
fermé fort, on en déduit d’aprés MAZUR que G est un convexe fermé faible. Ainsi, B = Bg NG et
un bien un compact faible de o(G,G’).

O]

On rappelle ici un résultat que nous avons déja démontré. Nous en proposons une nouvelle
démonstration utilisant les notions de topologie faible.

Corollaire 1.4.7. Soit E un espace de BANACH. E est réflexif si et seulement si E' est

réflexif.

Démonstration. D’aprés BANACH-ALAOGLU, puisque E est réflexif, o(E’, E) et o(E', E")
coincident. Ainsi, Bgs est compact pour o(E’, E”) alors d’aprés KAKUTANI, E’ est réflexif.
Supposons E’ réflexif, alors E” est réflexif et J(E) C E” est un fermé. Ainsi, J(E) est
réflexif donc F est réflexif car J~! est un isomorphisme isométrique de J(E) vers E.
O

Corollaire 1.4.8 (convexe fermé borné). Soit E un espace BANACH réflexif et soit K C E
un conveze fermé borné. Alors, K est faiblement compact.

Démonstration. Soit K un convexe fermé dans F. Puisque E est de BANACH réflexif, K est aussi
un convexe faiblement fermé. Puisque K est borné, il exist R > 0 tel que K C Bg(0, R). D’aprés
KAKUTANI, Bg(0, R) est faiblement compacte. On conclut alors.

O

50 ANAF



Chapitre 1. ESPACES DE BANACH

Proposition 1.4.16. Soit E un espace vectoriel normé. Alors, E' est séparable si et seulement
si la topologie faible o(E, E') sur Bg est métrisable.

Démonstration. Le sens direct est exactement la méme que pour la topologie faible. Pour le sens
réciproque, on pourra trouver une démonstration dans le Linear operators de DUNFORD-SCHWARZ.

O]

Théoréme 1.4.5 (compacité faible). Soit E un espace de BANACH réel. Sont équivalents.
(i) E est réflexif.

(ii) B est faiblement compact.

(i) Bg est séquentiellement faiblement compact.

(i) (EBERLEIN-SMULIAN). Chaque suite bornée de E admet une sous-suite faiblement
convergente.

Remarques.

— On a aussi un résultat (difficile) de Robert C. JAMES, qui affirme que si K C F est un ensemble
non vide borné faiblement fermé dans un espace de BANACH réel E, alors K est faiblement
compact si et seulement si toute forme linéaire f € E’ atteint son maximum sur K.

— Si'on combine le théoréme de KAKUTANI avec ce résultat, alors si F est un espace de BANACH
réflexif si et seulement si pour tout f € E', il existe € E tel que ||z||p =1 et f(x) = || f||z-

Démonstration. — (i) <= (ii). Conséquence de KAKUTANI.

— (i) = (ii1). Supposons FE séparable et réflexif. Alors, E’ est séparable et réflexif. Soit

(2 )n une suite d’éléments de Bg. Alors (J(zy,)), est bornée dans E”. 11 existe donc une sous-
suite faiblement-* convergente J(zp,);eny d’aprés la version séparable de BANACH-ALAOGLU.
Mais alors, (z,,); converge faiblement vers un élément x € E (puisque J : (E,o(E,E')) —
(E",0(E",E'")) est continue). Or, x,, € Bg pour tout i € N. D’aprés MAZUR, puisque By est
un convexe et x,, converge vers x faiblement, alors = € Bg.
Supposons maintenant E’ réflexif, et soit (), une suite de Bg. Soit G = Vect (2, )nen. Cest
un sous-espace vectoriel fermé de F contenant les x,,. D’aprés le corollaire 1.4.6, 'espace G est
réflexif. De plus, G est séparable, et on se retrouve dans le cas de figure évoqué en premier.
Ainsi, de (z,), on peut extraire une sous-suite faiblement convergente vers une limite située
dans Bg.

— (i1i) = (iv). Si (xp)n est une suite bornée de F, alors il existe ¢ > 0 tel que ||z,|| 5z < ¢ pour
tout n € N. Alors, (%l’n)n est une suite d’éléments de Bg et alors d’apreés (iii), elle admet une
sous-suite faiblement convergente. Ainsi, (x,), admet une sous-suite faiblement convergente.

O
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Corollaire 1.4.9. Soit E un espace de BANACH réflexif, et C' C E un convezxe fermé non
vide, et ¢ : C —] — 00, 00| une fonction conveze inférieurement semi-continue tel que @ Z 00
et

lim ¢(x) = 0.
zeC
[l =00

Alors, ¢ atteint son minimum sur C.

Démonstration. Soit a € C tel que ¢(a) < oo et C = {z € C|p(x) < ¢(a)}. Selon les hypothéses,
C est un convexe fermé et borné. Alors, c’est un compact faible de E. De plus, ¢ est faiblement
inférieurement semi-continue. On en déduit qu'il existe (z,), une suite minimisante d’éléments de
C, i.e telle que

@(rn) — inf p(z).
n—oo ZEGC

De plus, il existe (z,,); une sous-suite de (), convergeant faiblement vers un certain zo (par
compacité faible). Cette limite z( est élément de C' car C est un fermé faible. Ainsi,

inf p(x) < p(xo) < liminf p(z,,) = inf p(z).
zeC 100 zeC

On en déduit le résultat.

1.4.5 Uniforme convexité

Définition 1.4.3. Soit E un espace vectoriel normé est dit uniformément convexe si pour
pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x,y € Bg tel que ||z —y| > &, alors
=2 < 1-6.

Remarque. C’est une propriété géométrie : étant donnés deux points & distance au moins ¢, leur
milieu se situe nécessairement dans une boule de taille 1 — 6,.

Exemples.
— (R2,||-l5) est uniformément convexe mais pas (R2, |- ||;) et (R%,]-]|..)-

— Les espaces [P, LP, et les espaces pré-hilbertiens sont uniformément convexes quand 1 < p < oo.

Théoréme 1.4.6 (MILMAN-PETTIS). Un espace de BANACH uniformément convexe est ré-

flexif.

Démonstration. Soit ug > E” tel que |lug|| = 1. Montrons que ug € J(Bg). L’ensemble J(Bg) est un
fermé fort de E”. Montrons que pour tout € > 0, il existe zg € Bg tel que ||lug — J(zo)|| < e. Soit
alors € > 0 et § = d.psilon > 0 donné par la propriété d’uniforme convexité. Soit de plus f € E’ tel
que || fllm =1 et ug(f) >1— % (car |lug|| = 1). On note
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V ={ue E"||(u—uo)(f)| <d/2}.

C’est une voisinage dans o(E”, E'). Or, J(Bg) est dense dans Bg» pour o(E”, E") donc VNJ(Bg) #
0. I existe donc xg € Bg tel que J(zop) € V. Montrons que xzy est celui que nous cherchons.
Supposons le contraire, i.e que |lug — J(xo)|| > €. Alors, ug € W := (J(xg) + eBg»)¢ qui est un
voisinage pour o(E”, E). Selon GOLDSTINE, on a VNW NJ(Bg) ¢ @. Il existe donc y € Bg tel que
J(y) e VNW C V. Puisque J(y) € W, on a [|J(y) — J(x0)|| > € donc par la propriété d’isométrie
de J, ||y — zo|| > e. Puisque J(y) € V,

2 > (/) —u0)(1)] = 11(w) ~ w0 > wolf) ~ 1y,
et J(xo) € V donc

0

5 > (I (o) = uo) ()l = |£(y) = uo(f)] = uo(f) = f(zo).

En combinant ces inégalités, on trouve que

2uo(f) < f(xo+y) +6 < [lwo +yl| +6.

Alors, || 252 || > uo(f) — ¢ >1-3 — ¢ Par uniforme convexité, on en déduit que |lzg — y|| < ¢, ce

qui est contradictoire.

O]

Proposition 1.4.17 (condition suffisante de convergence forte). Soit E un espace de BANACH
uniformément conveze. Soit (xy,), un suite d’éléments de E convergeant faiblement vers xo, €
E et tel que limsup,,_, . ||zn|] < ||zl Alors,

I

Ty — Too-
n—oo

Démonstration. Si o, = 0, c’est clair. Sinon, on renormalise en posant a, = max ||ZTeo||, ||Znl,
Yn = Tn/Gn €t Yoo = Too/ ||Too||- Alors, ||yn| < 1 pour tout n > 0 et ||y = 1. Ainsi, il suffit de
montrer que (y,), converge en norme vers Yy, et on aura le résultat (exercice). (a, ), converge vers
|Zoo|| €t (yn)n converge faiblement vers yo, par continuité forte-forte de I'application de division
(donc faible-faible continue). De plus,

Yn Yo W

— 7 Yo
2 n—o00

par le méme argument. Ainsi,

<1.
B S

1= [lyoo|| < limint ‘M"H
n—oo

< 5 Ulynll+Hlyoe )

Par un méme argument avec la limite supérieure, on trouve que

Yn + Yoo
2

lim
n—oo

-
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Par uniforme convexité, on en déduit que ||y, — Yool — 0, donc (y, ), converge fortement vers
n—oo

Yoo-
O
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Chapitre 2

Théorie des opérateurs

Dans ce chapitre, E et F' désigneront sauf mention contraire des espaces de BANACH.

2.1 Généralités

2.1.1 Rappels

On supposera dans cette sous-section que E et F' sont des espaces vectoriels normée. Ainsi,
B(E, F) est de BANACH si et seulement si F' est. Muni de la composition, on suppose que l’espace
B(E, F) est une algébre normée, i.e our tout S,7 € B(E, F'), alors ||ST|| < ||S]| [|T]|. On note D(T)
le domaine de T, et 4(T) son graphe.

2.1.2 Dual d’un opérateur

Soient E et F' des espaces de BANACH, et T : E — F un opérateur linéaire borné. Si g € F’,
alors goT : E — K est une forme linéaire bornée donc élément de E’. La transposée de T est
I’application

T:|F — F
g — gol.

[ Proposition 2.1.1. SiT € B(E, F), alors T' € B(F', E') et |T'|| = || T ]

Démonstration. Soit g € F'. On a

[T'g]| g = sup [|T'g(x)[| = sup |g(T2)| < sup |lgllp Tl = llglp IT]-
Jall<1 Jall<1 Jall <1

Soit € > 0. Il existe z € E tel que ||z]| < 1 et |Tx| > ||T] — e (par définition de ||T']|). Selon
HAHN-BANACH, il existe g € F’ tel que ||g||z = 1 et g(Tx) = ||Tx| . Alors,
|1Tz]|p = 9(Tz) = (T'g)(x) < ||T"g|| 2] < |T"g|| | 7] -

On a donc que ||T]| — € < ||Tz|| < ||T”]|]. On en déduit que ||T|| < ||T7|| + &. On a donc I'égalité.
O
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Corollaire 2.1.1. L’application

B(E,F) — B(F',E')
T — T

est un isométrie.

Proposition 2.1.2. Soit T € B(E, F). Alors,

T'oJgp=JpoT.

Autrement dit, T" : E" — F" est une extension de T sur E" & valeurs dans F”.

Remarques.

— On a donc le diagramme commutatif
Je "
F—7—F
T O T
F—— F"
Jr
— Si F est réflexif, on a T = JI;I oT" o Jg.

Démonstration. Soit x € E et g€ F'. On a

T"(Je(x))(9) = Je()(T'g) = (T'g)(z) = g(Tx) = Jp(Tx)(g).

Proposition 2.1.3. Si S et T € B(E, F) sont des opérateurs bornés, alors (ST) =T'S’.

Proposition 2.1.4 (image-noyau dual). Soit T € B(E, F). Alors,
(i) Im(T)* = ker(T") ;
(i) Im(T) = L ker(T") : Im(T) est sense si et seulement si T' est injective ;
(111) ker(T) = L Im(T") ;
(iv) Im(T") C ker(T)* ;

(v) si E est réflexif, Im(T") = ker(T)* : Im(T") est dense si et seulement si T est injective.

.

Démonstration. Soit T € B(E, F).
(i) Soit g € F'. Alors,

geIm(T)t «— Ve e E,0=g(Tz) =Tg(z) < g € ker(T").
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(ii) Voir TD.
(#3) Soit x € E. Alors,

z€ker(T) « Vge F,g(Tz) =0="Tg(z) < zc +Im(T).

(i) On a montré en TD que

m(77) = * (Im(T’)i) = Lker(1T").
Montrons que +ker(7"”) C ker(T)*. Soit donc g € +ker(T") et x € ker(T). On a que

T”JE(x) = JF(T.%) = JF<0) =0.

Ainsi, Jg(x) € ker(T") donc g(z) = Jg(x)(g) = 0.

(v) 1Tl reste & montrer que si E est réflexif, alors ker(T)+ C * ker(T"). Soit donc g € ker(T)* et
u € ker(T"). Puisque E est réflexif, il existe z € F tel que u = Jg(x). On a que

Jp(Tz) =T"Jp(z) =T"u=0.

Puisque Jp est injective, on en déduit que = € ker(T') et alors,

u(g) = Je(z)(g9) = g(z) =0

car x € ker(T) et g € ker(T)* .

O
Corollaire 2.1.2. Soit T € B(E,F) un opérateur d’image fermée et soit y € F. Alors,
Uéquation Tx =y d’inconnue x € E admet une solution si et seulement si g(y) = 0 pour tout
g € ker(T"). Dans ce cas et si xg € E désigne une telle solution, alors toute autre solution
x € F est de la forme x = xg+ 2z ot z € ker T'.
Conséquence. T est surjective si et seulement si ImT est fermé et T” est injective.
Proposition 2.1.5. Soit T € B(E, F). Sont équivalents.
(i) f est élément de Tm(T").
(1t) Il existe ¢ > 0 tel que |f(x)| < ¢||Tz| p pour tout x € E.
Démonstration. Exercice.
O
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2.1.3 Opérateurs inversibles

Un opérateur T € B(E, F) est dit inversible s'il est bijectif d’inverse T~! borné (i.e T~! €
B(F,E)).

7

Proposition 2.1.6. Soit E un espace de BANACH et T' € B(E, F) un opérateur bijectif. Les
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) T~ € B(F,E).
(i1) Il existe ¢ > 0 tel que | Tx| p > c||z| g pour tout z € E.
(iii) F est de BANACH.

\. J

Démonstration. — (i) == (ii). Soit k > 0 tel que pour tout y € F, on a || T~ y| <k |ly||. Alors,
pour tout z € E, ||z|| < k||Tz|. On pose y = Tz et on conclut avec ¢ = 1/k.
— (#1) = (4i3). Soit (yn)n une suite de CAUCHY dans F'. Puisque T est une bijection, il existe
pour tout n € N un z,, tel que y = T'z,,. Alors, pour tout n,m € N,

|yn — ymll = |Txy — Topl| > cllzy — 2|

car T est un isométrie. Ainsi, (z,,)n est de CAUCHY dans E donc converge vers un certain
x € E, et alors (y,)n converge vers Tz dans F' par continuité de 7.

— (#i1) = (). Les espaces sont complets et T" est surjective, alors par principe de I’application
ouverte : pour tout ouvert O de E, T(O) est un ouvert, donc (T~1)71(0) est un ouvert donc
T~ est continue.

L]

Proposition 2.1.7. Soient E et F des espaces de BANACH et soit T € B(E, F). Sont équi-
valents.

(i) 1l existe ¢ > 0 tel que ||Tx|| > c||z| pour tout z € E.
(i) T est injective et Im(T') est fermé dans F.

Démonstration.

(i) == (ii). L’assertion (i) implique que T est un injection. Soit maintenant (y,), € (7)Y une
suite convergeant vers y € F. On note y,, = Tz, pour tout n € N. Comme précédemment, on a que
y=TxeImT.

(14) = (7). On remarque 7' : E — Im T est une bijection, et Im(7") est un espace complet car
fermé dans un BANACH. On conclut avec la proposition précédente.

O
Corollaire 2.1.3. Soit T € B(E, F) un opérateur. T est inversible si et seulement s’il existe
¢ > 0 tel que | Tz|| > c||z|| pour tout z € E, et ImT = F.
Démonstration. L’inégalité donne l'injectivité, et Im T est fermé. Ainsi, Im7T = ImT = F.
On conclut avec 2.1.6 car F' est de BANACH.
O
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Notation. Si F = F, on note GB(E) le groupe des opérateurs bornés inversibles de E.

Proposition 2.1.8 (NEUMANN). Soit E un espace de BANACH.
(i) Soit T € B(E) tel que ||T|| < 1. Alors, idg —T est inversible, et

(idg-T7)' =) 1"
n=0

(i) GB(E) est un ouvert de (B(E), || -|), et l’application

GB(E) — GB(E)
T — T

est un homémorphisme de GB(E).

Démonstration. (i) Déja vu.

(7)) Soit To € GB(E) et T € B(E). OnaT =Ty + T — Ty donc

T = To(idg +T, 1 (T — Tp)).

Or, si HT (T —Tp)|| < 1alorsidg +T; YT—Ty) € GB(E). On en déduit que B(Tp, 1/ Ty 1”
GB(E). En effet, pour tout T' € E dans cette boule, on a ||T" — Tp|| < 1/ HT 1|| donc par sous-
multiplicativé de la norme, on a que HT (T — To) H < 1. Ainsi, idg +71; (T To) est inversible
et donc T aussi. De plus,

T™ = (idp+T, (T - To) ' Ty ' = (i(—l)"(To_l(T— To))") it

n=0

On en déduit que

o0

T Tyt =) ()T (T - To) T
n=1
Ainsi,
Tt - 15| < ZHT T - T

It i -n
1— |57 1T = To

On en déduit que si T M> Tp, alors Tt I BN |

Corollaire 2.1.4. Soient E et F des espaces de BANACH et soit T € B(E, F) si et seulement
s’il existe ¢ > 0 tel que | Tx|| > c||z|| pour tout x € E et T' est injective.
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Démonstration. Exercice.

Proposition 2.1.9 (inversibilité de T"). Soient E et F des espaces de BANACH et T €
B(E,F). Alors, T est inversible si et seulement si T' € B(F', E") est inversible. Dans ce cas,

(T—l)l — (Tl)—l

Démonstration. Soit T € B(E, F) qu’on suppose inversible. On a que idg = T~!7T donc

idg = (idg) = (T7'T) =1/(T71Y.
De la méme facon en décomposant idg, on a que (T1)'T".
Supposons T” inversible. Alors, T" est injectif, et T" est inversible. Soit x € E, on a que
Izl = I Te @) = [[(T") 7 T" Tp(@)|| < [|(T") ] || T" ()] -
%,_/
I Tz|

Ainsi, [|z]| < ||(T”)_1H |ITz||. On conclut avec le corollaire précédent.

Corollaire 2.1.5. Soit E et F' des espaces de BANACH, et soit ® : E — F' un isomorphisme
linéaire. Si E est réflexif, alors F aussi.

Démonstration. Soit v € F” et on pose

y=2oJ; (@) ve

Soit g € F’ et montrons que Jp(y) = v. On a que

9y) = (y, >
<<I> @” ,g>F
= < <I>” Ly CD’g>E
(@0, (@) ),
<g’ (p// @//) >F/
= <gav>F"

Ainsi, v = Jp(y). O

Remarque. T est une isométrie si et seulement si T’ est une isométrie. En effet,

()~ = (T

et
777

60 ANAF



Chapitre 2. THEORIE DES OPERATEURS

2.2 Théorie de FREDHOLM

2.2.1 Opérateurs compacts

7

Définition 2.2.1. Soit T : E — F un opérateur linéaire entre deuxr espaces vectoriels
normés. L’opérateur T est dit compact s’il vérifie l'une de des deuz conditions (équivalentes).

— Pour tout suite (x,,)n d’éléments de E bornée, (T'(xy))n admet une sous-suite conver-
gente.

— T envoie des ensembles bornés sur ensembles relativement compacts (pour tout A C E

borné, T'(A) est compact).

Remarques.
— Si T est compact, alors T' est borné. En effet, T'(Bg) est compact donc borné. Ainsi,
sup ||Tz| < occ.
=<1
On en déduit que T est borné.

— Sidim F = oo et F' = E, alors I'identité n’est pas compact. En effet, la boule unité est fermée
et bornée mais pas compacte en vertu du théoréme de RIESZ.

Lemme 2.2.1. Soient E et F des espaces de BANACH et T un opérateur linéaire. Sont
équivalents.

(i) Toute (zy)n est une suite d’éléments de E bornée est telle que (T'zy)n admet une sous-
suite de CAUCHY.

(ii) Si A C E est borné, alors T(A) est compact.

(iii) T(Bg) est un compact, ot By = {x € E| ||z| < 1}.

Démonstration. — (i) = (i1). Si A C E est un sous-ensemble borné, alors toute suite d’élé-

ments de T'(A) admet un sous-suite de CAUCHY, donc T'(A) est un sous-ensemble compact car
F est complet.

— (i1) = (#i4). Evident
— (#it1) = (i). Soit (x), une suite bornée dans E et soit ¢ > 0 un majorant des normes

des x,. Alors, (x,,/c), est une suite d’éléments de Bp. Ainsi, (%Tmn)n admet une sous-suite
convergente, qui est donc de CAUCHY.

O]

Notation. On note K(E, F) I'ensemble des opérateurs T € B(E, F) bornés. On note K(FE) si
E=F.
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Proposition 2.2.1. Soient E et F' des espaces de BANACH. On a les propriétés suivantes.
(i) K(E,F) est un sous-espace vectoriel de B(E, F).

(ii) Soient W et Z des espaces vectoriels normés, et A € B(W,E) et B € B(F,Z) des
opérateurs bornés. Alors, pour tout T € K(E,F), BoToAe K(W,Z).

(iii) Si E et F sont des espaces vectoriels normés quelconques, alors K(E, F') est séquentiel-
lement fermé.

Démonstration. (i) Clair.
(i) On a A(Bw) C ||A||Bg donc TA(Bw) C ||A|T(Bg), et T(Bg) est un compact. Ainsi,
BTABw) C || Al B (T(BE)>, mais on sait que B (T(BE)> est un compact. Ainsi, BT A(By)
est fermé dans un compact donc est compact.

(iii) Soit (T},), une suite d’éléments de K (FE, F) convergeant vers T € B(E, F). (z¥), une suite

bornée d’éléments de E. On choisit (x1),, une sous-suite de (22),, telle que (Tyz}), converge.
De (z1), on extrait une sous-suite (x2), tel que (Thz2), converge. On réitére le processus
et on considére la suite diagonale notée x,, := x]' pour tout n € N. C’est une sous-suite de

(25> et donc (Tyzy,), est de CAUCHY pour tout k € N. En effet,

n

[Tzn = Tam|| = (T = Ti)(@n — 2m) + Te(2n — 2m)| < (T = Tell 20 — 2]+ 1Tk (20 — 2m)] -

O

Remarques.
— K(E, F) est donc un sous-espace vectoriel fermé de B(FE, F).

— On ne peut pas remplacer la convergence en norme par la convergence simple dans le troisiéme
point. En effet, si £ = F = [?(N,K), et on définit T}, : E — E, x — (x0,...,2,,0,0,...),
alors T, € B(E) pour tout n € N et est rang fini donc compact. Pourtant, (7)), converge
simplement vers l'identité sur I2(N, K), qui n’est pas compact car E est de dimension infinie.

Définition 2.2.2. Soit T' € B(E, F') un opérateur est dit étre de rang fini si dimIm T < co.
De plus, T est dit complétement continu si pour tout suite faiblement convergente (),
d’éléments de E, (Txy,), est convergente.

Remarque. Tout opérateur de rang fini est compact (HEINE-Borel).

Corollaire 2.2.1. Supposons que T € B(E, F') peut étre approché par des opérateurs de rang
fini (i.e que T est limite en norme d’opérateurs d’une suite d’opérateurs de rang fini). Alors,
T est compact. Autrement dit, K(E, F) contient l’adhérence de l’ensemble des opérateurs de
rang fini.
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Remarque. En général, il n’est pas vrai qu'un opérateur compact est limite d’opérateurs de rang
fini.

’

Proposition 2.2.2. Si F' est un espace de HILBERT, alors tout opérateur compact T €
K(E,F) est limite d’opérateurs de rang fini.

Démonstration. Soit T € K(FE, F) et soit € > 0. Puisque T'(Bg) est compact, il existe I un ensemble
et (y;)i € F' une famille telle que

T(Bg) C | B(yi,2)-
el
Soit G = Vect((y;)ier) soit pg la projection orthogonale sur G. C’est un opérateur de rang fini donc
compact. Pour tout x € Bg, il existe ig € I tel que ||T" — y;,|| < €. Ainsi, ||[pcTr — payi,|| < € mais
PGYip = Yip- On en déduit que ||peTz — Tz|| < 2e pour tout x € E. Ainsi, ||peT — T < 2e.
O

Démonstration. SiT € K(E,F), T est complétement continu.
O

Démonstration. Soit (z,,), une suite d’éléments de E convergeant faiblement vers un certain x € E.
Montrons d’abord que (T'z;,), converge faiblement vers Tz. Soit g € F’ et soit f = goT. f est
linéaire et par continuité de g et T, f € E’. Puisque (x,), converge faiblement vers z, (f(z,))n
converge vers f(x). Donc (¢(Txy)), converge vers g(Tz). Ainsi, (Tx,), converge faiblement vers
Tz. Montrons maintenant la convergence forte en supposons le contraire : il existe € > 0 et (xnk) k
une sous-suite de (zy,), telle que

|72~ Tl > €

pour tout k € N. Puisque T est compact, il existe (2,(,,))r une sous-suite de (zn, ), telle que
(Yk)k = (T(zy(n,)))k converge fortement vers un certain y. D’une part, (yx)i converge faiblement
vers y, et d'une autre (yy ), converge fortement vers y. Ainsi, y = Tz et

1Tz oy = Tal| -5 0,

ce qui est en contradiction avec nos hypothéses.

Proposition 2.2.3. Supposons E réflexif, et soit T € B(E,F). Alors T est élément de
K(E,F) si et seulement si T est complétement continu.

Démonstration. Supposons T' complétement continu sur E. Soit (x,,), € EY une suite bornée.
Par réflexivité de E, ol existe (x,, )i une sous-suite de (), convergeant faiblement vers un certain
x € E. Puisque T est complétement continue,

I lle

Tay, — 2 Ta.

—00

On en déduit que T est compact.
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Remarques.
— Cette équivalence est fausse sans hypothése de réflexivité.
— Si E est réflexif et T € B(E, F), alors T est continu faible-faible. Selon le théoréme de KA-
KUTANI la réflexivité de E impose que Bg est faiblement compact, donc T'(Bg) est faiblement

compact aussi. Ainsi, T'(Bg) est un fermé faible de F. Par MAZUR, on en déduit que T (Bg)
est un fermé fort de F'. Si de plus T est compact, alors T'(Bg) est compact dans F'.

Si E n’est pas réflexif, T'(Bg) peut ne pas étre fermé méme si T'(Bg) est compact.

Exemple. Soit A € I1(N,R) tel que A, > 0 pour tout n € N, et soit T': co(R) — R définie par

x
Tr = Z ALn
n=0

pour tout z € co(R), et [Te| < [l [ Al Ainsi, |7 < A, Ainsi,

N

IT| = sup |Tz[>|T(eo+--+enx) =) A
:BGBCO(]R) n=0

ot e; = (8jn)n- Ainsi, [|[T|| = ||All;. T" est de rang 1 donc est compact. Mais T'(B.,wry) =] —|IAll; 5 [[A[l; [

(le supremum SUD B, ) |Tx| n’et pas atteint dans co(R)).

Théoréme 2.2.1 (SCHAUDER). Soient E et F des espaces de BANACH et T € B(E,F).
Alors, T € K(E, F) si et seulement si T' € K(F', E").

Démonstration. Notons M = T(Bg) C F. C’est un espace métrique compact pour la métrique
de la norme sur F'. Soit g € F”, et notons f; = g|ps : £ — K. Soit. de plus

F ={fglg € F, gl <1} € C(M,K).

Pour tout g € F’, on a

15l = sup [g(y)| = sup |g(Tz)| = sup |T'g(x)| = |[T"g| -
yeM rEBE llzll<1
Ainsi, on a montré que || f|| < ||77]| = ||T|| pour tout f € .Z. Ainsi, .# est bornée. De plus, .% est

équicontinue. En effet,

[fow) = Lo < lgy =) < llgl ||y = ¥'|| ||y — ||

pour tout g € F' et y,y’ € M. Selon le théoréme d’ARZELA-ASCOLI, .% a une fermture compacte. Si

(gn)n est une suite d’éléments de F” telle que | g, || < 1 pour tout n € N, alors (fy, ), admet une sous-

suite uniformément convergente (fg, )k, donc (1"gy, )i est de CAUCHY dans E’ donc convergente.
O

[ Proposition 2.2.4 (séparabilité de 'image). Soit T € K(E, F), alors ImT est séparable.

Démonstration. Admis (pas compliqué pour autant).
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Exemple (FREDHOLM, 1903). On cherche a résoudre 'équation

1
g@zﬁk@ww&

pour tout s € [0, 1], d’inconnue f. Soit k € C([0,1]%,R), et soit

1
Tf() = [ Ko 0500 de
0
pour tout s € [0, 1]. L’application

Ty | C([0,1],R) — C([0,1],R)

[ o— Tif

est bien définie, et T}, est linéaire bornée. En effet,

T f ()] < 1flloo 1+l

pour tout s € [0, 1]. Ainsi,

sup |Tpf(s)| = 1Tk flloo < I1flloo 1Kl -

s€[0,1]
Ainsi, ||T}| < ||k|| - Par le théoréme d’ARZELA-ASCOLI, T}, est un opérateur compact. De plus, k

est continu sur un compact de R? donc équicontinu : soit € > 0, et soit 6 > 0 tel que pour tout
s,s',t,t' €]0,1] vérifiant |s — s'| 4 |t — /| < 4, alors

k(s 1) — k(s,t)| <e.
Soit f € C([0,1],R) avec || f]l,, <1, et soit s,s" € [0,1] tels que |s — §'| < §. Alors,

1
| Thof (s) = T f (s')] S/O [k(s,t) — k(s", D)1 f ()] dt <[ fllc .

De plus, pour tout s € [0, 1],

T f ()] < [Fllo 1 Flloo < [1¥[log -

Ainsi, {Tif(s)|f € C([0,1],R), || fllo, < 1} est borné dans K, et est donc relativement compact.
D’aprés ARZELA-ASCOLI, Ty (B (jo,1),)) est relativement compact dans C([0, 1],R). Remarquons que
nous pouvons nous placer dans un autre cadre avec

Exercice. Si k€ L>([0,1]%,R), alors T}, € K(LP(0,1)).
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2.2.2 Alternative de FREDHOLM

Le but ici est d’étudier 'équation (idg —T)z = y ou y est donné. On va pour cela étudier la
théorie de RIESZ-SCHAUDER.

Théoréme 2.2.2 (RiESz). Soit E un espace vectoriel normé. Alors, By est compact si et
seulement si E est de dimension finie.

Lemme 2.2.2 (R1ESZ). Soit E un espace vectoriel normé et G C E un sous-espace vectoriel
strict fermé. Pour tout € €]0,1[, il existe z. € E tel que ||zc|| =1 et d(z.,G) > 1 —¢.

Démonstration. Soit y € E\G, et notons § = d(y,G) > 0. Il existe z. € E tel que § < ||y — z|| <
2 Soit
1—¢-

. — Y — Ze
=2
ly — zl|
(c’est bien un vecteur unitaire). Si z € G, alors
_ = Y=z
Te Tz Ty—zll —*

= T — 2z — 2y — )
= = Glly = 2l - =)
eG

Ainsi, ||z — z|| > dw6) ~ 1 _¢.
lly—2ll

Lemme 2.2.3. Soit T € B(E, F). Alors, ImT est fermé si et seulement si ImT = +ker T".

Démonstration. On a déja vu que InT = +ker T".
O

Démonstration (théoréme de RIESZ). Le sens direct est le théoréme de HEINE-BOREL. On vérifie
'autre par contraposée : supposons E de dimension infinie et soit g € E de norme 1. Ey = Kz et
x1 € E\ Ey un vecteur unitaire tel que d(x1, Ey) > 1/2. Soit ensuite Fy = Vect(zg, z1) et o € E\E,
avec d(x2, E1) > 1/2. Par récurrence, on construit une suite (x,), de vecteurs unitaires de E tels
que d(xn41, Ey) > 1/2 pour tout n € N, avec F,, = Vect(x,...,x,) (cette construction est possible
puisque F est de dimension infinie). Or, pour tout m < n, on a ||z, — z,| > 1/2 donc cette suite
n’a pas de sous-suite ocnvergente : B n’est pas compact.

O

Corollaire 2.2.2. Soit E un espace de BANACH et soit T € K(E). Alors, ker(idg —T) est
dimension finie.
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Démonstration. Soit G = ker(idg —T') et montrons que Bg est compact dans G. Si z € G, on a
(idg —T)x = 0 si et seulement st Tx = x. Ainsi, Bg = T(Bg) C T(Bg), mais T'(Bg) est relativement
compact car T est compact. On en déduit que le fermé Bg est compact.

O

Corollaire 2.2.3. Soit E un espace de BANACH et T € K(FE). Alors, dimker((idg —T)") <
oo pour tout n > 1. De plus, la suite (ker((idg —T")")), est croissante pour l'inclusion.

Démonstration. 11 est clair que (idg —7T7)"2 = 0 implique que (idg —T)"T'z = 0 ce qui donne le
second résultat. Pour le premier, on écrit que

(idp —T)" = zn: (2 ) (—D)FT* =idp —S

k=0

§= T i(’;)(—n’”:ﬂ“.

compact k=1

ol

borné

~
compact

On peut donc appliquer le corollaire 2.2.2.

O

Lemme 2.2.4 (image fermée). Soit E un espace de BANACH et soit T € K(E). Alors,
Im(idg —T) est un fermé de E, et alors Im(idg —T) = + ker((idg —T)").

Démonstration. Soit Y € Im(idg —T') et soit (x,), une suite d’éléments de E telle que (yn)n :=
((idg —=T)xy), converge vers y, et montrons que y € Im(idg —7'). Soit

dp, = d(xp, ker(idg —T)) = inf{||z, — 2|| | z € G}

ou G = ker(idg —T). Puisque G est de dimension finie, il existe z, € G tel que d,, = d(z,,G) =

|lxn — z|| (pour tout n € N) par continuité et compacité. Puisque z, € G, z, = T'z,. Supposons

maintenant que (d,,),, n’est pas bornée et que d,, —— co. Sans perte de généralité, on peut supposer
n—oo

que d, > 0 pour tout n € N et posons

et
1
(idg —T)(wp) = wp—Tw, = d—(xn —zn —T(xn — 2p))
1 mn
= a(a:n —Txy)
= I 0
d, n—oo
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car y, —— y et d, —— 00. Or, (wy,), est bornée et T' est compact donc une suite certaine suite
n—oo n—o0
extraite (Twy(y))n converge vers une certaine limite w donc (wg,))n converge aussi vers w. on a

(idg —T)w = lim (idg —T)w, = lim (w, — Tw,) = 0.
n—00 n—0o0

Ainsi, w € ker(idg —7T') = G donc d(w,G) = 0. C’est contradictoire avec le fait que 1 = d(w,G) =
lim,, 00 d(wy, G). Ainsi, (dy,), ne tend pas vers l'infini. Par un argument similaire, on peut montrer
qu’aucune des sous-suites de (d,), ne peut tendre vers l'infini, donc cette suite est bornée. Ainsi,
(Zn — 2n)n est bornée. Puisque T' est compacte, il existe une suite extraite (toujours notée (T'(z,, —
Zn))n) convergente de limite notée v. Pour tout n € N, on a

Yn = T — Txp = Ty — 25, — T (0 — 2p)

car z, € GG, donc
T —2n =Yn +T(xn — 2n) —— Yy + 0.
n—oo

Ainsi,

y = le Yn = ILm (idg —T)(xy) = lim (idg T)(z, — 2,) = (idg —=T)(y + v)

n—oo

par continuité.

Corollaire 2.2.4. Sous les mémes hypothéses, Im((idg —1")") est fermé pour tout n € N*.
De plus, la suite (Im((idg —T))"),, est décroissante pour l'inclusion.

Démonstration. On a déja vu que (idg —T)" = idg —S avec S € K(F), ce qui montre la premiére
affirmation.

O

Théoréme 2.2.3 (alternative de FREDLHOM, premiére version). Soit E un espace de BA-
NACH et soit T € K(FE). Alors, idg —T est injectif si et seulement si idgy —T est surjectif
(donc inversible dans B(E)).

Remarque. Justifions le terme d’alternative. Soit ’équation x — T'x d’inconnue x avec y € E et
T e K(E).

— Ou bien I’équation homogéne x — T'x = 0 a une solution non triviale,

— ou bien I’équation non homogéne x — T'x = y admet une solution pour chaque y et automati-
quement la solution est unique.

Démonstration. Supposons idg —T' injective mais pas surjective. Ainsi, ker(idg —7') = {Og}
mais Fy = Im(idg —T) # E. Il est clair que T'(F) C Ej car T' commute avec idg —T'. Puisque Fj est
fermé, T}, est compact sur Uespace de BANACH Ey. Soit Ey = (idg —T)*(E) = (idg —T)(E1). Clest
un sous-espace vectoriel strict de Ej et est fermé. On définit de la méme maniére E,, = (idg —7")"(E)
pour tout n € N, et alors Ej, 1 est un sous-espace vectoriel strict de E fermé. Ainsi, Tg, est compact
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et Im((idg —T')g,) = En+1 est fermé. La suite (E,), est une suite strictement décroissante de sous-
espace vectoriels fermés. D’aprés le lemme de RIESZ, on peut construire une suite (z,), d’éléments
de E tel que x,, € E, ||xy|| = 1, et d(xy, Eny1) > 1/2 pour tout n € N. Alors, pour tout m < n, on
a que

T(zy —xm) = (tm — Txm) — (xn — Tay) + 20 — Ty
est élément de Fp,y1. Ainsi,

1
HT(xn - xm)” > d(xmaEm+1) > 5

C’est absurde car (zy), est borné et T est compact, donc il existe une sous-suite convergente de
(T'zp)n. Or, la relation précédente contredit ce fait, et donc T' est une surjection.

Montrons la réciproque : supposons idg —T' surjectif et montrons qu’il est injectif. Puisque
Im(idg —T) = E, on a ~ ker((idg —T)’) = E. Ainsi, ker(idg —T") = {0g'} et 'on peut appliquer le
sens direct déja montré (grace au théoréme de SCHAUDER). On sait donc que idg: —7T" est surjectif
et donc E' = Im(idgr —T). On sait que Im(idgr —T") C ker(idg —T)*. Ainsi, ker(idg —T)*+ = E’
donc ker(idg —7T') = {0g}.

O

Rappel. Si E est un espace vectoriel, et F' un sous-espace vectoriel de F, on appelle codimension
de F' I'entier

codim F' = dim E/F.

Théoréme 2.2.4 (alternative de FREDLHOM, seconde version). Soit E un espace de BANACH
etT € K(E). Alors

dimker(idg —T) = dimker(idg —T") = codim Im(idg —T') = codim Im(idg —1").

Lemme 2.2.5. Soit E un espace de BANACH et T' € K(E). Alors, Im(idg —T') est de codi-
mension finie.

\. J

Démonstration. On a (E/Im(idg —T)) = Im(idg —T)* = {f € E'|Vz € E, f(x — Tz) = 0}. On a
donc que f(x —Tx) = 0 pour tout x € E si et seulement si (idgr —T")(f)(x) = 0 pour tout « € F
(par définition du dual). Ainsi,

(idE/ —T’)f =0 < f S ker(idE/ —T/).

Ainsi, (E/Im(idg —T)) = ker(idg: —T"). Or, T" est compact d’aprés SCHAUDER donc ker(id g —7")
est dimension finie, donc (E/Im(idg —7'))" aussi.
O

Démonstration (théoréme). Soit d = dimker(idg —T') et d = dimker(idg —7"). Si dimE = d
alors Im(idg —T) = {0g} et donc *ker(idg —T") = {0p'}, et le résultat est vrai. Supposons par
I’absurde que d < d’ et soit M le supplémentaire topologie de G = ker(idg —T'). Pour construire ce
supplémentaire, on se place dans une base de G et soit w; : G — K, x — x; la projection en la i-iéme
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coordonnée. D’aprés HAHN-BANACH, on peut étendre m; & F et alors on a M = ﬂigwi_l({O}). On
a donc E = G @ M et alors la projection p : E — G est continue. Par ailleurs, Im(idg —7") =
L ker(idg —T") donc codim S(idg —T) = d’. On en déduit que E = Im(idg —T)®N avec dim N = d'.
Puisque d < d’, il existe une application linéaire [ : G — N injective mais pas surjective. On pose
S =T +1op. Puisque T est compact et [ o p est de rang fini, il est clair que S est compact. Soit
maintenant x € F, on a

x €ker(idp—S) <= z—Sx=0 <= z—-Tz =I(px)).
——
€Im(idg —T) eN
On en déduit que si x € ker(idg —95), alors x € ker(idg —T) et p(z) = 0 (par injectivité de ).
Autrement, dit x € G et p(x) = 0 donc = = 0. Ainsi, ker(idg —5) = {Og}, donc idg —S est
injective. Par le théoréme d’alternative de FREDHOLM (premiére version), idg —S est surjective.
Ainsi, Im(idg —5) = E. Or, ceci est impossible car il existe y € N\ Im(!) et pour un tel y, I’équation

x—Sr=y <= z—Tz—Il(px)= vy
en €N\ Im(1)

n’admet pas de solution. C’est en contradiction avec Im(idg —S) = E. Ainsi, d > d'. 1] existe a
appliquer ce résultat a 7" :

dim(idgr —T") < dimker(idg —T") < dim ker(idg —T).

Mais T" est une extension de T" donc ker(idg —T') est isomorphe a un sous-espace de ker(idg» —1").
On en déduit que d = d'. O

Remarque. Les résultats s’appliquent a 'opérateurs Aidg —T avec A # 0 car %T reste compact.

2.3 Théorie spectrale

2.3.1 Spectre d’un opérateur

Définition 2.3.1. Soit E un espace vectoriel normé complexe, T € B(E) et A € C.

— SiANidg —T € GB(E), on dit que X est une valeur résolvante pour T. On note

p(T)={NeC|\idg —-T € GB(E)}
l’ensemble résolvant de T.

— SiNidg —T ¢ GB(E), on dit que \ est une valeur spectrale pour T'. On note

o(T) = {\ € C| Aidg —T ¢ GB(E)}.

— Si Aidg =T n’est pas injectif, on dit que X est une valeur propre pour T'. On note

vp(T) = {X € C| Nidg —T n’est pas injectif.}
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Remarques.
— OnaC=p(T)Uo(T).

— Si F est un espace vectoriel normé réel, on peut le complexifier en donnant un nouvelle structure
a E? en posant

(s +it)(x,y) = (sx — ty, tx + sy).

On écrit = + iy le couple (z,y), et x = (2,0) et iy = (0,y). On a alors un nouvel espace
EC°=FE®iE.SiT =F — F est un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés
réels, alors on définit T<° : E°° — F° par

Tz +iy) = Tx +iTy
pour tout x + iy € E°. Si T est borné, il en est de méme pour 7 et ||7°°|| = ||7’||. Enfin, on
pose o(T) = o(T°°).

— Sidim F < oo, alors vp(T') = ¢(T). Si dim F = oo, on a l'inclusion stricte vp(T') C o(7T'). Par
exemple, I’application

T:|C([0,1],C) — C(]0,1],C)
x +— Tx

ou Tz(t) = fgm(s) ds pour tout t € [0,1]. T est un opérateur injectif mais pas surjectif. En
effet, ImTC*([0,1],C) ¢ €([0,1],C). On a donc que 0 € o(T) mais 0 / vp(T).

Proposition 2.3.1. Soit E un espace de BANACH et soit T € B(E).
(i) o(T) C Bc(0,||T||. Autrement dit, si |\| > ||T|| avec A € C, Nidg —T est inversible.
(ii) p(T') est un ouvert de C.
(i1i) o(T) est un compact de C.
(iv) vp(T) C o(T).

Démonstration. (i) Si A # 0, alors Aidg —T = A (idg —37). Si H%TH < 1 (équivalent a || >
|IT|), alors idg —3T est inversible donc A ¢ o(T').

(i) L’application h : C — Z(E), A = \idg —T est continue et p(T) = h~1(GB(E)) est un ouvert
de C car GB(FE) est un ouvert de B(E).

(i) On a o(T) = C\p(T) est fermé et borné dans C donc compact.
(iv) Puisque vp(T) C o(T'), on en déduit que vp(T) C o(T).

Remarque.

— On a o(T) = vp(T) U {X € C|Im(\Nidg —T) # E}. En effet, E est un BANACH, donc
MNidg —T € GB(E) si et seulement si Nidg —T est une bijection.

— Notre objectif va étre de préciser I'inclusion pour o(T).
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